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一种基于 Ｔａｇｕｃｈｉ方法的混合 ＮＳＧＡⅡ算法
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摘　要：提出一种基于Ｔａｇｕｃｈｉ方法的混合ＮＳＧＡⅡ算法，即用Ｔａｇｕｃｈｉ方法来改造ＮＳＧＡⅡ算法的交叉
操作和变异操作，目的是提升ＮＳＧＡⅡ算法的优化能力。针对多目标优化测试问题的实验表明该方法能够显
著提高ＮＳＧＡⅡ算法的优化效果，而且该方法不改变ＮＳＧＡⅡ的算法框架，易于实现。
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　　ＮＳＧＡⅡ是一种优秀的多目标优化算法
（ＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＯ）［１］，广泛用于神
经网络设计［２］、传感器部署［３］和 ＤＮＡ序列设
计［４］等领域，若能提升 ＮＳＧＡⅡ算法的优化能
力，将会对算法的各种应用产生非常积极的影响，

例如，在筹划作战计划过程中可以辅助军事人员

找到更为优秀的作战任务实施方案。本文就是探

讨用实验设计方法来提高ＮＳＧＡⅡ算法优化能力
的可行性，并给出一种结合 Ｔａｇｕｃｈｉ方法的混合
ＮＳＧＡⅡ算法，该混合算法的关键步骤是用
Ｔａｇｕｃｈｉ方法改造 ＮＳＧＡⅡ算法的交叉操作和变
异操作，使新产生的个体性能更为优秀，从而达到

提升算法优化能力的目的。

对于单目标函数的优化问题，Ｌｅｕｎｇ［５］和
Ｔｓａｉ［６］分别把正交阵方法和 Ｔａｇｕｃｈｉ方法运用到
优化算法的处理流程中，得到较好的优化效果。

相应地，把 Ｔａｇｕｃｈｉ方法与多目标优化算法相结
合就是一个很自然的想法，具体思路就是用

Ｔａｇｕｃｈｉ方法改造 ＮＳＧＡⅡ算法的交叉操作和变
异操作，期望通过提升个体性能从而提升 ＮＳＧＡ

Ⅱ算法的优化能力。
正交阵方法与 Ｔａｇｕｃｈｉ方法都是重要的实验

设计方法。实验设计方法最初用于工业产品设计

领域，既可用于有效降低实验次数［７－８］，也可用于

找到比较恰当的实验参数［９－１２］。正交阵方法就

是根据正交阵规定的实验方案做测试，依据测试

结果选取最好的实验方案［５］；Ｔａｇｕｃｈｉ方法也基于
正交阵规定的实验方案，首先根据测试结果分析

出各个关键因素，进而组合出新的更为恰当的实

验方案，这与正交阵方法有明显的不同，正交阵方

法直接从正交阵规定的实验方案中选出最好的一

个作为实验设计的结果［６］。

对于单目标优化问题，正交阵方法与 Ｔａｇｕｃｈｉ
方法都获得了比较满意的效果［５－６］，而针对多目

标优化问题的相关研究则比较少。查阅到的文献

一般用实验设计方法确定算法参数，而不参与优

化算法的处理流程。文献［１３］把 Ｔａｇｕｃｈｉ方法用
于ＳＰＥＡ２算法的交叉操作，但未给出详细的操作
过程，不好对比和评价；文献［１５］在研究超高维
函数优化的多智能体遗传算法时，采用文献［５］
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的方法用正交阵来设计交叉算子，得到“邻域正

交交叉算子”，这与本文的思路相似，两者的主要

区别在于：１）本文方法使用层次个数为２的正交
阵，各层次对应的具体实数值来自参与遗传操作

的父代个体，而后者采用区间切分方法［５］，比较

而言，本文方法更加简洁；２）本文定义了一个评
价实验方案效果的指标，该指标具有明确的几何

含义，而“邻域正交交叉算子”则选用能量最大的

智能体作为子代个体；３）本文采用 Ｔａｇｕｃｈｉ方法
来改造交叉操作和变异操作，而不仅限于使用正

交阵，Ｔａｇｕｃｈｉ方法的突出特点是能够给出正交阵
内不存在的实验方案。

ＮＳＧＡⅡ算法和 Ｔａｇｕｃｈｉ方法的详细介绍请
参考文献［１，５－６］，下文有关实验设计方法的描
述采用文献［５］的记法。

１　结合Ｔａｇｕｃｈｉ方法的ＮＳＧＡⅡ算法

下面给出结合 Ｔａｇｕｃｈｉ方法的 ＮＳＧＡⅡ算
法，即用 Ｔａｇｕｃｈｉ方法改造 ＮＳＧＡⅡ算法产生新
个体的步骤，对应于 ＮＳＧＡⅡ算法的“Ｑｔ＋１ ＝

ｍａｋｅｎｅｗｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ（Ｐｔ＋１）”步骤
［１］。在此步骤

中，由交叉操作和变异操作来构造新的个体，而本

文方法则把Ｔａｇｕｃｈｉ方法应用到交叉操作和变异
操作中。

１１　Ｔａｇｕｃｈｉ方法评价实验方案所用的指标

对于多目标优化问题，应用 Ｔａｇｕｃｈｉ方法的
前提是找到一个恰当的指标来评价实验方案，这

里首先分析多目标优化问题中评价实验方案遇到

的困难是什么，然后再给出一个评价实验方案的

解决办法。

单目标优化情况下，可以把实验设计方法与

遗传操作（交叉操作和变异操作）自然地结合在

一起，因为Ｔａｇｕｃｈｉ方法的实验方案评价过程、遗
传算法的个体适应度计算都采用标量型指标，所

以，实验设计方法和遗传算法两者不存在概念和

方法方面的冲突。文献［５］和［６］就是使用实验
设计方法提升优化算法性能的典型例子，注意这

两个文献处理的都是单目标优化问题，其算法步

骤中未出现特殊的调整操作。

对于多目标优化问题，要应用 Ｔａｇｕｃｈｉ方法，
必须给出恰当的方法来评价实验方案。此时，每

个实验方案的输出都是一个目标函数向量（ｍｕｌｔｉ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ），此时采用 Ｐａｒｅｔｏ意义下的“最优”概

念，没有单目标情况时的那种通常意义下的“最

优”概念。采用 Ｐａｒｅｔｏ“最优”来评判实验方案将
得到众多的实验方案，而实验设计方法要求得到

单个实验方案，所以，无法直接使用Ｐａｒｅｔｏ“最优”
来评价实验方案，这就是多目标优化问题中运用

实验设计方法所面临的主要困难，也是单目标优

化和多目标优化中运用实验设计方法的主要

差异。

为解决上述困难，下面给出一个评价实验方

案的办法：用距离指标 ＤＩＳ来评价各个实验方案
的优劣，即首先确定一个公共的参考点 ｆｍｉｎ，然后
计算各实验方案的输出向量 ｆ到 ｆｍｉｎ的距离 ＤＩＳ，
然后在Ｔａｇｕｃｈｉ方法中用指标 ＤＩＳ来评价实验方
案。该方法的本质是设计一种标量型的指标来评

价实验方案，由此可以解决上述困难。

下面给出参考点 ｆｍｉｎ和距离指标 ＤＩＳ的计算
公式。

设无约束的多目标优化问题的决策变量ｘ为
Ｎｓ维实向量，目标函数ｆ为Ｏｓ维实向量：
ｆ（ｘ）ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆＯｓ（ｘ[ ]）Ｔ∈ＲＯｓ，ｘ∈ＲＮｓ

（１）
对于正交阵ＬＭ（Ｑ

Ｎ）规定的Ｍ次实验，记第ｉ
次实验的结果（目标函数输出向量）为 ｆｉ，其第 ｋ

个分量记为ｆｉ（ｋ），则公共参考点 ｆｍｉｎ∈Ｒ
Ｏｓ的第 ｋ

个分量ｆｍｉｎ，ｋ按式（２）定义：

ｆｍｉｎ［ｆｍｉｎ，１，ｆｍｉｎ，２，…，ｆｍｉｎ，Ｏｓ］
Ｔ （２－１）

ｆｍｉｎ，ｋａｒｇｍｉｎｉ｛ｆｉ（ｋ）：１≤ｉ≤Ｍ｝ （２－２）

第ｉ次实验的输出向量 ｆｉ与公共参考点 ｆｍｉｎ
之间的距离指标ＤＩＳ定义为

Ｄｉｓ（ｆｉ，ｆｍｉｎ）‖ｆｉ（ｘ）－ｆｍｉｎ‖，ｉ：１…Ｍ （３）
ＤＩＳ就是本文为 Ｔａｇｕｃｈｉ方法所选的实验方

案评价指标，有了指标 ＤＩＳ，就可以把 Ｔａｇｕｃｈｉ方
法顺利地用于处理多目标优化问题。

１２　结合Ｔａｇｕｃｈｉ方法的交叉操作

设向量ｘ１，ｘ２∈Ｒ
Ｎｓ为参与交叉操作的父代个

体，其中，ｘ１［ｘ１１，…，ｘ１ｊ，…，ｘ１Ｎｓ］
Ｔ，ｘ２［ｘ２１，

…，ｘ２ｊ，…，ｘ２Ｎｓ］
Ｔ，假设向量 ｘ１和 ｘ２的分量两两

不同，即ｘ１ｊ≠ｘ２ｊｊ：１…( )Ｎｓ，图１给出用 Ｔａｇｕｃｈｉ
方法改造交叉操作的具体步骤。

·０７１·
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Ｓｔｅｐ１　选择参与交叉的父代个体 珋ｘ１和 珋ｘ２；
Ｓｔｅｐ２　对正交阵规定的每个实验方案，计算其目标函数

向量，表１；
Ｓｔｅｐ３　计算参考点ｆｍｉｎ，见式（２）；
Ｓｔｅｐ４　计算各目标输出向量与参考点 ｆｍｉｎ的距离 Ｄｉｓ，见

式（３）；
Ｓｔｅｐ５　计算各因素、各层次的评价指标 Ｅ（Ｆ，Ｌ），见式

（４）；
Ｓｔｅｐ６　根据指标 Ｅ（Ｆ，Ｌ）为各因素评价出最优的层次

Ｌｏｐｔ，Ｆ，得到最优层次组合：［Ｌｏｐｔ，１，Ｌｏｐｔ，２，…，Ｌｏｐｔ，ｊ，

…，Ｌｏｐｔ，Ｎｓ］
Ｔ；

Ｓｔｅｐ７　［Ｌｏｐｔ，１，Ｌｏｐｔ，２，…，Ｌｏｐｔ，ｊ，…，Ｌｏｐｔ，Ｎｓ］
Ｔ即为本次交叉

操作的子代个体。

图１　结合Ｔａｇｕｃｈｉ方法的交叉操作
Ｆｉｇ．１　ＣｒｏｓｓｏｖｅｒｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈＴａｇｕｃｈｉｍｅｔｈｏｄ

表１　采用个体ｘ１和ｘ２构造正交阵时各因素

的层次值对应的实数值

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｂｅｒｖａｌｕｅｓｏｆｅａｃｈｌｅｖｅｌｗｈｅｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌａｒｒａｙｂｙｘ１ａｎｄｘ２

因素

层次
因素１ … 因素ｊ … 因素Ｎｓ

层次１ ｘ１１ … ｘ１ｊ … ｘ１Ｎｓ

层次２ ｘ２１ … ｘ２ｊ … ｘ２Ｎｓ

　　用 ｘ１和 ｘ２构造正交阵，该正交阵的层次个
数Ｑ为２，因素个数为Ｎｓ，正交阵的生成算法请参
考文献［５］。表１给出各因素的各个层次对应的
实数值，这些实数值都来自向量ｘ１和ｘ２。表１所
给正交阵的构造方式非常独特，核心是利用父代

个体的信息来设计实验，而且构造方法简洁，易于

编程实现。

按照正交阵规定的Ｍ个方案分别做实验（即
计算每个方案的目标函数向量），计算各因素

（Ｆａｃｔｏｒ，Ｆ）内各个层次（Ｌｅｖｅｌ，Ｌ）的指标 Ｅ
Ｆ，( )Ｌ，见式（４）。式（４）与 Ｔａｇｕｃｈｉ方法使用的
经典公式的区别只在于求和的对象不同，前者使

用上文定义的距离指标 ＤＩＳ，而后者直接使用目
标函数值（标量）［６］。

　ＥＦ，( )Ｌ

＝∑
Ｍ

ｔ＝１
Ｄｉｓ（ｆ，ｆｍｉｎ( )）２×δ（ａｔ，Ｆ －Ｌ{ }）

＝∑
Ｍ

ｔ＝１
‖ｆ（ｘ）－ｆｍｉｎ( )‖ ２×δ（ａｔ，Ｆ －Ｌ{ }）

　Ｆ：１…Ｎｓ，Ｌ：１…Ｑ，ａｔ，Ｆ∈ＬＭ（Ｑ
Ｎ） （４）

比较因素 Ｆ的 Ｑ个指标 Ｅ Ｆ，( )Ｌ（Ｌ：１…
Ｑ），得到因素 Ｆ的最优层次 Ｌｏｐｔ，Ｆ，本次执行
Ｔａｇｕｃｈｉ方法得到的最优层次组合记为向量
［Ｌｏｐｔ，１，…，Ｌｏｐｔ，ｊ，…，Ｌｏｐｔ，Ｎｓ］

Ｔ［６］。

根据表 １，容易把向量［Ｌｏｐｔ，１，…，Ｌｏｐｔ，ｊ，…，
Ｌｏｐｔ，Ｎｓ］

Ｔ转换成相应的实数向量，该实向量即为本

次交叉操作得到的子代个体。

１３　结合Ｔａｇｕｃｈｉ方法的变异操作

设个体ｘ１∈Ｒ
Ｎｓ为参与变异操作的父代个体。

首先，按某种变异策略，由个体 ｘ１变异得到个体
ｘ２；然后，采用 Ｔａｇｕｃｈｉ方法由个体 ｘ１和个体 ｘ２
来构造新的子代个体，具体步骤与结合 Ｔａｇｕｃｈｉ
方法的交叉操作类似，此处不再重复。此时假设

个体ｘ１与个体 ｘ２的分量两两不同，若仅仅是单
点变异就没有必要再用Ｔａｇｕｃｈｉ方法。

把Ｔａｇｕｃｈｉ方法得到的实向量作为变异操作
最终输出的子代个体，并放弃个体ｘ２。

２　收敛性和时间复杂性分析

下面分析混合算法的收敛性和时间复杂性。

优化算法必须保证收敛性，即通过有限步操作可

以达到或接近理论上的最优解；时间复杂度主要

考察算法的计算量或计算速度。

２１　收敛性分析

理论上证明遗传算法的收敛性非常困难，此

处仅概要分析本文方法的收敛性，下一节通过实

验来验证。

ＮＳＧＡⅡ算法使用交叉操作和变异操作来产
生新的子代个体，本文采用同样的方法，唯一的差

异就在于本文采用 Ｔａｇｕｃｈｉ方法来改造交叉操作
和变异操作，所得子代个体通常比父代个体更加

优秀；另外，本文方法与原来的ＮＳＧＡⅡ算法无其
他差异，既然ＮＳＧＡⅡ算法收敛，则本文方法也应
能够收敛。

遗传算法与其他算法相结合形成混合算法的

例子比较多，例如模拟退火算法、粒子群算法、混

沌算法等，融合其他算法的主要目的一般是为了

提高个体质量。与此类似，本文只是融合实验设

计方法而已，所以应该与其他混合算法一样都应

该能收敛。

２２　时间复杂性分析

本文方法显然比 ＮＳＧＡⅡ算法更加耗时，主
要是因为本文方法在每个交叉操作和变异操作中

都用Ｔａｇｕｃｈｉ方法来构造新的子代个体，随着个
体维数的增加，自然导致操作时间的增加。

表２统计了两种算法的耗时，测试对象为３
个典型的多目标优化问题测试函数，测试环境的

设置见下一节的实验测试。
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表２　混合算法与ＮＳＧＡⅡ算法的运行时间比较
Ｔａｂ．２　ＲｕｎｔｉｍｅｏｆｔｈｅＮＳＧＡⅡ ａｎｄｔｈｅｈｙｂｒｉｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算法耗时

测试函数

ＮＳＧＡⅡ
算法

混合

算法

耗时

之比

ＺＤＴ３ ４０７ｍｓ ８１１ｍｓ １９９

ＺＤＴ１ ３９２ｍｓ ７１９ｍｓ １８３

ＺＤＴ６ ３７７ｍｓ ７３６ｍｓ １９５

　　由表２可知，对这３个测试函数来说，本文方
法消耗的时间几乎是ＮＳＧＡⅡ算法的二倍。考虑
到遗传算法本身的时间复杂度也比较高，采用

Ｔａｇｕｃｈｉ方法导致的时间消耗不算太明显，下一节
的实验表明付出一些时间将换来优化能力的显著

提升，如此看来增加一些处理时间还是可以容

忍的。

３　实验测试

本节用典型的多目标优化问题测试函数

ＺＤＴ３［１］、ＺＤＴ１［１］、ＺＤＴ６［１］来验证本文方法的优化
和收敛能力。

实验使用“多目标优化算法实验床软件系

统”，软件著作权登记号为２００９ＳＲ０４８２４４，可直接
向本文作者索取该软件。各测试案例的算法设置

均为：种群规模为１００个个体，优秀个体规模为
１００个，进化１００代之后算法停止。

３１　测试函数ＺＤＴ３

ＺＤＴ３的输入变量为３０维的实向量，输出为
２维。这里选择２维输出的测试函数是为了方便
用可视化的方法来比较算法性能。如何评价多目

标优化算法是一个很复杂的问题，这里采用可视

化方法来直观地比较，即直接给出各算法单次优

化的结果分布图。每次实验都能稳定地得到类似

的分布图，所以未使用多次实验的统计结果。

分别用本文方法和ＮＳＧＡⅡ算法优化ＺＤＴ３，
图２给出优化结果的分布图，图中横轴代表测试
函数输出向量的第 １个分量，纵轴代表第 ２个
分量。

观察图２，容易得到如下结论：①横轴方向，
两种优化算法的输出结果相近，都接近０００３，见
图中蓝色箭头所指位置；②纵轴方向，本文方法明
显优于ＮＳＧＡⅡ算法。

两种算法的优化结果都呈现由左至右逐步下

降的阶梯状，而本文方法的输出结果都分布在

ＮＳＧＡⅡ算法的下方，而且在相同横坐标的条件
下本文方法的结果比ＮＳＧＡⅡ算法的都低１３左
右（图中两个箭头标识的区间），这说明本文方法

图２　两种算法的输出结果分布（测试函数为ＺＤＴ３）
Ｆｉｇ．２　ＴｅｓｔｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＺＤＴ３

的优化能力显著地优于ＮＳＧＡⅡ，达到１８７％。

３２　测试函数ＺＤＴ１

ＺＤＴ１的输入变量为３０维的实向量，输出为
２维［１］。分别用 ＮＳＧＡⅡ算法和本文方法优化
ＺＤＴ１，图３给出两者各自优化输出的分布图。

图３　两种算法输出结果的分布图
（测试函数为ＺＤＴ１）

Ｆｉｇ．３　ＴｅｓｔｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＺＤＴ１

图中横轴代表测试函数输出向量的第１个分
量，纵轴代表第２个分量。由图３可知，本文方法
明显优于 ＮＳＧＡⅡ算法，这与上一实验的结论
一致。

３３　测试函数ＺＤＴ６

ＺＤＴ６的输入变量为１０维，输出为２维［１］，分

别用ＮＳＧＡⅡ算法和本文方法优化，图４、图５给
出两种算法各自优化输出结果的分布图，图６给
出两种算法优化输出结果的对比图。
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图４　ＮＳＧＡⅡ算法的输出结果分布图
（测试函数为ＺＤＴ６）

Ｆｉｇ．４　ＴｅｓｔｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＺＤＴ６ｗｉｔｈＮＳＧＡⅡ

图５　本文方法的输出结果分布图
（测试函数为ＺＤＴ６）

Ｆｉｇ．５　ＴｅｓｔｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＺＤＴ６ｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图６　两种算法输出结果的分布图
（测试函数为ＺＤＴ６）

Ｆｉｇ．６　ＴｅｓｔｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎＺＤＴ６ｗｉｔｈＮＳＧＡⅡ
ａｎｄｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ

在图４、图５的右下角，用箭头标识出了输出结果
的第２个分量：ＮＳＧＡⅡ算法的优化结果可以达
到－８０６２，见图４，而本文方法则可以使优化结
果达到－４３７０８，见图５，是前者的近４倍，差异
十分显著。在箭头标识的位置处，各算法优化结

果第１个分量的取值相近，所以这里只对比优化
结果的第２个分量。

图６的左上角用箭头标识出了输出结果的第
２个分量：本文方法的优化结果比 ＮＳＧＡⅡ算法
的要好５０～５８（此时的横轴坐标为０２８５），是
ＮＳＧＡⅡ算法优化结果的一半左右，两者差异也
十分显著。

４　结 论

为提高 ＮＳＧＡⅡ算法的优化能力，本文用
Ｔａｇｕｃｈｉ方法改造 ＮＳＧＡⅡ算法的交叉操作和变
异操作，实验验证了本文所提方法的有效性。本

文方法的关键是设计了一个标量形式的距离指

标，从而使 Ｔａｇｕｃｈｉ方法在多目标算法 ＮＳＧＡⅡ
中的应用变得可行。

总的来看，实验设计方法应用于优化算法的

方式有两类：第一类是用实验设计方法为优化算

法找到恰当的算法参数［１０－１１］，例如为遗传算法确

定合适的种群规模、交叉概率和变异概率等，这使

研究人员不必再凭经验来设置算法参数，但实验

设计方法并未参与优化算法的任何处理过程；第

二类是与优化算法的处理流程相结合，达到提高

优化算法性能的目的［５－６］，本文方法就属于这一

类。实际的应用问题往往是多目标的，对多目标

优化算法的改进将很好地促进多目标优化算法的

各种应用。

本文方法存在计算复杂度过高的问题。若多

目标优化问题的决策变量规模比较庞大，直接用

正交阵来构造实验方案存在本质上的困难，因为

实验方案数目会随着决策变量数量的增加而迅速

增长，导致方法不可行。此时，一个可能的方法是

用均匀设计方法代替正交阵，以此控制实验方案

数量，从而克服计算复杂度过高的问题。

文献［１５］提出了类似的算法，这里未与该方
法进行对比。文献［１５］提出了用于超高维函数
优化的多智能体遗传算法，该方法也在算法流程

内使用了正交阵方法。未与该方法进行对比的主

要原因是：该方法还使用了“邻域竞争算子”和

“自学习算子”，此类算子对算法性能的影响比较

显著，难于单独分析正交阵方法对算法性能的贡

献；另外，本文基于 Ｔａｇｕｃｈｉ方法改造交叉操作和
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变异操作，是该文献未涉及的内容。

本文方法仅在实数型测试函数的对比实验中

效果显著，但对布尔型或整数型测试函数的实验

中却观察不到如此显著的效果（限于篇幅未列

出）。本文方法对实数型测试函数效果显著的主

要原因可能在于改善了算法的精细搜索能力，而

当测试函数具有布尔型或整型的决策变量时，决

策变量表现为离散的点，原算法对离散点已经具

备足够的搜索能力，本文所作改进对算法精细搜

索能力的贡献不大。当然，算法参数的设置也可

能影响算法性能［１４］。这些可能性都有待于进一

步的实验来验证。
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