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摘　要：不可观测系统的部分状态可观测性对于大系统故障检测具有十分重要的意义。研究了基于部
分可观测性的不可观测离散线性系统测点优化配置问题，证明了采用有限次观测值构造一个矩阵，可以给出

部分可观测性成立的充分必要条件，并进一步证明了部分可观测性的度量可以用一个矩阵的秩的特性来刻

画。最后，给出了离散线性系统部分可观测性测试优化配置的度量指标。算例表明，提出的部分可观测性度

量指标具有简单实用的特点。
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　　根据系统输出对系统内部状态进行有效观
测，对系统的反馈控制以及状态监控都具有十分

重要的作用。随着机内测试、嵌入式诊断与预测

等思想与手段的出现，人们开始关注在系统设计

过程中，通过增加额外的测点，以使系统具备更好

的可观测性能，以利于对系统的异常和故障行为

进行有效的检测与诊断。文献［１－２］基于系统
的可观测性，对于线性系统的测点优化配置问题

进行了研究。

工程中往往仅要求部分系统状态具有可观测

性，即不是要求系统状态向量ｘ具有可观测性，而
是要求部分状态线性组合Ｔｘ的可观测性，这可以
用部分可观测性来表示。这在大型复杂系统关键

运行状态可以用少数几个测点加以刻画时是非常

有效的。文献［３－５］讨论了线性系统的函数观

测器与估计器问题，但基于的条件是系统完全可

观测。文献［６］进一步研究了线性系统未知输入
条件下系统的函数观测器问题，也是基于系统完

全可观测这一条件。近年来，在非线性系统观测

器设计方面，通过坐标变换实现观测器估计误差

线性化是一个重要的研究方向［９－１２］，但都要求原

系统的全部状态是可观测的。

而开展测试优化配置时，有时并不要求系统

是完全可观测的，而是部分可观测的，对于大型复

杂系统来说尤为如此。文献［７］给出了几种情况
下部分可观测性成立的充分必要条件，但未证明

多少次观测才是充分的。另一方面，对于可观测

性成立的量化描述，是目前学术界非常关心的一

个问题。由于对可观测性成立的量化描述可以直

观地表达一个系统可观测的程度，特别是可以精
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确地刻画一个系统由可观测向不可观测“转变”

的过程，使人们在工程中有依据在可观测测点配

置方案集中去尽量选取可观测性“好”的方案，以

获得较好的观测精度。

本文则研究了离散线性系统部分可观测性量

化描述的方法。该方法可用于离散线性系统部分

可观测测点配置方案的优选。

１　离散线性系统的部分可观测性

对于ｎ维线性定常离散系统
ｘｋ＋１＝Ａｘｋ＋Ｂｕｋ
ｙｋ＝Ｃｘｋ＋Ｄｕ{

ｋ

，　ｋ＝０，１，２，… （１）

其中，ｘｋ是 ｎ维状态变量，ｕｋ是 ｒ维控制变量，ｙｋ
是ｐ维系统输出。在考虑机内测试时，可以认为
ｙｋ是系统的测试集。

在工程中，受关注的状态可能只是部分状态，

或者是部分状态的线性组合，可以用Ｔｘｋ来表示。
Ｙｏｓｈｉｋａｗａ对离散线性系统部分可观测性进行了
系统阐述［７］，主要结论如下：

考虑线性方程

Ｌｚ＝ｄ （２）
其中 Ｌ：Ｚ→Δ是线性映射，Ｚ和 Δ是线性空间。
给定ｄ，设（２）的解集由Ｚ０表示，即

Ｚ０＝｛ｚ!ｚ∈Ｚ，Ｌｚ＝ｄ｝
对于Ｚ上的线性映射 Ｐ，若对于任意 ｚ１，ｚ２∈
Ｚ０，有

Ｐｚ１＝Ｐｚ２ （３）
则称（２）的解对于Ｐ来说是唯一的。对于此唯一
性问题，有以下引理来保证［７］：

引理１　（２）的解对于Ｐ是唯一的当且仅当

ｒａｎｋＬ＝ｒａｎｋ
Ｌ[ ]Ｐ （４）

下面根据引理１研究系统的部分可观测性问
题。对于（１）式描述的系统，令

ｙ［０，ｊ］＝

ｙ０
ｙ１


ｙ













ｊ

，ｕ［０，ｊ］＝

ｕ０
ｕ１


ｕ













ｊ

，Ｎｊ＝

Ｃ
ＣＡ


ＣＡ











ｊ

ｊ＝０，１，２，… （５）

Ｍ０＝Ｄ，Ｍｊ＝

Ｄ ０ … ０
ＣＢ Ｄ … ０
ＣＡＢ ＣＢ … ０
   

ＣＡｊ－１Ｂ ＣＡｊ－２Ｂ …















Ｄ

ｊ＝０，１，２，… （６）

有

ｙ［０，ｊ］－Ｍｊｕ［０，ｊ］＝Ｎｊｘ０，
ｊ＝０，１，２，… （７）

部分可观测性的问题可以这样来表述：给定

矩阵Ｔ，对于某个ｊ可以根据ｙ［０，ｊ］、ｕ［０，ｊ］唯一地确
定Ｔｘ０。对此，有以下引理

［７］：

引理２　对于（１）式描述的离散线性系统和
（５）式定义的 ｙ［０，ｊ］、ｕ［０，ｊ］和 Ｎｊ，给定矩阵 Ｔ，有某
个ｊ使得可以根据 ｙ［０，ｊ］、ｕ［０，ｊ］唯一地确定 Ｔｘ０的
充分必要条件是

ｒａｎｋＮｊ＝ｒａｎｋ
Ｎｊ[ ]Ｔ （８）

由于引理 ２未指出 ｊ在实际应用中如何确
定，工程应用中不易使用。本文证明的定理１可
解决这一问题。

定理１　对于（１）式描述的离散线性系统和
（５）式定义的 ｙ［０，ｊ］、ｕ［０，ｊ］和 Ｎｊ，令 Ａ的最小多项
式阶数为ｍ，给定矩阵Ｔ，有某个 ｊ使得可以根据
ｙ［０，ｊ］、ｕ［０，ｊ］唯一地确定Ｔｘ０的充分必要条件是：

ｒａｎｋＮｍ－１＝ｒａｎｋ
Ｎｍ－１[ ]Ｔ

（９）

证明：由于 ＡＴ与 Ａ阵有相同的最小多项式
阶数ｍ，故有
（ＡＴ）ｍ＋ｉＣＴ∈ｓｐａｎ［ＣＴＡＴＣＴ…（ＡＴ）ｍ－１ＣＴ］

ｉ＝０，１，… （１０）
即

ｒａｎｋ

Ｃ
ＣＡ


ＣＡｍ－１

ＣＡｍ



ＣＡｍ＋





















ｉ

＝ｒａｎｋ［ＣＴ　ＡＴＣＴ…

（ＡＴ）ｍ－１ＣＴ　（ＡＴ）ｍＣＴ　…（ＡＴ）ｍ＋ｉＣＴ］
＝ｒａｎｋ［ＣＴ　ＡＴＣＴ　…　（ＡＴ）ｍ－１ＣＴ］

＝ｒａｎｋ

Ｃ
ＣＡ


ＣＡｍ











－１

（１１）

从而有

ｒａｎｋＮｍ＋ｉ＝ｒａｎｋＮｍ－１ （１２）
且

ｒａｎｋ
Ｎｊ[ ]Ｔ ＝ｒａｎｋ

Ｎｍ－１
０









Ｔ

·４６·
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＝ｒａｎｋ
Ｎｍ－１[ ]Ｔ

（１３）

结合（１２）、（１３）两式，定理得证。

２　线性系统部分可观测性的度量

由（５）、（９）式可以看到，Ｃ阵通过影响 Ｎｊ影

响部分可观测性的成立。实际工程中希望在一组

观测点配置方案中选取一个可观测性最优的或者

较好的方案。直接根据（９）式计算等式两边矩阵
的秩，可以直接判定部分可观测性成立与否，但无

法选出最优方案，或者无法剔除一些部分可观测

性几乎不成立的病态解。所以，给出一个（９）式
成立程度的量化评价方法是十分必要的。下文针

对这一问题开展研究，得到了一些有益的结果。

定理２　以 Ｎｊ
＋表示 Ｎｊ的伪逆矩阵。对于

（１）式给定的离散线性定常系统，根据等式（５）、
（６）、（７）、（９）描述的部分可观测问题，当且仅当
矩阵Ｒ＝Ｔ－ＴＮｍ

＋Ｎｍ为零秩矩阵时，部分可观
测性成立。

证明：根据分块矩阵的秩的关系［８］：

ｒａｎｋ（
Ｎｍ[ ]Ｔ ）＝ｒａｎｋ（Ｎｍ）＋ｒａｎｋ（Ｔ－ＴＮｍ＋Ｎｍ）

（１４）
当矩阵

Ｒ＝Ｔ－ＴＮｍ
＋Ｎｍ （１５）

为零秩矩阵时，（９）式成立，即系统（１）是部分可
观测的。

注意，实际应用中，可用系统的维数ｎ代替最
小多项式阶数ｍ。

可以看到，矩阵 Ｒ＝Ｔ－ＴＮ＋ｍＮｍ的所有奇异
值接近零的程度实际上反应了（９）式成立的
程度。

讨论１　视Ｎｍｘ０＝ｙ［０，ｍ］－Ｍｍｕ［０，ｍ］为一代数
方程，可以直接解方程得到 Τｘ０＝ΤＮ

＋
ｍ［ｙ［０，ｍ］－

Ｍｍｕ［０，ｍ］］＋（Τ－ΤＮ
＋
ｍＮｍ）ｚ。其中 ｚ为维数相容

的任意向量。可以看到，Ｒｚ表示了 Ｔｘ０的不可观
测部分，要求Ｔｘ０可观测 Ｒ必须为零。而定理２
则严格证明了充分必要条件。

讨论２　可以证明，当Ｔ是可逆矩阵时，运用
ＣａｙｌｅｙＨａｍｉｌｔｏｎ理论，（９）式可转变成

ｒａｎｋＮｎ－１＝ｎ （１６）
这个问题退化为全状态可观测性问题。

讨论３　Ｒ的所有奇异值的大小反映了（９）
式成立的程度。设有Ｃ１～Ｃｉ个测试点配置方案，
要从中选出部分可观测性较好的方案。可以将对

应的ＲＴｉＲｉ阵进行奇异值分解：
ＲＴｉＲｉ＝ＵΣＶ

Ｔ （１７）

其中 Σ＝
Ｓ ０[ ]０ ０

，而 Ｓ＝ｄｉａｇ［α１，α２，…，αｒ］，

α１（Ｒｉ）≥…≥αｒ（Ｒｉ）＞０为Ｒｊ的正奇值，Ｕ、Ｖ为
维数合适的正交矩阵。可以看到

Ｉｉ＝∑
ｒ

ｊ＝１
αｊ（Ｒｉ）≤γ （１８）

可以作为衡量（９）式成立的度量函数。这里γ＞０
为很小的正数，当Ｉｉ≤γ时可以认为（９）式已经成
立。可以选择满足上述要求且 Ｉｉ值为最小的 Ｃｉ
阵为最优的选择。当然，也可以选择其他度量函

数，如Ｒｉ的谱半径。

３　算例研究

对于如下离散线性定常系统

ｘｋ＋１＝Ａｘｋ＋Ｂｕｋ
ｙｋ＝Ｃｘｋ＋Ｄｕｋ
ｋ＝０，１，２，… （１９）

其中

Ａ＝

０．２ １ ０ ０ ０ ０
０ ０．２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０．５ １ ０ ０
０ ０ ０ ０．５ １ ０
０ ０ ０ ０ ０．５ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０．

















６
（２０）

Ｃ１＝

１ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０











０ １ ０ ０ １ ０

（２１）

Ｃ２＝

１ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０











０ １ ０ ０ １ １

（２２）

Ｃ３＝

０００１ １ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０











０ １ ０ ０ １ １

（２３）

经过计算可以知道，系统 １（Ａ，Ｃ１）、系统 ２
（Ａ，Ｃ２）、系统３（Ａ，Ｃ３）均不可观测。但是，可以
考查其中的部分状态的线性组合的可观测性，

考虑：

Ｔｘ＝
１ ０ ０ １ ０ ０
０ １ ０ １ ０ ０









０ ０ ０ １ １ ０
ｘ （２４）
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由于系统１、２、３可以按照（５）、（１５）、（１８）式
计算得：Ｉ１＝４６９×１０

－３０、Ｉ２＝３９１×１０
－３０、Ｉ３＝

８０×１０－２５。可以看到，第１、２个测试矩阵选取
方案是较好的，而相比之下第３个方案由于 Ｉ３大
了５个数量级，将具有较差的观测精度。这和第
３个方案对第１个状态的观测系数为０００１，取值
过小相吻合。

４　总　结

本文研究了离散线性定常系统的部分可观测

性量化度量问题。本文证明的２个定理给出了工
程化计算的理论基础。通过算例可以看到，本文

给出的计算方法可以在工程上非常方便地编程计

算观测矩阵选择的优劣，从而有效地指导以部分

可观测性为目标的大系统观测矩阵的选择问题。
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