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摘　要：代数免疫度是布尔函数的一个重要密码学指标，为了抵挡代数攻击，密码算法中所使用的布尔
函数应当具有较高的代数免疫度。本文利用“轨道交换”技术，给出了一类具有最优代数免疫度的旋转对称

布尔函数的构造，该类函数对于代数攻击具有较强的抵抗能力，同时具有较高的非线性度和最优代数次数。
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　　代数攻击的提出和发展被认为是近年来密码
分析技术最重要的突破之一，代数免疫度也成为

衡量密码函数安全性的一个重要指标，如何构造

代数免疫度最优的函数（简称 ＭＡＩ函数）已经成
为近年来研究的一个重点问题［１－９］。旋转对称布

尔函数（简称ＲｏｔＳ函数）由于其良好的结构特性，
在密码学中有着广泛的应用，因而构造代数免疫

度最优且具有其他良好密码学性质的 ＲｏｔＳ函数
具有重要意义。文献［１０］给出了一种代数免疫
度最优的ＲｏｔＳ函数的构造方法，本文利用“轨道
交换”技术，构造了一类代数免疫度最优的 ＲｏｔＳ
函数，并给出了所构造函数的非线性度下界，与文

献［１０］中结果相比，构造函数的非线性度得到了
一定提升，同时代数次数达到最优。

１　预备知识

对于 ｘｉ∈ＦＦ２（１≤ｉ≤ｎ），以及０≤ｋ≤ｎ－１，

定义

ρｋｎ（ｘｉ）＝
ｘｉ＋ｋ， 如果ｉ＋ｋ≤ｎ，

ｘｉ＋ｋ－ｎ， 其他{ ．

ρｋｎ的定义可以推广到向量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈ＦＦ
ｎ
２

上，ρｋｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝（ρ
ｋ
ｎ（ｘ１），ρ

ｋ
ｎ（ｘ２），…，ρ

ｋ
ｎ

（ｘｎ））．
定义１　如果对于任意的 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

∈Ｆｎ２，以及０≤ｋ≤ｎ－１，都有

ｆ（ρｋｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ））＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
则称ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为旋转对称布尔函数。

记 Ｇｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝｛ρ
ｋ
ｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

０≤ｋ≤ｎ－ }１，即（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）在 ρｎ作用下的

轨道。显然ＦＦｎ２中的所有向量被分为不同的轨道，
如果 Ｇｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ＝ｔ，称 Ｇｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
是一个ｔ－轨道，容易验证ｔ是ｎ的一个因子。

记 珋ｘ＝（ｘ１＋１，ｘ２＋１，…，ｘｎ＋１），易知 Ｇｎ（珋ｘ）

＝Ｇｎ（ｘ），Ｇｎ（ｘ）称为轨道Ｇｎ（ｘ）的共轭轨道。如
果Ｇｎ（ｘ）＝Ｇｎ（珋ｘ），则称Ｇｎ（ｘ）为自共轭轨道。
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定义２　对 ｆ∈Ｂｎ，则 ｆ的代数免疫度（记为
ＡＩ（ｆ））是指使得ｆｇ＝０或者（ｆ＋１）ｇ＝０成立的非
零布尔函数 ｇ的最小代数次数，即 ＡＩ（ｆ）＝ｍｉｎ
｛ｄｅｇ（ｇ）｜０≠ｇ∈Ａｎｎ（ｆ）∪Ａｎｎ（１＋ｆ）｝。可以证

明ＡＩ（ｆ）≤「ｎ２?，因而称ＡＩ（ｆ）＝「
ｎ
２?的布尔函数

为代数免疫度最优的（ＭＡＩ）。

２　一类代数免疫度最优ＲｏｔＳ函数的构造

在文献［１０］中，孟强等提出了一种代数免疫
度最优函数的构造方法。令ｎ为偶数，并记

Ｗ＜
ｎ
２ ＝ ｘｘ∈ＦＦｎ２，ｗ（ｘ）＜

ｎ{ }２ ，
Ｗ
ｎ
２ ＝ ｘｘ∈ＦＦｎ２，ｗ（ｘ）＝

ｎ{ }２ ，
Ｗ＞

ｎ
２ ＝ ｘｘ∈ＦＦｎ２，ｗ（ｘ）＞

ｎ{ }２ ．
令Ｔ，Ｕ，Ｓ和Ｖ为ＦＦｎ２的不相交子集，其中

Ｔ＝ α１，…，αｌ{ }
１ Ｗ

＜ｎ２，

Ｕ＝ ｕ１，…，ｕｌ{ }
２ Ｗ

ｎ
２，

Ｓ＝ β１，…，βｌ{ }
３ Ｗ

＞ｎ２，

Ｖ＝ ｖ１，…，ｖｌ{ }
４ Ｗ

ｎ
２．

这里，ｌ１≤ｌ２，ｌ３≤ｌ４．定义有限域 Ｆ２上的两个矩阵
Ａ＝ ａｉ( )ｊｌ２×ｌ１与Ｂ＝ ｂｉ( )ｊｌ４×ｌ３，满足：

（１）对任意的１≤ｉ≤ｌ２，１≤ｊ≤ｌ１，如果ｓｕｐｐ（αｊ）
ｓｕｐｐ（ｕｉ），则定义ａｉｊ＝１，否则定义ａｉｊ＝０。

（２）对任意的１≤ｉ≤ｌ４，１≤ｊ≤ｌ３，如果ｓｕｐｐ（ｖｉ）
ｓｕｐｐ（βｊ），则定义ｂｉｊ＝１，否则定义ｂｉｊ＝０。

引理１［１０］　设ｆ∈Ｂｎ，且

ｆ（ｘ）＝
１， Ｗ＜

ｎ
２∪Ｓ∪Ｕ＼Ｔ，

ａ（ｘ）， Ｗ
ｎ
２＼（Ｕ∪Ｖ），

０， Ｗ＞
ｎ
２∪Ｔ∪Ｖ＼Ｓ

{
．

其中，ａ（ｘ）是任一定义在 ｗ
ｎ
２＼（Ｕ∪Ｖ）上的布尔

值函数。如果上面定义的矩阵 Ａ＝ ａｉ( )ｊｌ２×ｌ１与 Ｂ
＝ ｂｉ( )ｊｌ４×ｌ３均为列满秩矩阵，那么ｆ具有最优的代
数免疫度。

我们对上述构造进行改进，选取偶数 ｎ满足

ｎ≥１２，令 Ｎ＝?ｎ４」－１，设 λｐ∈ＦＦ
ｎ
２（１≤ｐ≤Ｎ）

满足：

ｓｕｐｐ（λｐ）＝
１，２，…，２{ }ｐ∪ ｎ

２＋{ }ｐ， ｎ
２为奇数；

１，２，…，２ｐ－{ }１∪ ｎ
２＋{ }ｐ， ｎ

２为偶数
{ 。

记Ｔ＝ ∪
１≤ｐ≤Ｎ

Ｇｎ（λｐ），对于１≤ｐ≤Ｎ，设向量νｐ∈ＦＦ
ｎ
２

满足：

ｓｕｐｐ（νｐ）＝ １，２，…，
ｎ
２－{ }１∪ ｎ

２＋{ }ｐ
记Ｕ＝ ∪

１≤ｐ≤Ｎ
（Ｇｎ（νｐ）∪Ｇｎ（νｐ））．

定理１　ａ（ｘ）定义在Ｗ
ｎ
２上且满足：

（１）ａ（ｘ）＝ａ（珋ｘ）；
（２）ａ（ｘ）＝ａ（ρｋｎ（ｘ））；
（３）ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ｕ；

（４）ａ（ｘ）在Ｗ
ｎ
２上平衡，或者ａ（ｘ）在Ｗ

ｎ
２上接

近平衡，即 Ｅ（ａ（ｘ）＝１） － Ｅ（ａ（ｘ）＝０） ≤ｎ。
记

ｆ（ｘ）＝
１， Ｗ＜

ｎ
２＼Ｔ，

ａ（ｘ）， Ｗ
ｎ
２，

０， Ｗ＞
ｎ
２∪Ｔ

{
．

（１）

则ｆ（ｘ）为代数免疫度最优函数。
证明　首先简要说明 ａ（ｘ）是存在的。取 ｘ

∈Ｗ
ｎ
２，则 Ｇｎ（ｘ）可能的取值为 １，２，…，ｋ，…，

ｎ
２，ｎ，记 Ａｘ ＝Ｇｎ （ｘ）∪ Ｇｎ （珋ｘ），Ｂｋ ＝

ｘ∈Ｗ
ｎ
２ Ｇｎ（ｘ） ＝{ }ｋ＝∪

ｌｋ

ｉ＝１
Ａｘｋｉ，这里ｋｎ，则 Ｗ

ｎ
２

＝∪
１≤ｋ≤ｎ

Ｂｋ。我们来考虑ａ（ｘ）的构造，当ｋ＝ｎ时，

记Ａｉ＝Ａｘｋｉ，Ｂｎ可分为非自共轭（ｌｎ１个）和自共轭
（ｌｎ２＝（ｌｎ－ｌｎ１）个）两部分，不妨假定

Ｂｎ１∪
ｌｎ１

ｉ＝１
Ａｉ，Ｇｎ（ｘ）≠Ｇｎ（珋ｘ），ｘ∈Ａｉ，

Ｂｎ２ ∪
ｌｎ

ｉ＝ｌｎ１＋１
Ａｉ，Ｇｎ（ｘ）＝Ｇｎ（珋ｘ），ｘ∈Ａｉ

易知ｌｎ１≠０，ｌｎ２≠０，记
Ｃｎ＝ ｘ∈Ｂｎ ａ（ｘ）＝{ }１ － ｘ∈Ｂｎ ａ（ｘ）＝{ }０
下面分情况讨论：

（１）当ｌｎ１，ｌｎ２为偶数时，令

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝１，…，
ｌｎ１
２，

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋１，…，ｌｎ１＋
ｌｎ２
２，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝
ｌｎ１
２＋１，…，ｌｎ１，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋
ｌｎ２
２＋１，…，ｌｎ１＋ｌｎ２，

Ｃｎ＝０；
（２）当ｌｎ１为偶数，ｌｎ２为奇数时，令

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝１，…，
ｌｎ１
２，

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋１，…，ｌｎ１＋
ｌｎ２＋１
２ ，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝
ｌｎ１
２＋１，…，ｌｎ１，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋
ｌｎ２＋３
２ ，…，ｌｎ１＋ｌｎ２，

·５３·
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Ｃｎ＝ｎ；
（３）当ｌｎ１为奇数，ｌｎ２为偶数时，令

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝１，…，
ｌｎ１＋１
２ ，

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋１，…，ｌｎ１＋
ｌｎ２
２－１，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝
ｌｎ１＋３
２ ，…，ｌｎ１，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋
ｌｎ２
２，…，ｌｎ１＋ｌｎ２，Ｃｎ＝０；

（４）当ｌｎ１，ｌｎ２为奇数时，令

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝１，…，
ｌｎ１＋１
２ ，

ａ（ｘ）＝１，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋１，…，ｌｎ１＋
ｌｎ２－１
２ ，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝
ｌｎ１＋３
２ ，…，ｌｎ１，

ａ（ｘ）＝０，ｘ∈Ａｉ，ｉ＝ｌｎ１＋
ｌｎ２＋１
２ ，…，ｌｎ１＋ｌｎ２，

Ｃｎ＝ｎ；

当ｋ＝ｎ２时，采用类似的处理方法，使得 Ｃ
ｎ
２

＝－ｎ（ｌｎ
２１
为奇数，ｌｎ

２２
＝０），Ｃｎ

２
＝－ｎ２或者 Ｃ

ｎ
２
＝

０；……

当Ｃｋ≠０，ｋ＝ｎ，
ｎ
２，…，２，１，ｋｎ时，Ｃｋ是正负

交替的， Ｅ（ａ（ｘ）＝１）－ Ｅ（ａ（ｘ）＝０） ＝

∑
ｋ ｎ
Ｃｋ≤ｎ，这样，我们就得到了满足（１）、（２）、

（４）的ａ（ｘ）。同时Ｕ仅是Ｂｎ的很小一部分，因而
条件（３）容易满足，此即表明满足条件的ａ（ｘ）是
存在的。再证ｆ（ｘ）为代数免疫度最优函数。

当
ｎ
２为奇数时，取

Ｔ＝｛λ１，…，ρ
ｎ－１（λ１），…，λｐ，…，ρ

ｎ－１（λｐ）｝，
Ｕ＝｛ν１，…，ρ

ｎ－１（ν１），…，νｐ，…，ρ
ｎ－１（νｐ），

ν１，…，ρ
ｎ－１（ν１），…，νｐ，…，ρ

ｎ－１（νｐ）｝
下面证Ａ＝ ａ( )ｉｊｌ２×ｌ１的前ｎｐ行是一个ｎｐ×ｎｐ

的下三角矩阵。由 Ａ＝ ａ( )ｉｊｌ２×ｌ１，Ｔ，Ｕ的定义，易
知ａｉｉ＝１（１≤ｉ≤ｎｐ）。同时

ａｉｊ＝１ｓｕｐｐ（αｊ）ｓｕｐｐ（ｕｉ）
当ｉ＜ｊ时，αｊ，μｉ可能的取值情况有两种：
（１）αｊ＝ρ

ｋ２（λｐ），μｉ＝ρ
ｋ１（νｐ），０≤ｋ１＜ｋ２＜ｎ，

若（ｋ２－ｋ１）＋
ｎ
２＋ｐ≤ｎ，则ｓｕｐｐ（ρ

ｋ２（λｐ））ｓｕｐｐ

（ρｋ１（νｐ））与
（ｋ２－ｋ１）＋

ｎ
２＋ｐ∈ｓｕｐｐ（ρ

ｋ２－ｋ１（λｐ）），

（ｋ２－ｋ１）＋
ｎ
２＋ｐｓｕｐｐ（νｐ）

{ ．

矛盾；

若（ｋ２－ｋ１）＋
ｎ
２＋ｐ＞ｎ，则（ｋ２－ｋ１）＋ｐ＞

ｎ
２，此时ｓｕｐｐ（ρ

ｋ２（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ
ｋ１（νｐ））与

｛（ｋ２－ｋ１）＋２ｐ，（ｋ２－ｋ１）＋２ｐ－１｝ｓｕｐｐ（ρ
ｋ２－ｋ１（λｐ）），

｛（ｋ２－ｋ１）＋２ｐ，（ｋ２－ｋ１）＋２ｐ－１｝ｓｕｐｐ（νｐ）{ ．
矛盾。

（２）αｊ＝ρ
ｋ２（λｐ２），μｉ＝ρ

ｋ１（νｐ１），１≤ｐ１＜ｐ２≤
Ｎ，０≤ｋ１，ｋ２＜ｎ，如果ｋ１－ｋ２≥０，有

ｓｕｐｐ（ρｋ２（λｐ２））ｓｕｐｐ（ρ
ｋ１（νｐ１））

ｓｕｐｐ（λｐ２）ｓｕｐｐ（ρ
ｋ１－ｋ２（νｐ１））；

如果ｋ１－ｋ２＜０，有
ｓｕｐｐ（ρｋ２（λｐ２））ｓｕｐｐ（ρ

ｋ１（νｐ１））
ｓｕｐｐ（λｐ２）ｓｕｐｐ（ρ

ｋ１－ｋ２＋ｎ（νｐ１））．

由 λｐ２，νｐ１的定义有｛１，２，
ｎ
２＋ｐ２｝ｓｕｐｐ（λｐ２），

对于任意的ｋ，｛１，２，ｎ２＋ｐ２｝ｓｕｐｐ（ρ
ｋ（νｐ１）），从

而ｓｕｐｐ（λｐ２）ｓｕｐｐ（ρ
ｋ（νｐ１））对于任意的 ｋ都成

立。所以ｓｕｐｐ（ρｋ２（λｐ２））ｓｕｐｐ（ρ
ｋ１（λｐ１））。因

而当ｉ＜ｊ时，ａｉｊ＝０。这就证明了 Ａ＝ ａ( )ｉｊｌ２×ｌ１的
前 ｎｐ行为一 ｎｐ×ｎｐ的下三角矩阵，则 Ａ＝
ａ( )ｉｊｌ２×ｌ１为列满秩矩阵。由引理２可得 ｆ（ｘ）为代
数免疫度最优函数。

当
ｎ
２为偶数时，类似可证明 ｆ（ｘ）为代数免疫

度最优函数。

３　所构造函数的非线性度

首先介绍引理。根据 ρｋｎ和 Ｇｎ的定义，直接
可得：

引理２　对于１≤ｐ≤Ｎ，有

（１）若ｎ２是奇数，那么 Ｇｎ（λｐ） ＝ｎ；

（２）若ｎ２是偶数，那么

Ｇｎ（λ１） ＝
ｎ
２且当ｐ≠１时 Ｇｎ（λｐ） ＝ｎ．

设μ∈ＦＦｎ２，并且ｗ（μ）＝ｋ，令

Ｋｉ（ｋ，ｎ）＝∑
ｗ（ｘ）＝ｉ
（－１）μ·ｘ ＝∑

ｉ

ｊ＝０
（－１）ｊ ｋ( )ｊ

ｎ－ｋ
ｉ－( )ｊ，

这里Ｋｉ（ｋ，ｎ）是Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式。
引理３［４］　Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式有以下性质：

（１）ｎ( )ｋＫｉ（ｋ，ｎ）＝
ｎ( )ｉＫｋ（ｉ，ｎ）；

（２）对偶数ｎ，

Ｋｉ（
ｎ
２，ｎ）＝

０， ｉ为奇数，

（－１）ｉ／２ ｎ／２
ｉ／( )２， ｉ为偶数{ 。
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定理２　设ｆ（ｘ）是定理１中构造的函数，那

么Ｎ（ｆ）≥２ｎ－１－ ｎ－１
ｎ／２－( )１＋１８（ｎ２－１６ｎ＋１２）。

证明　由Ｇｎ（νｐ）的定义，易知Ｇｎ（νｐ）是非

自共轭轨道，存在Ｗ
ｎ
２的子集Ａ满足：

Ｇｎ（νｐ）Ａ，Ａ∪珔Ａ＝Ｗ
ｎ
２且Ａ∩珔Ａ＝．

Ｗｆ（μ）＝∑
ｘ∈ＦＦｎ２

（－１）ｆ（ｘ） μ·ｘ

＝∑
Ｗ＜

ｎ
２

（－１）１ μ·ｘ－∑
Ｔ
（－１）１ μ·ｘ＋

∑
Ｗ
ｎ
２

（－１）ａ（ｘ） μ·ｘ＋∑
Ｗ＞

ｎ
２

（－１）μ·ｘ＋∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ

＝
－２Ｋｎ

２－１
（ｔ－１，ｎ－１）＋２∑

Ｔ
（－１）μ·ｘ，ｗ（μ）为奇数，

∑
Ｗ
ｎ
２

（－１）ａ（ｘ）μ·ｘ＋２∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ，　　ｗ（μ）为偶数{

。

分别计算∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ与∑

Ｗ
ｎ
２

（－１）ａ（ｘ） μ·ｘ，由引理

３可得
（１）ｗ（μ）＝０时，有

∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ＝∑

１≤ｐ≤Ｎ
∑

ｘ∈Ｇｎ（λｐ）
（－１）μ·ｘ＝∑

１≤ｐ≤Ｎ
Ｇｎ（λｐ）

＝
Ｎ·ｎ， ｎ

２为奇数，

（Ｎ－１）·ｎ＋ｎ２，
ｎ
２为偶数

{ 。

（２）ｗ（μ）＝１时，有

∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ ＝∑

１≤ｐ≤Ｎ
∑

ｘ∈Ｇｎ（λｐ）
（－１）μ·ｘ

＝

∑
１≤ｐ≤Ｎ

（ｎ－４ｐ－２）＝ｎ
２－８ｎ＋１２
８ ，

ｎ
２为奇数，

ｎ－４
２ ＋∑

２≤ｐ≤Ｎ
（ｎ－４ｐ）＝

（
ｎ
２－２）

２

２ ，
ｎ
２为偶数










。

（３）ｗ（μ）＝ｎ时，注意到

∑
ｘ∈Ｇｎ（λｑ）

（－１）μ·ｘ ＝ｎ－２ｗ（ｘ），

所以若
ｎ
２是奇数，

∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ ＝∑

１≤ｐ≤Ｎ
∑

ｘ∈Ｇｎ（λｐ）
（－１）μ·ｘ

＝∑
１≤ｐ≤Ｎ

（－ｎ）＝－Ｎ·ｎ

若
ｎ
２是偶数，

∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ ＝∑

１≤ｐ≤Ｎ
∑

ｘ∈Ｇｎ（λｐ）
（－１）μ·ｘ

＝ｎ－４２ ＋∑
２≤ｐ≤Ｎ

（ｎ－４ｐ）

＝ｎ２＋（Ｎ－１）ｎ

（４）当２≤ｗ（μ）≤ｎ－１时，有

∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ ＝ ∑

１≤ｐ≤Ｎ
∑

ｘ∈Ｇｎ（λｐ）
（－１）μ·ｘ≤Ｎ·ｎ

若ａ（ｘ）在Ｗ
ｎ
２上为平衡函数，则

∑
Ｗ
ｎ
２

（－１）ａ（ｘ） μ·ｘ≤ Ｗ
ｎ
２ －

　 ∑
Ｗ
ｎ
２

（－１）μ·ｘ ＝ Ｗ
ｎ
２ － Ｋｎ／２（ｔ，ｎ）

＝ Ｗ
ｎ
２ －

ｎ
ｎ／( )２
ｎ( )ｔ
Ｋｔ（
ｎ
２，ｎ）≤

ｎ
ｎ／( )２－

ｎ／２
ｔ／( )２

ｎ
ｎ／( )２
ｎ( )ｔ

若ａ（ｘ）在Ｗ
ｎ
２上不平衡，则取ａ′（ｘ）为Ｗ

ｎ
２上

的平衡函数且 ａ′（ｘ）≠ａ（ｘ）≤
ｎ
２，从而

∑
Ｗ
ｎ
２

（－１）ａ（ｘ） μ·ｘ≤ ∑
Ｗ
ｎ
２

（－１）ａ′（ｘ） μ·ｘ ＋ｎ

≤ Ｗ
ｎ
２ － ∑

Ｗ
ｎ
２

（－１）μ·ｘ ＋ｎ

≤ ｎ
ｎ／( )２－

ｎ／２
ｔ／( )２

ｎ
ｎ／( )２
ｎ( )ｔ

＋ｎ

综上所述，当 ａ（ｘ）在 Ｗ
ｎ
２ 上为平衡函数

时，有

Ｗｆ（μ） ＝

ｎ２／２－３ｎ， ｗ（ｕ）＝０，

２ ｎ－１
ｎ／２－( )１－１４（ｎ２－８ｎ＋１２）， ｗ（ｕ）＝１，ｎ／２为奇数

２ ｎ－１
ｎ／２－( )１－（ｎ／２－２）２， ｗ（ｕ）＝１，ｎ／２为偶数

－２Ｋｎ／２（ｔ－１，ｎ－１）＋２∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ ≤

２
ｎ－１

ｎ－１
ｎ／２－( )１＋ｎ

２－６ｎ
２ ， ２≤ｗ（ｕ）≤ｎ－１，ｎ／２为奇数

∑
Ｗ
ｎ
２
（－１）ａ（ｘ） μ·ｘ＋２∑

Ｔ
（－１）μ·ｘ ≤

ｎ
ｎ／( )２－

ｎ／２
ｔ／( )２

ｎ
ｎ／( )２
ｎ( )ｔ

＋ｎ
２－４ｎ
２ ， ２≤ｗ（ｕ）≤ｎ－１，ｎ／２为偶数

２∑
Ｔ
（－１）μ·ｘ ≤

ｎ２－６ｎ
２ ， ｗ（μ）＝



















 ｎ
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即 Ｗｆ（μ）≤
ｎ
ｎ／( )２－１４（ｎ２－８ｎ＋１２）；若ａ（ｘ）

在Ｗ
ｎ
２上不平衡，则

Ｗｆ（μ）≤
ｎ
ｎ／( )２－１４（ｎ２－８ｎ＋１２）＋ｎ，

从而

Ｎ（ｆ）≥２ｎ－１－
ｎ－１
ｎ／２－( )１＋１８（ｎ２－１２ｎ＋１２）

最后，我们对定理２中得到的下界和已有的
下界结果进行了比较。当 ｎ为偶数时，文献［１０］

中推论１的下界结果为２ｎ－１－
ｎ－１
ｎ／( )２－１

－１，从表

１中可知，本文所给出的下界有较大提升。

表１　代数免疫度最优布尔函数的非线性度比较
Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆＭＡＩｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｎ 文献［１０］ 定理２

１４ ２１３－
１３( )６ －１ ２１３－

１３( )６ ＋５

１６ ２１５－
１５( )７ －１ ２１５－

１５( )７ ＋１９２

２０ ２１９－
１９( )９ －１ ２１９－

１９( )９ ＋４３２

２８ ２２７－
２７( )１３ －１ ２２７－

２７( )１３ ＋１１５２
６０ ２５９－

５９( )２９ －１ ２５９－
５９( )２９ ＋７２３２

８０ ２７９－
７９( )３９ －１ ２７９－

７９( )３９ ＋１３６３２
４　所构造函数的代数次数

本节我们讨论构造函数的代数次数。对于布

尔函数ｆ，ｄｅｇｆ＝ｎ当且仅当 ｆ的重量为奇数。如
果定理１中ｆ的重量ｗ（ｆ）为奇数，则ｄｅｇｆ＝ｎ，即ｆ
的代数次数达到最优，否则，只需对ｆ稍作修改即
可使其代数次数达到最优。由定理 １中 ｆ的构

造，存在ｙ０∈Ｗ
ｎ
２＼Ｕ，ａ（ｙ０）＝０且 Ｇｎ（ｙ０）是非自

共轭轨道。令

ｆ（ｘ）＝

１， Ｗ＜
ｎ
２∪｛（１，１，…，１）｝＼Ｔ，

ａ（ｘ）， Ｗ＜
ｎ
２，

０， Ｗ＜
ｎ
２∪Ｔ＼｛（１，１，…，１）｝

{
．
（２）

此时ｗ（ｆ）为奇数，ｄｅｇｆ＝ｎ，即代数次数达到
最优。由引理２及定理１易得式（２）为代数免疫
度最优函数，同时由于只是修改了一个点，非线性

度至多减少１。

５　结束语

旋转对称布尔函数是指在旋转变换作用输入

变量时，函数取值不变的一类特殊布尔函数，这类

函数具有良好的密码学性质。本文研究了旋转对

称布尔函数的构造问题，我们构造了一类代数免

疫度最优的偶数元ＲｏｔＳ函数，与文献［１０］中结果
比较，非线性度有所提升，代数次数也可达到最

优。然而，我们构造的布尔函数不是平衡的，同时

也没有考虑弹性要求，如何构造高非线性度且满

足弹性要求的布尔函数是我们下一步研究的

重点。
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