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摘　要：置换多项式一直是一个热门的研究课题，事实上，研究有限域上的置换多项式相当于研究有限
域上的一一映射。所以它在编码密码、组合设计、代数曲线等许多领域有重要的应用。Ｃａｒｌｉｔｚ曾经对一些置
换多项式有一个刻画，证明了如果ｆ（ｘ）是一个系数在Ｆｑ的多项式满足ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１，并且对任意 ａ，ｂ∈
Ｆｑ有η（ｆ（ａ）－ｆ（ｂ））＝η（ａ－ｂ），这里η是Ｆｑ的乘法群Ｆｑ的二次特征，则存在某个非负整数ｊ使得对任意

ｘ∈Ｆｑ，有ｆ（ｘ）＝ｘ
ｐｊ．本文给出了这个结果的推广。
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　　设 Ｆｑ是一个有 ｑ个元素的有限域，这里 ｑ
是一个素数幂。Ｆｑ［ｘ］表示系数在 Ｆｑ中的多项
式环。Ｆｑ［ｘ］中一个多项式ｆ（ｘ）称为一个置换多
项式：如果ｆ（ｘ）诱导一个 Ｆｑ到 Ｆｑ的一个置换，
即映射ｆ：ｃ→ｆ（ｃ），ｃ∈Ｆｑ是Ｆｑ到Ｆｑ的一个１
－１对应。置换多项式长期以来一直是编码理
论、密码理论、组合设计以及其他很多领域的热门

研究对象，文献［１］中专门有一章说明有限域上
的置换多项式及其应用。关于置换多项式的一些

性质及应用可以参考文献［１－１０］。
Ｃａｒｌｉｔｚ在文献［２］中有关于置换多项式的一

个有趣结果：

引理１［２］　设 ｆ（ｘ）是 Ｆｑ上的一个置换多项
式，ｑ是素数 ｐ的某个方幂。如果 ｆ（ｘ）满足 ｆ（０）
＝０，ｆ（１）＝１，并且对任意ａ，ｂ∈Ｆｑ有

η（ｆ（ａ）－ｆ（ｂ））＝η（ａ－ｂ） （１）

这里η是Ｆｑ的乘法群Ｆｑ 的二次特征，则存在某
个非负整数ｊ使得对任意ｘ∈Ｆｑ，有

ｆ（ｘ）＝ｘｐｊ． （２）
在本文中，我们给出引理１的一个推广，即证

明下面的定理：

定理１　设Ｆｑ是一个有 ｑ个元素的有限域，
ｑ是素数ｐ的某个方幂。设φ是Ｆｑ的乘法群Ｆｑ

的ｄ次特征，ｄ是ｑ－１的一个因子，使得ｆ＝（ｑ－
１）／ｄ是奇数。如果ｆ（ｘ）是Ｆｑ上的一个置换多项
式，满足ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１，并且对任意 ａ，ｂ∈
Ｆｑ有

φ（ｆ（ａ）－ｆ（ｂ））＝φ（ａ－ｂ） （３）
则存在某个非负整数ｊ，使得对任意ｘ∈Ｆｑ，有

ｆ（ｘ）＝ｘｐｊ （４）
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１　主要结果的证明

记Ｄ０＝ ｘ
ｄ｜ｘ∈Ｆ{ }ｑ。并且设 Ｆｑ ＝＜ｇ＞，令

Ｄｉ＝ｇ
ｉＤ０，ｉ＝１，２，…，ｄ－１．于是有

Ｆｑ ＝Ｄ０∪Ｄ１∪…∪Ｄｄ－１ （５）
记φ（ｇ）＝δ。易知

ｘ∈Ｄｉφ（ｘ）＝δ
ｉ，ｉ＝０，１，…，ｄ－１（６）

并且有

∏
ｘ∈Ｄ０

（ｕ－ｘ）＝ｕｆ－１ （７）

以及

∏
ｘ∈Ｄｉ

（ｕ－ｘ）＝∏
ｘ∈Ｄ０

（ｕ－ｇｉｘ）＝ｕｆ－ｇｉｆ（８）

对任意ｃ∈Ｆｑ，记
ｙ＝ｆ（ｘ＋ｃ）－ｆ（ｃ） （９）

于是由式（３）有
ｘ∈Ｄｉｙ∈Ｄｉ，ｉ＝０，１，…，ｄ－１ （１０）

按照Ｃａｒｌｉｔｚ的思路，我们作下面的乘积：

　
∏
ｘ∈Ｄｉ

（ｕ－ｆ（ｘ＋ｃ））＝∏
ｙ∈Ｄｉ

（ｕ－ｆ（ｃ）－ｙ）

　　　　　　　　 ＝（ｕ－ｆ（ｃ））ｆ－ｇｉｆ

　

（１１）
于是有

∏
ｘ∈Ｆｑ

（ｕ－ｆ（ｘ＋ｃ））η（ｘ） ＝
∏
ｉ偶
（（ｕ－ｆ（ｃ））ｆ－ｇｉｆ）

∏
ｉ奇
（（ｕ－ｆ（ｃ））ｆ－ｇｉｆ）

（１２）
又已知

∏
ｉ偶
（ｕ－ｇｉｆ）＝ｕｄ／２－１ （１３）

∏
ｉ奇
（ｕ－ｇｉｆ）＝ｕｄ／２＋１ （１４）

由式（１２）～（１４）有

∏
ｘ∈Ｆｑ

（ｕ－ｆ（ｘ＋ｃ））η（ｘ） ＝（ｕ－ｆ（ｃ））
ｍ －１

（ｕ－ｆ（ｃ））ｍ ＋１

（１５）
这里ｍ＝（ｑ－１）／２．式（１５）两边取对数，然

后对ｕ求导得

∑
ｘ∈Ｆｑ
η（ｘ） ｕｑ－ｕ

ｕ－ｆ（ｘ＋ｃ）＝－（ｕ－ｆ（ｃ））
ｍ

（１６）
由于ｕｑ－ｕ＝（ｕ－ｆ（ｃ＋ｘ））ｑ－（ｕ－ｆ（ｘ＋

ｃ）），式（１６）成为

∑
ｘ∈Ｆｑ
η（ｘ）（ｕ－ｆ（ｘ＋ｃ））ｑ－１ ＝－（ｕ－ｆ（ｃ））ｍ

（１７）
于是我们有：

∑
ｘ∈Ｆｑ
η（ｘ－ｃ）（ｕ－ｆ（ｘ））ｑ－１ ＝－（ｕ－ｆ（ｃ））ｍ

（１８）

展开上式得到

２ｍ( )ｒ∑ｘ∈Ｆｑ（ｘ－ｃ）ｍｆｒ（ｘ）＝０　（１≤ｒ＜ｍ）
（１９）

　 ２ｍ( )ｍ－ｒ∑ｘ∈Ｆｑ
（ｘ－ｃ）ｍｆｍ＋ｒ（ｘ）

＝（－１）ｍ＋１ ｍ( )ｒｆｒ（ｃ）　（０≤ｒ≤ｍ）
　

（２０）

由于ｆｍ（ｘ）＝ｘｍ，式（２０）可以写为

　 ２ｍ( )ｍ－ｒ∑ｘ∈Ｆｑ
（ｘ－ｃ）ｍｘｍｆｒ（ｘ）

＝（－１）ｍ＋１ ｍ( )ｒｆｒ（ｃ）　（０≤ｒ≤ｍ）
　

（２１）

令

ｆｒ（ｘ）＝∑
ｑ－１

ｊ＝１
ｂ（ｒ）ｊ ｘ

ｊ　（１≤ｒ＜ｍ） （２２）

这里式（２２）的右边是ｆｒ（ｘ）模ｘｑ－ｘ所得的
多项式。

当（ｑ－１）｜ｓ时，∑
ｘ∈Ｆｑ

ｘｓ＝－１，否则∑
ｘ∈Ｆｑ

ｘｓ＝０．

并且由Ｌｕｃａｓ引理：当正整数ｎ，ｋ的ｐ展开分别是
ｎ＝ｎ０＋ｎ１ｐ＋… ＋ｎｔｐ

ｔ，ｋ＝ｋ０＋ｋ１ｐ＋… ＋ｋｔｐ
ｔ

时，有

ｎ( )ｋ≡
ｎ０
ｋ( )
０

ｎ１
ｋ( )
１

…
ｎｔ
ｋ( )
ｔ

（ｍｏｄｐ） （２３）

这样有

ｍ( )ｓｂ（ｒ）２ｍ－ｓ＝０（０≤ｓ≤ｍ）以及
ｍ( )ｒｂｒｊ＝０（ｊ＞ｍ）

（２４）
并且

（－１）ｓ ２ｍ( )ｍ－ｒ
ｍ( )ｓｂ（ｒ）ｓ ＝（－１）ｍ ｍ( )ｒｂ（ｒ）ｓ

　　　　　（０≤ｒ≤ｍ，０≤ｓ≤ｍ） （２５）
记Ｍ为形如ａ＝ａ０＋ａ１ｐ＋…＋ａｎ－１ｐ

ｎ－１（０≤
ａｊ≤（ｐ－１）／２）的正整数的集合，由 Ｌｕｃａｓ引理，
ｍ( )ｔ与ｐ互素当且仅当ｔ∈Ｍ，于是得到ｂ（ｒ）ｓ ＝０当
ｓＭ，ｒ∈Ｍ。所以得到下面的事实：

当ｒ∈Ｍ，ｒ＜ｍ，并且 ｄｅｇ（ｆｒ（ｘ））＜ｍ时，式
（２２）中的非零项只有那些对应ｊ∈Ｍ的项。

由ｆ（ｘ）ｆｍ－１（ｘ）＝ｘｍ可知：存在正整数ｋ，使得
ｆ（ｘ）＝ｘｋ，这里ｋ＜ｍ，ｋ∈Ｍ．令ｋ＝ｋ０＋ｋ１ｐ＋…＋
ｋｎ－１ｐ

ｎ－１（０≤ｋｊ≤（ｐ－１）／２）。则一方面，如果ｋｊ中
的最大者＞２，取最小的正整数ｒ，使得ｒｋｊ＞ｐ／２，得
到ｒｋｊＭ，与事实矛盾；另一方面，如果ｋ＝ｐ

ｓ＋…
＋ｐｔ（０≤ｓ＜ｔ＜ｎ），说明 ｋ（１＋（ｐ－１）ｐｎ－ｔ／２）

·０４·
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Ｍ，但是１＋（ｐ－１）ｐｎ－ｔ／２∈Ｍ，所以当１＋（ｐ－１）
ｐｎ－１／２＜ｍ时就得到矛盾。而１＋（ｐ－１）ｐｎ－ｔ／２＞
ｍ只有当ｑ＝３或者ｑ＝９时成立。对这两种情况，
任意验证定理１的正确性。定理１证毕。

２　结　论

Ｃａｒｌｉｔｚ曾经对一些置换多项式有一个刻画，
他证明了如果ｆ（ｘ）是一个系数在 Ｆｑ的多项式满
足ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１，并且对任意 ａ，ｂ∈Ｆｑ，有
η（ｆ（ａ）－ｆ（ｂ））＝η（ａ－ｂ），这里 η是 Ｆｑ的乘法
群Ｆｑ 的二次特征，则存在某个非负整数 ｊ，使得

对任意ｘ∈Ｆｑ，有ｆ（ｘ）＝ｘ
ｐｊ。在本文中，我们证明

了上面同样的结论对于一般的乘法特征都是对

的。同时，当这篇文章完成后，我们发现可以将这

个定理进一步推广，相关结果将在后续的工作

报道。
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