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基于 Ｇａｕｓｓ伪谱法和直接打靶法结合的月球定点着陆轨道优化
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摘　要：将一种求解最优控制问题的新方法—高斯伪谱法（ＧａｕｓｓＰｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌＭｅｔｈｏｄＧＰＭ）和传统的
直接打靶法有效结合，对月球着陆器定点软着陆轨道快速优化问题做出了研究。推导了高精度模型下着陆

动力学方程。针对优化方法各自的特点和多约束条件下最优月球软着陆轨道设计的难点，提出了问题求解

的串行优化策略：将控制变量和终端时间一同作为优化变量，同时离散控制变量与状态变量，取较少的 Ｇａｕｓｓ
节点，利用ＧＰＭ求解初值，初值的求解采用从可行解到最优解的串行优化策略；在 Ｇａｕｓｓ节点上离散控制变
量，利用直接打靶法求解精确最优解。仿真结果表明，本文提出的轨道优化方法具有较强的鲁棒性和快速收

敛性。
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　　月面定点软着陆对进行载人登月或月面勘测
任务都有着重要的意义。由于月球没有大气，下

降过程中着陆器的速度主要由制动发动机抵消，

所以减少燃料消耗至关重要，这就需要对最优化

着陆轨道做出设计。月球最优软着陆轨道的求解

是一类终端时间自由的最优控制问题，其求解方

法有间接法和直接法［１］。由于间接法具有初值

难以猜测、稳定性差的缺点，因此主要以直接法为

主。目前国内外对此类最优控制问题做出了一些

研究，但为了降低问题的求解难度，大部分是在忽

略月球自转的背景下，做出相关简化后进行的，且

未考虑着陆点位置约束［２－６］。文献［７］虽建立了

直角坐标系下的着陆精确模型，但其采用了间接

法求解，存在对初值要求高、收敛速度慢的缺点，

且对问题的描述不如球坐标系直观。在未采用精

确模型的研究中，文献［２－３］将控制量和终端时
间均作为优化变量，然后利用智能算法优化，取得

了较好结果，但主要问题是计算量较大，计算时间

较长。文献［４］采用将控制变量离散，把问题转
化为一个多参数优化问题的方法来求解，虽然避

开了没有明确物理意义的参数猜测，但由于控制

变量较为敏感，仍对初值要求较高。文献［５］采
用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪光谱方法求解，引入了中间积分变
量代替原状态方程中的时间变量，将原问题转化
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为一个终端积分变量固定的最优控制问题，计算

量虽小，但求解过程较为繁琐，且由于离散点较

少，求解精度不高。文献［６］直接利用Ｇａｕｓｓ伪谱
法进行求解，虽然计算速度快，但要得到高精度

解，往往需要选择大量高斯点，这对求解复杂模型

及强约束下的最优轨道往往很难收敛。

１　最优定点着陆问题描述

月面着陆过程可分为离轨段、自由下降段、动

力下降段和最终着陆段。其中动力下降段一般为

距月面２～１５ｋｍ，且制动发动机连续工作，故此段
决定着下降过程的燃料消耗。

１１　动力学方程

对于一般的再入动力学方程，速度参数一般

采用速度大小、航迹角和偏航角来描述［８］。此方

程中含有速度的倒数项１／ｖ，对于求解月球着陆
问题来说，由于最后着陆器速度要衰减到０，因此
利用此方程在优化算法求解过程中往往会产生奇

异解。针对这一问题，本文首先建立利用轨道坐

标系中三个方向的速度分量来描述速度参数的动

力学方程。建立惯性系 ＯＸ１Ｙ１Ｚ１，Ｏ为月心，
ＯＹ１Ｚ１为赤道平面，ＯＸ１轴沿月球自转轴，ＯＹ１轴
指向月球赤道相对于白道的升交点。建立月球固

定系ＯＸＹＺ，其中ＯＸ与ＯＸ１重合，ＯＹ轴沿月球赤
道面与起始子午面的交线方向。建立原点在着陆

器的轨道坐标系ｏｘｙｚ，ｏｘ指向从月心到着陆器的
延伸线方向，ｏｙ垂直于ｏｘ指向着陆初始时刻的运
动方向，ｏｚ按右手坐标系确定。假设月球以恒定
的角速度 ω绕自转轴旋转。定义 ｒ为探测器位
置矢量，Ｖ１为探测器在惯性系下的速度矢量，Ｖ
为探测器在固定系下的速度矢量，ｕ、ｖ、ｗ分别为
着陆器在轨道坐标系中沿各坐标轴的速度分量。

另设着陆器的经度为θ，纬度为φ，坐标轴ｏｙ与正
北方向的夹角为 γ。在轨道坐标系中，发动机推
力方向与当地水平面的夹角为 α，在水平面上的
投影与 ｏｙ轴的夹角为 β。以上各参数的定义如
图１所示。

图１　坐标系示意图
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

　　根据文献［７］可知，在月球固定系中有
ｄＶ
ｄｔ＝

ｄＶ１
ｄｔ－２ω×Ｖ－ω×（ω×ｒ）

　 ＝Ｆｍ－２ω×Ｖ－ω×（ω×ｒ） （１）
设ｉ、ｊ、ｋ为沿坐标系 ｏｘｙｚ各轴的单位矢量，

则有

ｒ＝ｒｉ （２）
Ｖ＝ｕｉ＋ｖｊ＋ｗｋ （３）

ω＝ ωｓｉｎ( )φｉ＋ ωｃｏｓφｃｏｓ( )γｊ＋ ωｃｏｓφｓｉｎ( )γｋ
（４）

认为重力为中心重力场，则

ｍｇ＝－μｍ
ｒ２
ｉ （５）

其中μ为月球引力常数，将推力在轨道坐标
系上分解：

Ｔ＝（Ｔｓｉｎα）ｉ＋（Ｔｃｏｓαｃｏｓβ）ｊ＋（Ｔｃｏｓαｓｉｎβ）ｋ
（６）

为了进一步对（２）（３）式求导，还需要计算出
坐标系Ｏｘｙｚ的角速度Ω。坐标系 Ｏｘｙｚ是由坐标
系ＯＸＹＺ先绕Ｘ轴正向转动 θ角，然后绕 Ｚ轴正
向转动（９０°－φ）角，再绕 Ｘ轴正向转动（１８０°－
γ）角得到的。因此，坐标系Ｏｘｙｚ的角速度为

Ω＝Ｍ１（１８０°－γ）Ｍ３（９０°－φ）
ｄθ
ｄｔ[ ]０ ０

Ｔ

　 ＋Ｍ１（１８０°－γ）０ ０ －ｄφｄ[ ]ｔ
Ｔ

＋ －ｄγｄｔ[ ]０ ０
Ｔ

（７）
对于固定在以角速度Ω旋转的坐标系中，且

位置向量为 ｒ的一点 Ｐ，它的线速度是：ｖ＝ｄｒ／ｄｔ
＝Ω×ｒ。如果ｒ取作ｉ、ｊ和ｋ，则

·０２１·
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ｄｉ
ｄｔ

ｄｊ
ｄｔ
ｄｋ
ｄ[ ]ｔ

Ｔ

＝ Ω×ｉ　Ω×ｊ　Ω×[ ]ｋＴ （８）

对（２）式求导，得

Ｖ＝ｄｒｄｔ＝
ｄｒ
ｄｔｉ＋ｒ

ｄｉ
ｄｔ＝

ｄｒ
ｄ( )ｔｉ

　 ＋ｒｓｉｎγｃｏｓφｄθｄ( ｔ＋ｃｏｓγ
ｄφ
ｄ)ｔｊ

　 －ｒｃｏｓγｃｏｓφｄθｄｔ－ｓｉｎγ
ｄφ
ｄ( )ｔｋ （９）

将（９）式与（３）式对比即可得到 ｒ、θ、φ。
对（３）式求导，得

ｄＶ
ｄｔ＝

ｄｕ
ｄｔｉ＋ｕ

ｄｉ
ｄｔ＋
ｄｖ
ｄｔｊ＋ｖ

ｄｊ
ｄｔ＋
ｄｗ
ｄｔｋ＋ｗ

ｄｋ
ｄｔ （１０）

联立（１）～（８）、（１０）式，求解可得 ｕ、ｖ和 ｗ。
为提高优化问题的求解效率，对动力学方程

进行无量纲化，其中无量纲月心距ｒ、速度Ｖ、时间
ｔ、地球自转角速度 ω、推力 Ｔ和质量 ｍ的无量纲

化参数分别为 ＲＬ、 μ／Ｒ槡 Ｌ、 ＲＬ
３／槡 μ、 μ／ＲＬ槡

３、

ｍ０μ／ＲＬ
２和 ｍ０（其中 ＲＬ为月球半径，ｍ０为初始

着陆器质量）。整理可得无量纲化后的软着陆动

力学方程为

ｒ＝ｕ

θ＝ｖｓｉｎγ－ｗｃｏｓγ
ｒｃｏｓφ

φ＝ｖｃｏｓγ＋ｗｓｉｎγ
ｒ

ｕ＝Ｔｓｉｎα
ｍ
－１
ｒ２
＋ｖ

２＋ｗ２

ｒ
－２ｗωｃｏｓφｃｏｓγ＋２ｖωｃｏｓφｓｉｎγ＋ｒω２ｃｏｓ２φ

ｖ＝Ｔｃｏｓαｃｏｓβ
ｍ

－ｕｖ
ｒ
－ｗ

２ｔａｎφ
ｒ
（ｃｏｓγ＋ｔａｎγｓｉｎγ）－２ｕωｃｏｓφｓｉｎγ＋２ｗωｓｉｎφ－ｒω２ｓｉｎφｃｏｓφｃｏｓγ

ｗ＝Ｔｃｏｓαｓｉｎβ
ｍ

－ｕｗ
ｒ
－ｖｗｔａｎφ

ｒ
（ｃｏｓγ＋ｔａｎγｓｉｎγ）－２ｖωｃｏｓφ＋２ｕωｃｏｓφｃｏｓγ－ｒω２ｓｉｎφｃｏｓφｓｉｎ



















 γ

（１１）

式中ｍ＝ｍ０－ｍｔ＝ｍ０－Ｔｔ／（Ｉｓｐｇ０），Ｉｓｐ为发动机比
冲，ｇ０为地球海平面重力加速度。

１２　边界条件

（１）边界条件
登月着陆器的初始条件为

位置约束：θτ( )０ ＝θ０ φτ( )０ ＝φ０ ｒτ( )０ ＝ＲＬ＋ｈ０
速度约束：ｕτ( )０ ＝０ ｖτ( )０ ＝ｖ０ ｗτ( )０ ＝０
登月着陆器的终端条件为

位置约束：θτ( )ｆ ＝θｆφτ( )ｆ ＝φｆｒτ( )ｆ ＝ＲＬ＋ｈｆ
速度约束：ｕτ( )ｆ ＝０ ｖτ( )ｆ ＝０ ｗτ( )ｆ ＝０
（２）过程约束
推力方向角应满足：α∈［αｍｉｎ，αｍａｘ］，β∈

［βｍｉｎ，βｍａｘ］；着陆过程中法向和侧向速度应满足：
ｕ∈［ｕｍｉｎ，ｕｍａｘ］，ｗ∈［ｗｍｉｎ，ｗｍａｘ］；飞行器着陆过程
所消耗的燃料ｍｕ应满足：ｍｕ≤ｍｍａｘ。

１３　性能指标

性能指标函数应选取燃料最省，即

槇Ｊ＝∫
ｔｆ

０
ｍｄｔ＝∫

ｔｆ

０

Ｔ
Ｉｓｐｇ０
ｄｔ＝ Ｔ

Ｉｓｐｇ０
ｔｆ （１２）

本文中取推力大小为常值，因此性能指标函

数等价于着陆时间最短，即

Ｊ＝ｔｆ （１３）

２　Ｇａｕｓｓ伪谱法和直接打靶法

２１　Ｇａｕｓｓ伪谱法

本文问题可描述为：求离散的状态变量 Ｘｉ、

控制变量 Ｕｋ和终端时刻 ｔｆ，使性能指标达到最
小，并满足以下约束：

（１）配点处状态约束

Ｒｋ≡∑
Ｎ

ｉ＝０
ＤｋｉＸｉ－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆＸｋ，Ｕｋ，τｋ；ｔ０，ｔ( )

ｆ ＝０

（１４）
（２）终端状态约束

Ｒｆ≡Ｘｆ－Ｘ０－
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｎ

ｋ＝１
ｗｋｆＸｋ，Ｕｋ，τｋ；ｔ０，ｔ( )

ｆ ＝０

（１５）
（３）边界条件及过程约束

φＸ０，ｔ０，Ｘｆ，ｔ( )
ｆ ＝０ （１６）

ＣＸｋ，Ｕｋ，τｋ；ｔ０，ｔ( )
ｆ≤０ｋ＝１，…，( )Ｎ （１７）

（１４）～（１７）式中，Ｎ为Ｇａｕｓｓ点个数；Ｄ∈
ＲＲＮ×（Ｎ＋１）为微分矩阵，可离线确定；ｗｋ为Ｇａｕｓｓ权

重；τｋ为ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ点。其具体求解在文献
［９］中给出了详细介绍，本文不再说明。

采用上述离散方法，连续最优控制问题则转

化为非线性规划问题，其设计变量包括最优控制

·１２１·
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问题的状态变量 Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘ( )
Ｎ 、控制变量

Ｕ１，…，Ｕ( )
Ｎ 以及终端时刻 ｔｆ，约束条件为：动力

学微分方程约束 Ｒ１，…，ＲＮ，Ｒ( )
ｆ ＝０、过程约束

Ｃ１，…，Ｃ( )
Ｎ ≤０以及边界条件φ＝０。

２２　直接打靶法

首先要将整个飞行时间分为 Ｋ个时间段，设
离散点处的时间为 Ｔ＝ ｔ１，ｔ２，…，ｔ{ }

Ｋ ，其中 ｔｉ∈

ｔ０，ｔ[ ]
ｆ，控制变量 ｕ（ｔ）在离散点处的值为 ｕｉ＝

ｕ０，ｕ１，…，ｕ{ }
Ｋ 。由于在进行数值积分时可能需要

离散时间点之间的控制值，因此需要对控制变量

进行插值。例如，最为常用的插值方法为线性插

值，即离散点之间的控制变量可表示为

ｕ（ｔ）＝ｕｉ＋
ｕｉ＋１－ｕｉ
ｔｉ＋１－ｔｉ

（ｔ－ｔｉ），　ｔｉ＜ｔ＜ｔｉ＋１

（１８）
针对月面最优着陆问题，选择设计变量为 Ｕ

＝［ｕＴ１，ｕ
Ｔ
２，…，ｕ

Ｔ
（Ｎ＋１）Ｋ，ｔｆ］

Ｔ，这样给定一组设计变

量的值，就可对轨迹方程积分求解目标函数。

通过以上离散，可以将此本文中的最优控制

模型转化为以下非线性规划模型

ｍｉｎ　Ｊ＝Ｊ（Ｕ）
ｓ．ｔ．
　
　
　
φ（Ｘｆ（Ｕ））＝０，

ｇ（Ｕ）≤０，
ｈ（Ｕ）＝

{
０

（１９）

其中，Ｊ为优化目标，φ为边界条件，ｇ，ｈ为过
程约束。

以上两种方法都是将最优控制问题转化为一

类非线性规划问题求解。本文采用 ＳＱＰ算法来
求解。

３　轨道优化策略

由于建立的高精度月球着陆模型较为复杂，

且考虑的约束条件较多，用传统方法求解存在难

以收敛、对初值敏感或计算速度慢等缺点。针对

这一问题，本文提出一种基于一类配点法 －高斯
伪谱法和直接打靶法相结合的串行优化策略。

（１）利用ＧＰＭ计算初值
利用Ｇａｕｓｓ伪谱法得到的结果为离散值，倘

若Ｇａｕｓｓ点选取较少，则得到的结果精度较差。
若Ｇａｕｓｓ点较多，则设计变量的数目就会较为庞
大。如当Ｎ＝１０时，设计变量的数目为６Ｎ＋Ｎ＋
１＝７１，此时如果初值选取不当，往往会使问题收
敛不到可行解。针对这一问题，本文并不把 ＧＰＭ
直接作为月面着陆最优轨道的设计方法，而只是

利用其作为初值生成器。

选取较少的Ｇａｕｓｓ节点Ｎ（Ｎ＝６），利用 ＧＰＭ
将连续最优着陆问题转化为非线性规划问题，并

利用ＳＱＰ算法求解近似的最优轨道状态变量和
控制变量，此时需要赋初值的设计变量较少，对初

值不敏感，鲁棒性较好。将计算得到的结果作为

下一步计算的初值。

对于初值的求解，采用从可行解到最优解的

串行优化策略。即首先将等式约束转化为目标函

数，不考虑实际性能指标，从而求得可行解；然后

利用求得的解作为初值，求解原有控制问题，从而

进一步得到最优解。这种办法可更有效的让程序

收敛。

（２）离散控制量
在选取的 Ｇａｕｓｓ节点之间进一步将时间离

散，即在每两个Ｇａｕｓｓ点之间将时间分为Ｋ等分，
这样将整个着陆轨道离散为（Ｎ＋１）·Ｋ段。在
每个Ｇａｕｓｓ点处控制变量的初值已在步骤（１）中
求得，等分点之间控制变量初值通过样条插值

得到。

在每个离散的时间点ｔｉ（ｉ＝０～（Ｎ＋１）·Ｋ）
处，着陆器的状态变量为 Ｘｉ＝Ｘ（ｔｉ），控制变量为
Ｕｉ＝Ｕ（ｔｉ）。由于在每一小段状态变量是连续的，
因此在每一段，可利用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ求积公式对轨
道进行逼近。这样轨道优化问题经离散化后，利

用ＳＱＰ算法对此非线性规划问题进行求解，从而
得到最终最优解。

图２给出了月球软着陆轨道优化的求解策略
流程。

图２　月球软着陆轨道优化策略
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｌｕｎａｒｓｏｆｔｌａｎｄｉｎｇｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙ

４　仿真算例

假设动力下降段初始及终端条件如下：

·２２１·
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月球引力常数 μ＝４９０２８０２６ｋｍ３／ｓ２，自转角
速度 ω＝２６６１７×１０－６ｒａｄ／ｓ，月球半径 ＲＬ＝
１７３８ｋｍ，着陆器初始质量ｍ０＝６００ｋｇ，初始轨道倾
角 ｉ０＝３０°，制动发动机推力 Ｔ＝１５００Ｎ，比冲 Ｉｓｐ
＝３００ｓ。
求解过程中约束推力方向角 α∈［－５０°，

４０°］，β∈［１３０°，２２０°］，法向和侧向速度的取值
范围为［－１１０，１１０］ｍ／ｓ，着陆过程燃料消耗 ｍｕ
≤３００ｋｇ。

优化过程中首先取Ｇａｕｓｓ节点数Ｎ＝６，然后利
用ＧＰＭ求解生成状态变量和控制变量在Ｇａｕｓｓ节
点处的初值，其中计算得到的控制变量初值见表１。

表１　控制变量初值
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｏｆｃｏｎｔｒｏｌｖａｒｉａｂｌｅｓ

时间（ｓ） １８７ ９３７ ２１０６３４２７４５９６５３４６

α（°） －４４１１３９ ２１５ ２１４ ２１４ ２２１

β（°） １７９４１８００１８０１１８００１８００１８００

　　然后在相邻的 Ｇａｕｓｓ节点处将轨道离散为５
段，即取Ｋ＝５，以上述结果为初值，进一步求解满
足约束的精确轨道参数。计算得到着陆器动力下

降过程的飞行时间为 ５５６０６４８ｓ，消耗燃料
２８３７０６５ｋｇ。最终求得的着陆器最优飞行轨迹如
图３所示。各方向的速度变化如图４所示，推力
方向角的变化如图５所示。

图３　着陆器的飞行轨迹
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｌｙｉｎｇｔｒａｃｋｏｆｌｕｎａｒｌａｎｄｅｒ

通过仿真可知，计算结果可以很好的满足所

有约束条件，且将得到的结果同传统利用极大值

原理求解得到的结果相比较，误差不超过０１％，
因此具有很高的求解精度。

另外通过大量的仿真验证可知，初值在约束

范围内随机选取，求解均能收敛。优化计算在

Ｍａｔｌａｂ环境下编程，计算机 ＣＰＵ为 ３０ＧＨｚ／
Ｐｅｎｔｉｕｍ４，内存为１Ｇ时，整个计算过程需要耗时
不超过２ｍｉｎ。表２给出了选取８组不同初值时，
整个计算过程的耗时以及仿真结果，其中初值是

利用Ｍａｔｌａｂ的随机函数在约束区间中随机生成。

图４　着陆器的速度变化曲线
Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙ

图５　推力方向角变化曲线
Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｒｕｓｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｇｌｅ

·３２１·
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表２　对应不同初值的计算结果
Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓ

序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

计算耗时（ｓ） ８７ ９０ １０９ ９４ ９６ １０１ ９５ ９５

着陆飞行时间（ｓ） ５５６０６４８ ５５５６２０６ ５５６２７７４ ５５６０６４８ ５５６０６５０ ５５５９８５２ ５５６０６５３ ５５５９９９８

燃料消耗（ｋｇ） ２８３７０６５ ２８３４７９９ ２８３８１５０ ２８３７０６５ ２８３７０６６ ２８３６６５９ ２８３７０６８ ２８３６７３４

　　从表２可以看出，初值在约束范围内随机选
取，本文提出的方法均能快速收敛到最优解附近，

而利用传统的间接法或直接打靶等方法求解时，

不仅计算耗时长，且对初值要求很高。本文进一

步利用文献［４］提出的方法对此问题求解，对应
上表的８组初值，计算均无法收敛，只有将初值选
择在最优解附近时才能收敛，且计算耗时要在

２０ｍｉｎ左右。由此可见，本文提出的求解优化策
略具有很好的鲁棒性和快速收敛性。

５　结　论

通过设计合理的优化策略，将 Ｇａｕｓｓ伪谱法
和直接打靶法结合起来应用到高精度的月球定点

着陆轨道优化设计中去，进行优化得到的最佳着

陆轨道，可以很好满足边界约束和过程约束，计算

精度较高。该方法对初值要求不敏感，收敛速度

快，具有很好的鲁棒性和强收敛性，可为同类优化

问题的求解提供参考。
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