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基于微分求积法的高超声速机翼蒙皮颤振研究


钮耀斌，王中伟，毛　佳，张礼学
（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：机翼蒙皮在高超声速气流中会发生颤振等气动弹性问题，破坏结构。引入微分求积方法，可以
有效地分析机翼蒙皮的颤振问题。将机翼蒙皮等效成薄板，基于一阶活塞理论，根据克希霍夫假设及弹性理

论建立蒙皮的气动弹性偏微分方程，采用微分求积法将偏微分方程离散为常微分方程，并根据频率重合理论

对颤振问题进行求解。得到的颤振速度与有限元方法计算结果进行比较，误差为０５８％，验证了微分求积法
在求解颤振偏微分方程时的有效性。分析了蒙皮面积、厚度、纵横比等不同参数对蒙皮颤振速度的影响。结

果表明，颤振速度随蒙皮面积的增大而减小，随纵横比、厚度的增大而增大。
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　　随着航空航天技术的发展，现代飞行器的飞
行速度已进入超声速领域，机翼蒙皮等壁板形状

的颤振问题成为影响现代飞行器安全飞行的重大

问题之一。从１９８８年末起，我国某系列飞机相继
出现严重的方向舵蒙皮裂纹问题，经分析后认为

是蒙皮发生颤振所导致的［１］。而 Ｆ１１７战斗机在
试飞后，也有大量的蒙皮出现了裂纹，经分析认为

是壁板颤振引起的［２］。

壁板颤振问题的分析方法传统上主要有

Ｇａｌｅｒｋｉｎ等经典方法和有限元方法。Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法在求解过程中需要给出满足边界条件的位移函

数，对于形状稍复杂，或混合边界条件问题就显得

无能为力。有限元方法适用范围广，但在求解过

程中需构造质量矩阵和刚度矩阵等，实现较为繁

琐，一般需要借助大型有限元软件进行分析。

微分求积法（ＤＱＭ）是将偏微分方程离散为
常微分方程的另一种方法，其将方程的偏微分项

等效为多项式求和的形式，求解思路简单，并可以

处理复杂的边界条件问题，适用于蒙皮等简单问

题的理论研究。ＤＱＭ方法最早由 Ｂｅｌｌｍａｎ和
Ｃａｓｔｉ［３］于１９７１年提出，现已广泛应用于动力学研
究领域［４－９］。Ｌｉｅｗ［１０］采用微分求积法研究了对
称性复合材料平板的振动问题。Ｔｏｒｎａｂｅｎｅ［１１］采
用广义微分求积法对球形结构的振动问题进行了

分析。Ｃｈｏｉ［１２］采用微分求积法分析了非圆形的
曲板的振动问题。陈大林［１３－１４］采用微分求积法

分析了二维薄板的非线性颤振响应问题。

１　模型与动力学方程

１１　蒙皮气动弹性方程

在对机翼蒙皮单个板格进行气动弹性分析

时，可以根据其具体支承条件取不同的理论模型

进行计算。以四边简支薄板为例分析蒙皮板格的
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颤振问题，如图１所示，ｘ方向为来流方向，即机
翼的弦向，ａ，ｂ分别为蒙皮的长度和宽度。

图１　机翼蒙皮简化模型
Ｆｉｇ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｓｋｅｔｃｈｏｆａｉｒｆｏｉｌｓｋｉｎ

根据薄板的克希霍夫假设，可以得到蒙皮的

气动弹性方程及其边界条件：
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其中，Ｄ为板的弯曲刚度，ρ为蒙皮密度，ｈ为
蒙皮的厚度，ｗ为蒙皮横向位移，ＱＬ为薄板受到
的气动力载荷。

１２　非定常气动力

在超音速非定常气动力的计算中，活塞理论

能很好地满足工程精度［１５］。本文采用一阶活塞

理论计算高超声速气动力：

ｐ
ｐ∞
＝１＋ｋ

ｖｚ
ｃ∞

（３）

其中ｐ为当地气流压强，ｐ∞为来流压强，ｃ∞
为来流音速，ｋ为比热比，而 ｖｚ为蒙皮表面气流的
法向速度，可以表示为：

ｖｚ＝（Ｖ

ｘ
＋
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）ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＋ＶＨ（ｘ，ｙ）

ｘ
（４）

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）为机翼蒙皮中线上任意一点的横
向位移，Ｖ为飞行器飞行速度，Ｈ（ｘ，ｙ）为机翼蒙
皮的厚度函数。蒙皮受到的气动载荷为：
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此处，Ｍａ为飞行马赫数，ρ∞ 为来流空气

密度。

１３　气动弹性方程离散

将气动弹性方程进行无量纲化，引入无量

纲量：

λ＝ａｂ，Ｘ＝
ｘ
ａ，Ｙ＝

ｙ
ｂ （６）

λ为蒙皮的纵横比。
将式（５）代入式（１），并进行方程的无量纲

化，由于蒙皮等厚，厚度函数对 ｘ的偏导数为零，
从而得到蒙皮的无量纲气动弹性方程为：
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采用ＤＱＭ法［１６－１８］对微分方程及其边界条件

进行离散，对离散点（ｘｉ，ｙｊ）有：
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其中，ｉ＝１，２，３…Ｎ，ｊ＝１，２，３…Ｍ。Ａ（ｐ）ｉ，ｊ，
Ｂ（ｐ）ｉ，ｊ为微分求积法中函数ｗ（ｘ，ｙ）对变量ｘ，ｙ的ｐ
阶导数的权函数［１６－１８］。

将边界条件式（９）代入机翼颤振方程式（８），
可整理得到只含未知变量ｗ的方程：

Ｍｗ̈＋Ｃｗ＋Ｋｗ＝０ （１０）
其中，Ｍ、Ｃ、Ｋ分别为质量矩阵、气动阻尼矩

阵和刚度矩阵。设ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｗ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ（Ωｔ），
可得到代数特征值问题：

（Ω２Ｍ＋ΩＣ＋Ｋ）ｗ＝０ （１１）
Ω的虚部即为给定飞行速度下机翼蒙皮的固

有频率，且随飞行速度的增大而发生变化，当其中

两阶频率发生重合时，蒙皮发生颤振，此时的飞行

速度即为颤振速度。

２　计算结果与讨论

２１　方法验证

为验证微分求积方法在气动弹性领域的适用

性及程序编写的正确性，在采用微分求积方法分

析的同时，采用有限元软件 ＭＳＣ．ＮＡＳＴＲＡＮ进行

·２４１·
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比较。机翼蒙皮的基本参数如表１所示。

表１　机翼蒙皮基本参数
Ｔａｂ．１　Ｂａｓｅｌｉｎｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆａｉｒｆｏｉｌｓｋｉｎ

参数 数值

板长ａ ０４ｍ

厚度ｈ ０００８ｍ

纵横比λ １０

密度ρ ２７００ｋｇ／ｍ３

弹性模量Ｅ ６７６×１０１０Ｎ／ｍ２

泊松比ν ０３

有限元分析的网格如图２所示，微分求积法
时网格点布置如下：

图２　蒙皮有限元模型
Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆａｉｒｆｏｉｌｓｋｉｎ

ｘ１＝ｙ１＝０

ｘ２＝ｙ２＝δ
ｘｉ＝（ｉ－２）／Ｎ－３　（ｉ＝３，４…Ｎ－２）

ｙｊ＝（ｊ－２）／Ｎ－３　（ｊ＝３，４…Ｍ－２）

ｘＮ－１＝ｙＭ－１＝１－δ
ｘＮ＝ｙＭ＝１
根据频率重合理论，采用微分求积法及有限

元方法分析蒙皮颤振速度如图３所示，表２比较
了两种方法在分析固有频率及颤振速度时的计算

结果及误差。采用微分求积法计算蒙皮颤振速度

得到的结果与有限元方法一致，误差为０５８％。
可见，微分求积方法对求解颤振偏微分方程有很

好的效果。

图３　蒙皮颤振速度
Ｆｉｇ．３　Ｆｌｕｔｔｅｒｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆａｉｒｆｏｉｌｓｋｉｎ

表２　ＤＱＭ方法与ＭＳＣ．ＮＡＳＴＲＡＮ计算结果比较
Ｔａｂ．２　ＲｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｅｏｆＤＱＭａｎｄＭＳＣ．ＮＡＳＴＲＡＮ

ＤＱＭ ＭＳＣ．ＮＡＳＴＲＡＮ 误差

固有频率

（Ｈｚ）

一阶 ２３７８５ ２３５７ ０９％

二阶 ５９４６２ ５８９６３ ０８４％

三阶 ５９４６２ ５８９６３ ０８４％

四阶 ９５１３９ ９３８０４ １４％

颤振速度（ｍ／ｓ） ６９８０ ６９４０ ０５８％

２２　蒙皮参数影响

飞行器机翼蒙皮的设计一般由结构刚度、强

度等设计要求确定，但随着飞行速度的不断加快，

特别是高超声速飞行器，其机翼蒙皮会在高速气

流中发生颤振等问题，破坏结构。因此，现代飞行

器机翼蒙皮的设计必须考虑气动弹性影响。图４
～６为本文计算所得到的颤振速度随蒙皮面积、
纵横比、蒙皮厚度的单参数变化曲线。

图４　蒙皮面积对颤振速度的影响
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆａｒｅａｏｎｆｌｕｔｔｅｒｖｅｌｏｃｉｔｙ

图５　蒙皮纵横比对颤振速度的影响
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏｏｎｆｌｕｔｔｅｒｖｅｌｏｃｉｔｙ
由图４可以看出，蒙皮的颤振速度随着面积

的增大而减小。特别是在面积小于０２ｍ２时，颤
振速度随蒙皮面积的增大而急剧减小，当面积大

于０２ｍ２时，颤振速度变化相对而言比较平缓。
因此，在机翼蒙皮设计中，可以尽量增加机翼梁的
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图６　蒙皮厚度对颤振速度的影响
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｎｆｌｕｔｔｅｒｖｅｌｏｃｉｔｙ

布置，以减小蒙皮面积，增大颤振速度。图５给出
了颤振速度随蒙皮纵横比的变化趋势，颤振速度

与纵横比成正比，随着纵横比的增大，颤振速度逐

渐增大。对于机翼蒙皮而言，弦向长度与展向长

度的比值应尽量大。由图６可知，颤振速度随蒙
皮厚度的增大而增大，蒙皮厚度的增加，增大了其

刚度，提高了稳定性。

３　结　论

（１）应用微分求积法对机翼蒙皮在高超声速
气流中的颤振速度进行了分析，计算结果与有限

元方法进行了比较，误差为０５８％，可见微分求
积法对求解颤振偏微分方程有很好的效果。

（２）机翼蒙皮的颤振速度受结构尺寸的影响
较大。颤振速度随蒙皮面积的增大而减小，随纵

横比、厚度的增大而增大。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［１］　孟凡颢，钟腾育．用壁板颤振理论解决某系列飞机的方向

舵蒙皮裂纹故障［Ｊ］．飞机设计，２０００，４：１－６．

ＭＥＮＧＦａｎｈａｏ，ＺＨＯＮＧＴｅｎｇｙｕ．Ｕｓｅｔｈｅｐａｎｅｌｆｌｕｔｔｅｒｔｈｅｏｒｙ

ｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｒｕｄｄｅｒｃｒａｃｋｏｆｃｅｒｔａｉｎｓｅｒｉｅｓａｉｒｃｒａｆｔ［Ｊ］．Ａｉｒｃｒａｆｔ

Ｄｅｓｉｇｎ，２０００．４：１－６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２］　ＺｈｏｕＲＣ，ＸｕｅＤＹ，ＭｅｉＣ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

ｍｏｄａｌｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｌｕｔｔｅｒｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｐａｎｅｌｓ［Ｊ］．

ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９９４．３２（１０）：２０４４－２０５２．

［３］　ＢｅｌｌｍａｎＲ，ＣａｓｔｉＪ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅａｎｄｌｏｎｇｌｅｒｍ

ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，１９７１，３４：２３５－２３８．

［４］　ＬｉｕＧＲ，ＷｕＴＹ．Ｍｕｌｔｉｐｏｉｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｂｙ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄ

ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｏｄｅｌｉｎｇ，２００２，３５：２１５－２２７．

［５］　ＦｒａｎｃｅｓｃｏＴ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｄｏｕｂｌｙ

ｃｕｒｖｅｄ ｓｈｅｌｌｓ ａｎｄ ｐａｎｅｌｓ ｏｆｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｖｉａ ｔｈｅ ＧＤＱ

ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄ

ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１０，１０：１－４９．

［６］　ＰｒａｄｈａｎＳＣ，ＫｕｍａｒＡ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ

　 　 ｇｒａｐｈｅｍｅｓｈｅｅｔｓｅｍｂｅｄｄｅｄｉｎＰａｓｔｅｒｎａｋｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍｕｓｉｎｇ

ｎｏｎｌｏｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ

ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭａｔｅｒｉａｌｓＳｃｉｅｎｃｅ，２０１０，５０：

２３９－２４５．

［７］　ＫａｒａｍｉＧ，ＭａｌｅｋｚａｄｅｈＰ．Ａ ｎｅｗ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅ

ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙｆｏｒｂｅａｍａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｔｈｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｑｕａｄｒａｔｕｒｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎ

ＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００２，１０：３５０９－３５２６．

［８］　ＷａｎｇＸＷ，ＷａｎｇＹＬ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｅｓｏｆｔｈｉｎｓｅｃｔｏｒ

ｐｌａｔｅｓ ｂｙ ｔｈｅ ｎｅｗ ｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ

ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄ

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００４，１９３：３９５７－３９７１．

［９］　ＡｌｉｂｅｉｇｌｏｏＡ，ＳｈａｋｅｒｉＭ．Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｆｒｅｅ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｐａｎｅｌｓｕｓｉｎｇｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，

２００７，８１：１０５－１１３．

［１０］　ＬｉｅｗＫＭ，ＨｕａｎｇＹＱ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ

ｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｓｂａｓｅｄｏｎＦＳＤＴｕｓｉｎｇｔｈｅｍｏｖｉｎｇｌｅａｓｔ

ｓｑｕａｒｅｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓ

ｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００３，９２：２２０３

－２２２２．

［１１］　ＦｒａｎｃｅｓｃｏＴ，ＥｒａｓｍｏＶ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｐｈｅｒｉｃａｌ

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｅｌｅｍｅｎｔｓｕｓｉｎｇｔｈｅＧＤＱｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ

ａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，２００７，５３：１５３８－１５６０．

［１２］　ＣｈｏｉＳＴ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｎｃｉｒｃｕｌａｒｃｕｒｖｅｄｐａｎｅｌｓｂｙ

ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄ

Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００３，２５９：５２５－５３９．

［１３］　陈大林，杨翊仁，范晨光．用微分求积方法计算二维薄板

在超音速流中非线性颤振［Ｊ］．固体力学学报，２００７，２８

（４）：３９９－４０５．

ＣＨＥＮＤａｌｉｎ，ＹＡＮＧＹｉｒｅｎ，ＦＡＮＣｈｅｎｇｕａｎｇ．Ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｐａｎｅｌｆｌｕｔｔｅｒｏｆａｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｔｈｉｎｐｌａｎｅｉｎｔｈｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃ

ｆｌｏｗｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａ

ＳｏｌｉｄａＳｉｎｉｃａ，２００７，２８（４）：３９９－４０５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１４］　ＣｈｅｎＤＬ，ＹａｎｇＹＲ，ＦａｎＣＧ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｌｕｔｔｅｒｏｆａｔｗｏ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｔｈｉｎｐｌａｔｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｈｅａｔｉｎｇｂｙ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＡｃｔａＭｅｃｈＳｉｎ，２００８，２４

（１）：４５－５０

［１５］　陈桂彬，邹丛青，杨超．气动弹性设计基础［Ｍ］．北京：北

京航空航天大学出版社，２００４：７０－７２．

ＣＨＥＮＧｕｉｂｉｎ，ＺＯＵＣｈｏｎｇｑｉｎｇ，ＹＡＮＧＣｈａｏ．Ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ

ｄｅｓｉｇｎ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄ

ＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓＰｒｅｓｓ，２００４：７０－７２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１６］　ＪａｎｇＳＫ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｔｏｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ［Ｄ］． Ｔｈｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ

Ｏｋｌａｈｏｍａ，１９８７．

［１７］　ＭｏｉｎｕｄｄｉｎＭ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄｉｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

ｍｅｃｈａｎｉｃｓ：ｎｅｗｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｄ］．Ｔｈｅ

ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＯｋｌａｈｏｍａ，１９９４．

［１８］　ＺａｈｉｄＡＳ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｉｎｔｅｒａｃｔｉｎｇｓｕｂｄｏｍａｉｎｓｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ

ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ

ｍｅｔｈｏｄ［Ｄ］．ＴｈｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＯｋｌａｈｏｍａ，１９９６．

·４４１·


