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线粘弹性材料中三维裂纹问题的加料有限元法


段静波，雷勇军
（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：将加料有限元法扩展应用于线粘弹性材料三维断裂问题。为了反映裂纹尖端的奇异性，在裂尖
附近的奇异区采用若干八节点六面体加料单元和过渡单元，非奇异区采用常规八节点六面体单元。三种单

元分区混合使用形成求解域网格划分。基于 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ叠加原理，推导了粘弹性材料的增量型本构关系，进
而获得了增量加料有限元列式，并通过附加自由度计算粘弹性介质中裂纹应变能量释放率。数值算例验证

了方法的正确性和有效性。
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　　“Ｅｎｒｉｃｈｅｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ”在文献［１］中译为
“加料单元”，作者沿用其译法。关于这种方法的

研究，１９７４年，Ｂｅｎｚｌｅｙ［２］最早提出采用加料单元
和过渡单元解决各向同性线弹性介质中的裂纹问

题，他的基本思想是将裂纹尖端渐近位移场作为

加料项引入常规单元位移模式，进而构成加料单

元的位移模式。这种方法最大的优点是应力强度

因子可以直接从附加自由度中获得，不需要利用

节点位移或单元应力数据后处理来获得裂纹断裂

参量，这在处理复杂三维裂纹问题时，优势十分明

显。目前，这种方法已广泛应用于解决弹性介质

中的裂纹问题。Ｂｉｇｇｅｒｓ、Ｐａｇｅａｕ和 Ｊｏｓｅｐｈ［３－８］将
该方法成功应用到各向异性材料中反平面裂纹、

三维楔形切口等几何或材料不连续结构中。Ｎｉｅｄ
等［９］还将加料有限元法与罚函数相结合解决基

于接触模型的界面裂纹问题。Ａｙｈａｎ［１０－１１］采用三
维加料有限元方法求解表面裂纹、角裂纹等复杂

的三维裂纹问题。最近，Ａｙｈａｎ［１２－１３］又将加料有
限元法应用于功能梯度材料中的裂纹问题。

本文在前人研究的基础上，将加料有限元法

扩展应用于线粘弹性材料三维断裂问题，推导了

三维加料有限元单元计算格式和线粘弹性材料增

量本构关系，并完成了程序编制。数值算例验证

了本文方法的正确性和有效性。

１　加料单元构造

１．１　三维裂纹尖端渐近位移场

通常粘弹性材料的泊松比可视为常数，在此

条件下，根据对应原理可得到线粘弹性材料中平

面应变裂纹问题、反平面裂纹问题中裂尖渐近位
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（１）
其中，ｕ′，ｖ′，ｗ′分别为沿图１中所示局部直角坐标
系坐标轴ｘ′，ｙ′，ｚ′方向的位移，ｒ，θ，ｚ′为以裂尖 Ｏ′
点为原点的局部柱坐标系坐标轴，ＫⅠ，Ｋ


Ⅱ，Ｋ


Ⅲ为

拉普拉斯变换后的Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ型应力强度因子，
槇
Ｅ

＝ｐＥ，Ｅ为拉普拉斯变换后的松弛模量，ｐ为拉
普拉斯变换参数，Ｌ－１［·］为拉普拉斯逆变换，ｖ
为泊松比。

图１　三维裂纹前缘的裂纹单元
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｒａｃｋｅｌｅｍｅｎｔｏｎｔｈｅ

　　 　 　ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｒａｃｋｆｒｏｎｔ

　　对于各向同性线粘弹性材料中一般的三维
裂纹问题，虽然结构几何尺寸、大小、载荷作用

方式、裂纹形状与前缘不尽相同，但在裂纹前缘

任意一点 Ｏ′处（图１所示），其局部渐近位移场
可由平面应变问题的裂尖渐近位移场与反平面

问题的裂尖渐近位移场组合而成，且令
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（２）
　　那么，裂纹前缘任意一点 Ｏ′处局部渐近位
移场在总体直角坐标系下为

{ }ｕ ｖ ｗ Ｔ＝
Ｑ（ｒ，θ） Ｌ－１ ＫⅠ

槇
／Ｅ[ ] Ｌ－１ ＫⅡ

槇
／Ｅ[ ] Ｌ－１ ＫⅢ

槇
／Ｅ[ ]{ } Ｔ

（３）
其中，ｕ，ｖ，ｗ分别为沿图１中所示总体直角坐标
系坐标轴 ｘ，ｙ，ｚ方向的位移，Ｑ（ｒ，θ）＝ＴＴＱ′（ｒ，
θ），Ｔ为局部直角坐标系与整体直角坐标系间的
转换矩阵。

１．２　单元位移模式

在普通八节点六面体等参单元位移模式基础

上，通过加入表征裂纹尖端奇异特性的（３）式，可
构成加料单元的位移模式

ｕｉ＝∑
８

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η，ζ）珔ｕｉｍ

＋Ｚ０（ξ，η，ζ）∑
３

ｊ＝１
Ｑｉｊ（ｒ，θ）ψｊ（Γ）－∑

８

ｍ＝１
Ｎｍ珚Ｑｉｊｍ（ｒ，θ）珔ψｊ（Γ[ ]）

（４）
其中，ｕｉ为单元内一点在整体坐标系中沿坐标轴

方向的位移，ｉ＝１，２，３，珔ｕｉｍ为单元节点位移，Ｎｍ
为单元形函数，ｍ＝１，２，…，８，Ｑｉｊ（ｒ，θ）为角函数
阵Ｑ（ｒ，θ）的分量，珚Ｑｉｊｍ（ｒ，θ）为角函数阵分量在ｍ
节点处的值，ξ，η，ζ为等参单元局部坐标系，
珔ψｊ（Γ）为ψｊ（Γ）在ｍ节点处的值，ψｊ（Γ）可由插
值函数Ｎｎ（Γ）得到

ψｊ（Γ）＝∑
２

ｎ＝１
Ｎｎ（Γ）ψ

ｎ
ｊ　（ｊ＝１，２，３） （５）

其中，Γ为加料单元位于裂纹前缘线上的边，ψｎｊ
为相应裂纹前缘线上节点的附加自由度，其值就

是 未 知 的 Ｌ－１ ＫⅠ
槇
／Ｅ[ ] ，Ｌ－１ ＫⅡ

槇
／Ｅ[ ] ，

Ｌ－１ ＫⅢ
槇
／Ｅ[ ] 。

另外，（３）式中 Ｚ０（ξ，η，ζ）为调整函数，对于
裂尖单元而言，Ｚ０（ξ，η，ζ）１，对于过渡单元，
Ｚ０（ξ，η，ζ）的表达式取决于过渡单元与裂尖单元
相邻的单元面、单元边或单元节点，例如，当过渡

单元的面（η＝－１）与裂尖单元相连时
Ｚ０（ξ，η，ζ）＝０．５（１－η） （６）

为了便于理论推导，将加料单元的位移模式

·７·
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写成如下的向量形式

ｕ＝ Ｎ ＺＮ[ ]ｅ
珔ｕ
珚{ }ψ （７）

其中，珔ｕ是加料单元的节点位移列向量，Ｎ是常规
六面体单元形函数阵，珚ψ是加料单元的附加自由
度，ＺＮｅ是加料单元形函数阵附加部分。

１．３　裂尖局部坐标系原点的确定

一般来说，对于三维裂纹问题，虽然裂纹前缘

线上任意一点Ｏ′处渐近位移场已给出，但是单元
内各点所对应的裂尖局部坐标系并不处处相同。

因此，推导单元刚度矩阵前的一个关键问题就是

必须首先建立单元内部任意一点 Ａ（ξＡ，ηＡ，ζＡ）所
对应的局部坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′，也就是确定其对应
裂尖局部坐标系原点Ｏ′在裂纹前缘线上的位置。

根据裂尖渐近位移场特性可知，裂尖前缘曲

线在裂尖局部坐标系原点Ｏ′处的切向量，记为Ｔ，
必须垂直于向量ＡＯ′，即

ＡＯ′·Ｔ＝０ （８）
利用此几何关系就可确定 Ｏ′点在总体坐标系下
的坐标值。

２　线粘弹性增量型本构关系

根据 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ叠加原理［１４］，粘弹性材料的

当前应力张量取决于过去历程，其积分型本构关

系可写为

σ（ｔ）＝ＤＥ（０）ε（ｔ）＋Ｄ∫
ｔ

０
ε（ｔ－ｓ）ｄＥ（ｓ）ｄｓｄｓ

（９）
其中，σ（ｔ）、ε（ｔ）分别为ｔ时刻的应力向量、应变
向量，Ｄ为材料矩阵，Ｅ（ｔ）为松弛模量，一般情况
下可以表示成Ｐｒｏｎｙ级数形式

Ｅ（ｔ）＝Ｅ∞ ＋∑
Ｎ

ｎ＝１
Ｅｎｅ

－ｔτｎ （１０）

为了解决积分函数只能在全历程积分才能求

解的困难，有限元分析中通常采用增量型的本构

关系，将式（９）的本构方程在时域中离散。在时间
［０，ｔ］内划分Ｍ步，步长为ｈ，在［ｔｍ，ｔｍ＋１］时间段
内，ｔｍ＋１时刻的应力应变可以由 ｔｍ时刻的应力应
变来计算，即

Δσｔｍ＋( )
１ ＝σｔｍ＋( )

１ －σｔ( )
ｍ

Δεｔｍ＋( )
１ ＝εｔｍ＋( )

１ －εｔ( ){
ｍ

（１１）

假设在［ｔｍ，ｔｍ＋１］内，应变是线性增加的，即

ε（ｔ）＝εｔ( )
ｍ ＋

ｔ－ｔｍ
ｔｍ＋１－ｔｍ

Δεｔｍ＋( )
１ （１２）

于是，联立（９）式、（１０）式、（１１）式与（１２）
式，可得增量型本构方程

Δσｔｍ＋( )
１ ＝Ｄ^Δεｔｍ＋( )

１ －∑
Ｎ

ｎ＝１
αｎ( )ｈσｎ ｔ( )

ｍ （１３）

其中，Δσｔｍ＋( )
１ 为应力增量，Δεｔｍ＋( )

１ 为应变增

量，^Ｄ＝ Ｅ∞ ＋∑
Ｎ

ｎ＝１
βｎ( )ｈＥ[ ]ｎ Ｄ，αｎ( )ｈ＝１－ｅ－

ｈ
τｎ，

βｎ( )ｈ＝αｎ( )ｈ
τｎ
ｈ，σ

ｎ（ｔｍ）的递推式为 σ
ｎ（ｔｍ）＝

Ｅｎβｎ（ｈ）ＤΔε（ｔｍ）－（αｎ（ｈ）－１）σ
ｎ（ｔｍ－１），且

σｎ ｔ( )
０ ＝０。

３　有限元增量列式

在单元域内，增量形式的虚功原理为

∫
Ωｅ
δεＴΔσｄΩ＝∫

Ωｅ
δｕＴΔｆｄΩ＋∫

Γｅ
δｕＴΔｐｄΓ （１４）

其中，δｕ为虚位移，δε为虚应变，Δｆ为体力增量，
Δｐ面力增量。

将（７）式、（１３）式代入（１４）式，可得
Ｋｕｕ Ｋｕψ
Ｋψｕ Ｋ[ ]

ψψ

Δ珔ｕ（ｔｍ＋１）

Δ珚ψ（ｔｍ＋１{ }） ＝ ΔＦｕ（ｔｍ＋１）

ΔＦψ（ｔｍ＋１{ }）－ Ｆ０ｕ（ｔｍ＋１）

Ｆ０ψ（ｔｍ＋１
{ }）

（１５）
其中，

Ｋｕｕ ＝∫
Ωｅ
ＢＴＤ^ＢｄΩ，Ｋｕψ ＝∫

Ωｅ
ＢＴＤ^ＺＢｅｄΩ

Ｋψｕ ＝∫
Ωｅ
ＺＢＴｅＤ^ＢｄΩ，Ｋψψ ＝∫

Ωｅ
ＺＢＴｅＤ^ＺＢｅｄΩ

ΔＦｕ（ｔｍ＋１）＝∫
Ωｅ
ＮＴΔｆ（ｔｍ＋１）ｄΩ＋∫

Γｅ
ＮＴΔｐ（ｔｍ＋１）ｄΓ

ΔＦψ（ｔｍ＋１）＝∫
Ωｅ
ＺＮＴｅΔｆ（ｔｍ＋１）ｄΩ＋∫

Γｅ
ＺＮＴｅΔｐ（ｔｍ＋１）ｄΓ

Ｆ０ｕ（ｔｍ＋１）＝－∫
Ωｅ
ＢＴ∑

Ｎ

ｎ＝１
αｎ（ｈ）σ

ｎ（ｔｍ）ｄΩ

Ｆ０ψ（ｔｍ＋１）＝－∫
Ωｅ
ＺＢＴｅ∑

Ｎ

ｎ＝１
αｎ（ｈ）σ

ｎ（ｔｍ）ｄΩ

Ｂ为常规六面体单元应变矩阵，ＺＢｅ为加料单元
应变矩阵附加部分。

４　能量释放率

由文献［１４］可知，线粘弹性介质中平面裂纹
的能量释放率可由（１６）式获得

ＧⅠ（ｔ）＝ １－ｖ( )２ ＫⅠ（ｔ）Ｌ
－１ ＫⅠ

槇
／Ｅ[ ]

ＧⅡ（ｔ）＝ １－ｖ( )２ ＫⅡ（ｔ）Ｌ
－１ ＫⅡ

槇
／Ｅ[ ]

ＧⅢ（ｔ）＝ １＋( )ｖＫⅢ（ｔ）Ｌ
－１ ＫⅢ

槇
／Ｅ[ ]

{ 

（１６）

其中，ＧⅠ（ｔ），ＧⅡ（ｔ），ＧⅢ（ｔ）与ＫＩ（ｔ），ＫⅡ（ｔ），ＫⅢ（ｔ）
分别为Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ型能量释放率与应力强度因子。

由前面推导可知，（１６）式中的Ｌ－１ ＫⅠ
槇
／Ｅ[ ] ，

Ｌ－１ ＫⅡ
槇
／Ｅ[ ] ，Ｌ－１ ＫⅢ

槇
／Ｅ[ ] 就是加料单元的附加

自由度 珚ψ，从而可以从有限元列式中直接获得。
然后，再通过逆卷积可求得 ＫⅠ（ｔ），ＫⅡ（ｔ），

·８·
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ＫⅢ（ｔ），进而由（１６）式获得裂纹能量释放率。

５　算例分析

为了验证方法的正确性和有效性，以无限长

边裂纹板条问题为例，自编程序，研究了高斯积分

点、单元网格大小、加料单元数对裂纹尖端位移以

及裂纹能量释放率结果精度的影响规律，并与解

析解［１４］作了对比。设板条长度 Ｈ＝２０ａ，宽度 Ｗ
＝２ａ，裂纹长度ａ＝１。粘弹性材料采用如图２所
示的三参量线粘弹性固体，且假设各参数为Ｅ∞ ＝
１．０，Ｅ１＝１．０，η１＝５．０，泊松比ｖ＝０．３。设板端承
受均布拉应力，且 σ０＝１，载荷历程如图３所示，
加载时间为２００。图４为边裂纹板条的有限元模
型，在板条有限元模型的前后面上约束节点面外

位移以模拟平面应变状态。数值算例中为了便于

分析对比，暂不涉及物理量单位。

图２　三参量线粘弹性固体
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｈｒｅｅｐａｒａｍｅｔｅｒｌｉｎｅａｒｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｓｏｌｉｄ

图３　载荷历程
Ｆｉｇ．３　Ｌｏａｄｉｎｇｈｉｓｔｏｒｙ

（１）网格密度对位移结果精度的影响
表１中结果主要研究网格密度对位移结果精

度的影响。图４（ａ）～（ｃ）所示的模型分别采用
１１１８单元、６８０单元、４０４单元。从表１中可以看
出，无论在哪种网格密度的情况下，采用本文的加

料单元，与常规有限元相比，结果精度都有提高。

特别是在较稀密度的图４（ｃ）所示的网格下，精度
提高幅度较明显。对比３种不同的网格密度下的
位移结果，可以发现，加料有限元与常规有限元类

似，增大网格密度可以提高位移精度，但是加料有

限元精度变化幅度没有常规有限元那么明显，这就

是说，加料有限元对网格不是十分敏感，这是其非

常好的一个特性。当加料单元边长达到裂纹长度

（ａ）单元边长０．０１ａ　　（ｂ）单元边长０．０２５ａ　　（ｃ）单元边长０．０５ａ
图４　不同尺寸裂尖加料单元下的边裂纹板有限元模型
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｆｏｒｔｈｅｅｄｇｅｃｒａｃｋｅｄｐｌａｔｅ

ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｚｅｏｆｅｎｒｉｃｈｅｄｅｌｅｍｅｎｔｓ

的１／５０～１／２０时，与解析解相比，误差在５％内，已
可满足工程要求，而常规有限元要达到这样的精

度，单元边长至少要达到裂纹长度的１／１００［１５］。

图５　加料单元高斯积分点数对裂尖位移场精度影响
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｃｒａｃｋｏｐｅｎｉｎｇ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔＧａｕｓｓｑｕａｄｒａｔｕｒｅｐｏｉｎｔｓ

图６　加料单元高斯积分点数对能量释放率精度影响
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｓｔｒａｉｎｅｎｅｒｇｙ
ｒｅｌｅａｓｅｒａｔｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔＧａｕｓｓｑｕａｄｒａｔｕｒｅｐｏｉｎｔｓ

·９·



国 防 科 技 大 学 学 报 第３４卷

表１　边裂纹板裂尖张开位移（ｒ／ａ＝０．１５）
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｃｒａｃｋｏｐｅｎｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｏｒｔｈｅｅｄｇｅｃｒａｃｋｅｄｐｌａｔｅ（ｒ／ａ＝０．１５）

网格 无量纲时间 解析解 本文解 误差 误差 误差

网格一

（单元边长００１ａ）

２０
４０
８０
１２０
１９０

１．６２４８
１．８５６３
１．９７２８
１．９８８５
１．９９０９

１．５７５０
１．８２８９
１．９５７２
１．９７４７
１．９７６６

４．９８％
１．４８％
０．７９％
０．６９％
０．９１％

１．５６１２
１．８１２９
１．９４０２
１．９５７５
１．９５９４

３．９１％
２．３４％
１．６５％
１．５６％
１．５８％

网格二

（单元边长００２５ａ）

２０
４０
８０
１２０
１９０

１．６２４８
１．８５６３
１．９７２８
１．９８８５
１．９９０９

１．５４１０
１．７８９４
１．９１５０
１．９３２１
１．９３４０

５．１６％
３．６０％
２．９３％
２．８４％
２．８６％

１．４７１１
１．７０８３
１．８２８２
１．８４４５
１．８４６３

９．４６％
７．９７％
７．３３％
７．２４％
７．２６％

网格三

（单元边长００５ａ）

２０
４０
８０
１２０
１９０

１．６２４８
１．８５６３
１．９７２８
１．９８８５
１．９９０９

１．５００８
１．７４２８
１．８６５１
１．８８１７
１．８８３６

７．６３％
６．１１％
５．４６％
５．３７％
５．３９％

１．３６１２
１．５８０６
１．６９１５
１．７０６７
１．７０８３

１６．２２％
１４．８５％
１４．２６％
１４．１７％
１４．１９％

表２　加料单元数对裂尖位移和能量释放率精度的影响
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｃｒａｃｋｏｐｅｎｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｓｔｒａｉｎｅｎｅｒｇｙｒｅｌｅａｓｅｒａｔｅ

无量纲时间

裂尖张开位移 能量释放率

一层

奇异单元

二层

奇异单元
解析解

一层

奇异单元

二层

奇异单元
解析解

２０
４０
８０
１２０
１９０

１．５１５７
１．７６０１
１．８８３６
１．９００５
１．９０２３

１．５４１０
１．７８９４
１．９１５０
１．９３２１
１．９３４０

１．６２４８
１．８５６３
１．９７２８
１．９８８５
１．９９０９

７．５２９２
８．７１６６
９．３２０８
９．４０３４
９．４０９３

８．７１３８
１０．１１７８
１０．８３０８
１０．９２８２
１０．９３５１

９．３０６７
１０．６３２８
１１．３０００
１１．３９０３
１１．４０４０

图７　有限元模型裂尖局部网格
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｌｏｃａｌｍｅｓｈｆｏｒｃｒａｃｋｔｉｐ

　　（２）高斯积分点数对位移结果精度的影响
采用图４（ｂ）所示的模型研究了高斯积分点数

对结果影响。图５给出的是加料单元采取不同高
斯积分点时 ｒ／ａ＝０．１５处裂尖位移结果。由图可
知，在加料单元刚度积分采用８×８×８的减缩积分
时获得的结果精度最高，而且加料单元高斯积分点

数对位移结果精度影响比较小。图６给出的是加
料单元采取不同高斯积分点时的能量释放率结果。

可以看出，加料单元采取的高斯积分点对其精度有

明显的影响，采取８×８×８的高斯积分点时获得的
结果最好，当高斯积分点数减少时，能量释放率结

果精度迅速下降。

（３）加料奇异单元数目对结果精度的影响
仍然采用图４（ｂ）的模型研究加料单元数目对

结果精度的影响。图７（ａ）是裂尖采用一层加料单
元的有限元模型，加料单元与常规单元通过过渡单

元连接，图７（ｂ）是裂尖采用两层奇异单元的有限
元模型。表２给出相应的计算结果。从表中可以

·０１·
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看出，增加裂纹尖端的加料单元数可以提高裂尖张

开位移和能量释放率结果精度，而且对后者精度提

高作用更明显一些。

６　结　论

（１）本文将加料有限元法应用于三维线粘弹
性裂纹问题，该方法不仅可以获得裂尖附近位移，

而且可以利用附加自由度获得裂纹能量释放率，从

而延续了该方法一贯的优势，通过典型裂纹结构算

例分析，验证了理论推导的正确性和方法的有

效性；

（２）当加料单元边长达到裂纹长度的１／５０～
１／２０后，加料有限元法计算得到的结果精度明显
高于常规有限元法，而且本文方法对网格不敏感；

（３）高斯积分点数、加料单元数对附加自由度
项精度影响十分明显，在使用加料单元时，需要采

用８×８×８的高斯积分点数以及两层加料单元以
保证能量释放率结果精度。
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