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摘　要：采用五阶精度加权紧致非线性格式（ＷＣＮＳ）和非定常“双时间步”方法求解非定常 Ｅｕｌｅｒ方程，
模拟ＮＡＣＡ００１２翼型强迫俯仰振动流场，研究了高精度格式应用到非定常计算时“双时间步”方法物理时间
步长、子迭代收敛判据、子迭代步数以及物理时间导数离散方法对计算精度和计算效率的影响。
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　　高精度、高分辨率格式概念自２０世纪８０年
代由Ｈａｒｔｅｎ提出以来一直被人们密切关注，其在
理论和应用上的诸多难点也给研究人员带来了巨

大挑战，时至今日，高精度数值格式研究仍然是

ＣＦＤ的前沿内容。高精度格式不仅在表面热流、
摩阻、流动分离等需要正确模拟真实物理粘性的

问题上具有广泛应用，而且在湍流直接数值模拟、

大涡模拟、计算声学等对时间和空间具有多尺度

特征的流动数值模拟上也具有迫切的应用背景。

航空航天研究的需求不断推动着高精度格式快速

发展，高精度格式在计算流体力学工作中发挥的

作用正逐步增加。

目前，高精度格式应用于定常流动计算已较

多，但针对非定常流动的研究尚不多见，国内外针

对这方面的研究文献还不充分。实际上，非定常

流动十分复杂，具有多频谱特征，常常伴随有多尺

度的漩涡结构，对于非定常流场的这些精细结构，

采用高精度、高分辨率的格式模拟有助于揭示复

杂流 场 的 演 化 过 程。在 非 定 常 计 算 中，

Ｊａｍｅｓｏｎ［１－２］发展的“双时间步”（Ｄｕａｌｔｉｍｅｓｔｅｐ）
方法在数值求解非定常 Ｅｕｌｅｒ／ＮＳ方程中得到了
十分广泛的应用。“双时间步”方法涉及到子迭

代收敛性、子迭代参数取值（物理时间步长、收敛

判据、子迭代限制步数）等实际问题［５］，这对于高

精度格式的应用来说十分重要。目前，高精度格

式在这方面的计算经验还较少。另外，时间精度

也是非定常计算的重要问题之一，在空间项采用

高精度格式离散时，时间导数也要保证较高的离

散精度。然而目前的隐式“双时间步”方法通常

对时间导数只采用二阶格式离散，三阶或更高阶

的离散方法研究还较为缺乏，因此这也是高精度

非定常计算值得关注的问题。

针对上述问题，本文采用空间五阶精度的加

权紧致非线性格式 ＷＣＮＳ［３，６－８］对非定常计算的
这些关键基础问题进行了研究，包括非定常“双

时间步”方法子迭代收敛性、子迭代参数选取、不
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同时间离散方法对非定常计算的影响等。

１　控制方程

贴体坐标系下守恒形式的无量纲 Ｅｕｌｅｒ方
程为

珚Ｑ
ｔ
＋
珔Ｅ
ξ
＋
珔Ｆ
η
＋
珔Ｇ
ζ
＝０ （１）

式中珚Ｑ为守恒变量，珔Ｅ、珔Ｆ、珔Ｇ为无粘通量。

２　数值方法

２．１　空间离散方法

Ｅｕｌｅｒ方程对流项采用五阶精度原始变量型
ＷＣＮＳ格式离散，以ξ方向为例（网格间距为ｈ）：

珔Ｅ′ｊ＝
７５
６４ｈ

珘Ｅｊ＋１２ －珘Ｅｊ－( )１
２
－

　 ２５３８４ｈ
珘Ｅｊ＋３２ －珘Ｅｊ－( )３

２
＋ ３６４０ｈ

珘Ｅｊ＋５２ －珘Ｅｊ－( )５
２

（２）

设Ｕ为原始变量，那么式中的 珘Ｅｊ±１２ ＝Ｅ珟Ｕｊ±( )１
２
代

表单元边界的数值通量，本文采用通量分裂方法

计算：

珘Ｅｊ＋１２ ＝Ｅ
－ 珟ＵＲｊ＋( )１

２
＋Ｅ＋ 珟ＵＬｊ＋( )１

２
（３）

正负通量Ｅ±由ＳｔｅｇｅｒＷａｒｍｉｎｇ分裂方法得到，其
中珟ＵＲｊ±１２和珟ＵＬｊ±１２为单元边界上的原始变量，通过
高阶非线性插值求得。ＷＣＮＳ边界格式及相关方
法具体参见文献［１０］。

２．２　时间离散方法

本文采用ＬＵＳＧＳ＋“双时间步”（Ｄｕａｌｔｉｍｅ
ｓｔｅｐ）方法离散时间导数项：

Ｌ（ΔＱｐ＋１）＝ＲＨＳｐ （４）

ＲＨＳｐ＝－ Ｊ－１Ｑ( )ｐ

ｔ
＋ＲＱ( )[ ]ｐ

式（４）中，上角标 ｐ表示子迭代步数。左端项表
示对虚拟时间导数的隐式 ＬＵＳＧＳ方法处理［９］，

右端项 ＲＨＳｐ 包含非定常方程时间导数项
Ｑ( )ｐ ｔ和空间导数项 ＲＱ( )ｐ，空间导数项采用
ＷＣＮＳ格式离散。本文分别用时间一阶精度、二
阶精度和三阶精度的后差格式对Ｑ( )ｐ ｔ离散：

时间导数一阶离散：

ＲＨＳｐ＝－ Ｊ－１Ｑ
ｐ－Ｑｎ

Δｔ
＋ＲＱ( )[ ]ｐ

（５ａ）

时间导数二阶离散：

ＲＨＳｐ＝－ Ｊ－１３Ｑ
ｐ－４Ｑｎ＋Ｑｎ－１
２Δｔ

＋ＲＱ( )[ ]ｐ

（５ｂ）
时间导数三阶离散：

ＲＨＳｐ＝－Ｊ－１１１Ｑ
ｐ－１８Ｑｎ＋９Ｑｎ－１－２Ｑｎ－２

６Δｔ
＋ＲＱ( )[ ]ｐ

（５ｃ）

３　计算结果及分析

３．１　计算模型

ＮＡＣＡ００１２翼型强迫俯仰振动定义为攻角随
时间正弦变化：

α＝α０＋αｍｓｉｎ（ｋｔ） （６）
式中α为瞬时攻角，α０为起始攻角，αｍ为振幅，ｔ
是无量纲物理时间 ｔ＝（珓ｔ·珘Ｖ∞）珘Ｌｒｅｆ，珘Ｌｒｅｆ和 珘Ｖ∞分
别是控制方程无量纲化的特征长度和特征速度，ｋ
是减缩频率。本文所有计算均采用此强迫振动模

型，基本计算条件包括：Ｍａ＝０．７５５，α０＝０．０１６°，
Ｔ∞ ＝３００Ｋ，振幅 αｍ ＝２．５１°，减缩频率 ｋ＝
０．１６２８。

３．２　“双时间步”方法对高精度非定常计算的若
干影响因素研究

　　本节考查高精度格式应用到非定常计算时，
“双时间步”方法物理时间步长、子迭代收敛判据

以及最大子迭代步数对非定常计算的影响，采用

第２节给出的数值方法求解非定常 Ｅｕｌｅｒ方程数
值模拟ＮＡＣＡ００１２翼型强迫俯仰振动，时间导数
采用（５ｂ）式的二阶格式离散。
３．２．１　物理时间步长的影响

采用空间五阶精度 ＷＣＮＳ格式在 ６个不同
物理时间步长 ｄｔ下（０．０１、０．０２、０．０５、０．１、０．２、
０．５）数值模拟 ＮＡＣＡ００１２翼型强迫俯仰振荡，子
迭代收敛判据统一设定为 Ｔｏｌ＝０．０１（子迭代收
敛判据定义见文献［１０］），子迭代均达到收敛判
据后跳出。图１是不同时间步长得到的升力迟滞
曲线对比，由于非定常迟滞作用，曲线表现出迟滞

环形态。时间步长小于０．１的４条曲线基本是重
合的，并与参考文献计算结果基本吻合［４］。当时

间步长较大取 ０２时曲线有了少许偏离，而到
０５时曲线偏离程度已经很大，在最大攻角处曲
线有明显变形，这说明时间步长过大后计算精度

得不到满足。从曲线在最大攻角处的放大图可以

看出，随着物理时间步长 ｄｔ的减小，曲线呈现单
向收敛的趋势。对于本算例，ｄｔ＝０１是一个恰
当的选择，在保证计算精度的同时，时间步长相对

较大，从而减少一个振动周期的计算步数，提高计

算效率。

表１列出了第３个振动周期结束时不同时间
步长总的计算ＣＰＵ时间对比（以 ｄｔ＝０．１的 ＣＰＵ

·３１·
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用时为单位折算），能够看出时间步长增大（减

小）的确缩短（增加）了计算时间，但这种缩短（增

加）并不是线性的，原因是时间步长增大（减小）

在减少（增加）计算步数的同时却增加（减少）了

子迭代收敛步数。

图１　物理时间步长对计算精度的影响
Ｆｉｇ．１　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｐｈｙｓｉｃａｌｔｉｍｅｓｔｅｐ

表１　不同物理时间步长的计算ＣＰＵ时间对比

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＣＰＵｔｉｍｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｈｙｓｉｃａｌｔｉｍｅｓｔｅｐ

物理时间

步长 ｄｔ
０．０１ ０．０２ ０．０５ ０．１ ０．２ ０．５

ＣＰＵ时间 ３５４ ２６ １５２ １ ０６３０３１

３２２　子迭代收敛判据的影响
图２是收敛判据 Ｔｏｌ分别取 ０００５、００１、

００２、００５的计算结果，计算物理时间步长统一
取００５，子迭代不给最大步数限制，使之达到收
敛判据后才跳出。由图 ２（ａ）可见，收敛判据取
００１和０００５的迟滞环几乎是重合的，也就是说
收敛判据取００１可以满足精度要求，再往小取就
没什么意义了。相反地，收敛判据较大时，取

００２的曲线较００１稍微有了些偏离，但还可以
接受，而到了００５时，迟滞曲线在最大攻角处有
了明显变形，不能满足计算精度要求。

图２（ｂ）是不同收敛判据下的计算 ＣＰＵ时间
比较，横轴是计算物理迭代步数，纵轴是计算

ＣＰＵ时间。可以看出，随着收敛判据的减小，计
算ＣＰＵ时间在不断增加，到计算结束（ｓｔｅｐ＝
１８００）时，收敛判据０００５用了１０００００个 ＣＰＵ时
间，收敛判据００１只用了不到６００００的 ＣＰＵ时
间，几乎少了一半，而两者之间的计算精度却差异

不大。从以上的分析中可以看到，采用高精度格

式进行非定常计算时，子迭代收敛判据对计算精

度和效率有重要影响。

（ａ）对迟滞环计算精度的影响

（ｂ）对计算ＣＰＵ时间的影响
图２　收敛判据的影响

Ｆｉｇ．２　Ｉｎｆｌｕｎｃｅｏｆｉｎｎｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｏｌｅｒａｎｃｅ（Ｔｏｌ）

３．２．３　最大子迭代步数的影响
设定最大子迭代步数可以保证子迭代在无法

达到收敛判据时同样能够跳出子迭代，以免计算

陷入死循环，这是目前非定常计算常采用的方法。

本节在最大子迭代步数分别取１０、２０、４０、８０的情
况下采用 ＷＣＮＳ格式模拟 ＮＡＣＡ００１２翼型强迫
俯仰振荡，时间步长统一取０．１，并保证子迭代都
达到最大子迭代步数才跳出，这样能够单方面研

究子迭代步数对计算结果的影响。

图３（ａ）是４种不同子迭代步数的收敛水平
比较。子迭代步数限制在１０步时，对应子迭代残
差收敛标准在０．１附近，随着子迭代步数增多，子
迭代残差也收敛得越来越小，子迭代步数为 ４０
时，大致对应０．０２的残差标准，子迭代步数限制
在８０步时，残差已收敛到０．０１左右。

图３（ｂ）是不同子迭代步数的升力迟滞环的
比较。图中 Ｔｏｌ＝０．０１与 Ｎ＝８０的曲线几乎重
合，因为它们的残差收敛水平一样都是０．０１左右
（参考图３（ａ））。随着子迭代步数的减少，残差
收敛水平越来越差，Ｎ＝２０和 Ｎ＝１０的曲线已偏
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离太大，不能满足计算精度。上述研究说明，在对

实际问题计算时，子迭代步数限制标准对计算结

果的影响是一个很重要的问题。

（ａ）不同子迭代步数对应的收敛水平

（ｂ）对迟滞环计算精度的影响
图３　最大子迭代步数的影响

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｔｉｍｅｓｏｆｉｎｎｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎ

３．３　不同时间离散方法对高精度非定常计算的
影响

　　空间项采用高精度 ＷＣＮＳ格式离散时，时间
导数的离散同样要保证较高的精度。对时间导数

项分别用式（５ａ）、（５ｂ）、（５ｃ）给出的时间一阶、二
阶、三阶后差格式离散，数值模拟ＮＡＣＡ００１２翼型
强迫俯仰振荡，考查时间离散方法对计算结果的

影响。

图４是在不同物理时间步长 ｄｔ和收敛标准
Ｔｏｌ下的计算结果。从图 ４（ａ）的升力迟滞环来
看，控制方程时间导数项离散方法不同对计算结

果的影响并不明显，三种离散方法迟滞环几乎重

合。然而从俯仰力矩迟滞环来看，如图４（ｂ）和４
（ｃ），三阶离散方法的计算曲线随 ｄｔ增大出现不
同程度的非物理振荡，ｄｔ＝０．１振荡较弱，ｄｔ＝０．２

时振荡最为明显。如果保持图４（ｃ）的其他计算
条件不变，只把子迭代收敛标准提高到０．００５，如
图４（ｄ），振荡现象则削弱很多。可见缩小物理时
间步长或提高子迭代收敛标准能抑制时间高阶离

散所引起的振荡问题（但会增加计算时间）。

（ａ）　升力迟滞环
ｄｔ＝０．１，Ｔｏｌ＝０．０１

　　　（ｂ）　俯仰力矩迟滞环
ｄｔ＝０．１，Ｔｏｌ＝０．０１

（ｃ）　俯仰力矩迟滞环
ｄｔ＝０．２，Ｔｏｌ＝０．０１

　　　（ｄ）　俯仰力矩迟滞环
ｄｔ＝０．２，Ｔｏｌ＝０．００５

图４　时间离散方法不同对计算结果的影响
Ｆｉｇ．４　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｉｍｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ
　　　ａｃｃｕｒａｃｙｏｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ

另外，比较３种离散方法的计算 ＣＰＵ时间，
由表２可见，一阶时间离散方法用时稍长一些，
二、三阶时间离散方法用时较短。通过分析，其原

因是在相同的收敛判据下（Ｔｏｌ＝０．０１），一阶离散
方法计算子迭代步数较多，而二、三阶离散子迭代

步数较少，这从图５可以得到验证（横轴为物理
推进步数，纵轴为子迭代步数）。

图５　时间离散方法不同时子迭代收敛步数的比较
Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｓｏｆｉｎｎｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｒｅｅｔｉｍｅ　 　
　　　　ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ（ｄｔ＝０．１，Ｔｏｌ＝０．０１）
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总体来看，在本文空间采用五阶精度 ＷＣＮＳ
格式离散的条件下，时间导数项采用二阶格式离

散在计算精度、稳定性以及计算效率上都较为

理想。

表２　不同时间离散方法的计算ＣＰＵ时间对比
Ｔａｂ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＣＰＵｔｉｍｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ

ｄｉｓｃｒｅｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙ（ｄｔ＝０．１，Ｔｏｌ＝０．０１）

时间离散方法 一阶离散 二阶离散 三阶离散

ＣＰＵ时间 １．１１ １．０ １．０３

４　结 论

本文基于空间五阶精度格式 ＷＣＮＳ，研究了
高精度格式应用到非定常计算时，“双时间步”方

法子迭代参数选取、子迭代收敛性和控制方程时

间导数不同离散精度等问题。对高精度计算方法

来说，物理时间步长过大会降低非定常计算精度，

取得过分小会使计算周期延长，从而增加计算时

间；时间步长增大同样会降低子迭代收敛能力。

子迭代要达到一定的收敛水平才能满足计算精度

的需要，超过这个限度后计算精度的提升不大，反

而会使计算时间增加。基于空间五阶精度ＷＣＮＳ
格式的时间离散方法研究表明：一阶离散方法计

算收敛能力较差，计算效率稍低；三阶离散方法出

现非物理振荡（提高子迭代收敛水平能够削弱这

种振荡）；而时间二阶离散方法从精度、效率等方

面总体计算表现较好。
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