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摘　要：在内埋裂纹线性线弹簧模型的基础上，通过引入二维权函数将裂纹面上的非均布载荷进行均布
化等效，求解了中心内埋椭圆形裂纹在沿板厚非均匀分布应力场中的应力强度因子，列出了问题的奇异积分

方程，利用ＧａｕｓｓＣｈｅｂｙｓｈｅｖ方法求解了在４种应力场分布情形下的数值结果，并与已有文献的解进行了比
较，当ａ０／ｃ０＜０．４、ａ０／ｈ≤０．３时，两者结果具有较好的一致性，表明了本文方法的合理性和可靠性。
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　　内埋裂纹（图１）是一种常见的未穿透裂纹，
如结构中的气孔、夹渣等缺陷都可能发展为内埋

裂纹，并且其裂纹面常受到残余应力等复杂载荷

的作用，应力场的非均布性使得内埋裂纹应力强

度因子的求解更加困难。对于非均布应力场中的

裂纹问题，有限元法和权函数法是目前比较有效

的手段。计算量大、费用高和准备工作复杂等问

题限制了有限元法的应用推广，而对于权函数法，

虽然有一系列的报道［１－３］，但是三维裂纹问题的

权函数求解复杂，不便于工程实际应用。

线弹簧模型最初由Ｒｉｃｅ等［４］提出，用于计算

表面裂纹应力强度因子，袁杰红等［５］将其推广至

内埋裂纹问题的求解，建立了在远场作用拉伸和

弯曲载荷时无限平板内埋裂纹的线性线弹簧模

型，但是对于裂纹面承受非均布载荷的情况，则不

能直接应用该模型求解。鉴于权函数法求解非均

布应力场中裂纹问题的独特优势，如果将线弹簧

模型和权函数法相结合，则有望求解非均布应力

场中的内埋裂纹问题。本文在无限平板内埋裂纹

线性线弹簧模型［５］的基础上，通过引入二维权函

数将沿板厚非均匀分布的应力场进行等效处理，

求解了中心内埋椭圆形裂纹在沿板厚非均匀分布

应力场中的应力强度因子，给出了相应的数值结

果，并通过与文献［１］的比较，验证了本文方法的
正确性。

图１　中心内埋裂纹示意图
Ｆｉｇ．１　Ａｃｅｎｔｅｒｅｍｂｅｄｄｅｄｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｃｒａｃｋ
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１　无限平板内埋裂纹线性线弹簧模型
描述

　　如图１和图２（ａ）所示，在无穷远处单位宽度
上作用有外力 Ｎ∞和外力矩 Ｍ∞的内埋椭圆形裂
纹（ａ０、ｃ０分别为短轴和长轴半长）的无限平板，
可以转化为裂纹面上作用有线弹簧的长度为２ｃ０
的穿透裂纹平板（图２（ｂ））。线弹簧的本构关系
可由相应位置的平面应变边裂纹板条所受的广义

力和由于裂纹存在引起的附加广义位移的关系来

确定（图２（ｃ））；内埋裂纹前缘各点的应力强度
因子等于相应位置的内裂纹板条的应力强度因

子。这样，求解无限平板内埋裂纹问题便转化为

求解穿透裂纹平板问题和一个作用有弹簧Ｎ（ｘ）、
Ｍ（ｘ）力的内裂纹板条问题，它们都是二维问题。
由前者可获得平板性能方程，由后者可得到线弹

簧本构关系表达式，两者联立后，可得到内埋裂纹

问题的解。

图２　内埋裂纹线弹簧模型
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｌｉｎｅｓｐｒｉｎｇｍｏｄｅｌｏｆｅｍｂｅｄｄｅｄｃｒａｃｋｓ

２　非均布应力场的处理

对于在远场作用载荷Ｎ∞ 和Ｍ∞，在裂纹面作

用非均布载荷σ（珋ｘ，珋ｙ）（珋ｘ＝ ｘｃ０
，珋ｙ＝ ｙｈ均为无量

纲坐标，ｈ为板厚）的中心内埋裂纹，上述线弹簧

模型由于非均布载荷的存在而不能直接应用，但

由上节的描述可知，内埋裂纹前缘各点的应力强

度因子等于相应位置的内裂纹板条的应力强度因

子。那么，可以取在珋ｘ＝珋ｘ０处（图２（ｂ），｜珋ｘ０｜≤１，
珋ｘ＝ｘ／ｃ０，珋ｘ０ ＝ｘ０／ｃ０）平行于ＹＯＺ面的一内裂纹
板条（图２（ｃ））进行研究。在线弹性范围内，根据
叠加原理可将内裂纹板条的应力强度因子分为两

部分求解：一部分是由远场载荷 Ｎ∞ 和 Ｍ∞ 引起
的；另一部分是由非均布载荷σ（珋ｘ０，珋ｙ）引起的。

如图３（ａ）所示为在裂纹面上作用有关于 Ｙ
轴和Ｚ轴对称但非均匀分布应力σ（珋ｘ０，珋ｙ）的内裂

纹板条，根据权函数理论，当
ｌ（珋ｘ０）
ｈ ≤０．３时，其应

力强度因子可由下式［６］获得：

ＫＩ＝ｆσ０ πｌ（珋ｘ０槡 ） （１）

其中，ｆ＝∫
ξ

０

σ 珋ｘ０，珋( )ｙ
σ０

ｈ
π槡ξ
ｍ（珋ｙ，ξ）ｄ珋ｙ，ｍ（珋ｙ，ξ）＝

２
πξ槡 ｈ

ξ
ξ２－珋ｙ槡

２
＋π２ ξ２－珋ｙ槡

２ｔａｎπ( )ξ 为 权 函

数，σ０为原点处应力值，ξ＝
ｌ（珋ｘ０）
ｈ ，ｌ（珋ｘ０） ＝

ａ０ １－（珋ｘ０）槡
２，珋ｙ＝ｙ／ｈ，ｈ为板厚。

图３　内裂纹板条示意图
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｌｉｃｅｗｉｔｈａｃｅｎｔｅｒｅｍｂｅｄｄｅｄｃｒａｃｋ

对于作用均布应力场 σｒ（珋ｘ０）的内裂纹板条
（图３（ｂ）），其应力强度因子的表达式为

ＫＩ＝σｒ（珋ｘ０） πｌ（珋ｘ０槡 ）· ｓｅｃ
πｌ（珋ｘ０）

槡 ｈ （２）

如果 σｒ（珋ｘ０）和 σ（珋ｘ０，珋ｙ）两者引起的应力强
度因子相等，那么σｒ（珋ｘ０）就可以作为非均布应力
场σ（珋ｘ０，珋ｙ）的等效均布应力场。令式（１）和式（２）
相等，可得等效关系式为

σｒ（珋ｘ０）＝ｆσ０ ｃｏｓπ槡 ξ （３）
其中，ｆ、σ０和 ξ均如前所指。这样处理后，由
σ（珋ｘ０，珋ｙ）引起的应力强度因子便可等效为由均布
应力场σｒ（珋ｘ０）引起。

·５４·
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由于ｘ０具有一般性，那么当 ｜ｘ｜≤１时，式
（３）可以写成

σｒ（珋ｘ）＝ｆσ０ ｃｏｓπ槡 ξ （４）

其中，ｆ＝∫
ξ

０

σ 珋ｘ，珋( )ｙ
σ０

ｈ
π槡ξ
ｍ（珋ｙ，ξ）ｄ珋ｙ，ｍ（珋ｙ，ξ）如前

所指，ξ＝ｌ（
珋ｘ）
ｈ，ｌ（

珋ｘ）＝ａ０ １－珋ｘ槡
２。

３　非均布应力场中内埋裂纹的应力强度
因子

　　 将非均布应力场σ（珋ｘ，珋ｙ）等效为均布应力场
σｒ（珋ｘ）后，根据Ｂｕｅｃｋｎｅｒ等效原则，σｒ（珋ｘ）便可以
和远场作用的载荷Ｎ∞和Ｍ∞进行叠加，根据文献
［５］可直接写出求解非均布应力场中内埋裂纹应
力强度因子的无量纲形式的奇异积分方程

∫
１

－１

１
珋ｔ－珋ｘ

＋ｋ１１（珋ｘ，珋ｔ） ｋ１２（珋ｘ，珋ｔ）

ｋ２１（珋ｘ，珋ｔ）
３
珋ｔ－珋ｘ

＋３ｋ（珋ｘ，珋ｔ）＋ｋ２２（珋ｘ，珋ｔ









）

μ１（珋ｔ）

μ２（珋ｔ）{ }
６

ｄ珋ｔ＝－２πＥ

σ∞Ｍ ＋σｒ（珋ｘ）

ｃ０
ｈσ

∞{ }
Ｂ （５）

其中，ｋ（珋ｘ，珋ｔ）、ｋｉ，ｊ（珋ｘ，珋ｔ），ｉ，ｊ＝１，２为已知核函数，
Ｅ为弹性模量，ｃ０为裂纹长轴半长，ｈ为板厚，
μ１（珋ｔ）、μ２（珋ｔ）为未知位错密度函数，珋ｔ＝ｔ／ｃ０，珋ｘ＝
ｘ／ｃ０，σ∞Ｍ ＝ Ｎ∞／ｈ，σ∞Ｂ ＝ ６Ｍ∞／ｈ２，σｒ（珋ｘ） ＝

ｆσ０ ｃｏｓπ槡 ξ为等效均布应力场，其他均如前
所指。

利用 ＧａｕｓｓＣｈｅｂｙｓｈｅｖ方法［７］求解方程（５）
的基本未知量μ１（ｔ）和μ２（ｔ）。之后，通过平板性
能方程［５］和内埋裂纹板条应力强度因子的表达

式［５］就可求得坐标为 珋ｘｋ（珋ｘｋ为 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式

零点）点处的线弹簧内力和裂纹前缘对应点的应

力强度因子。为能得到裂纹前缘任意点的应力强

度因子，可对所得对应 珋ｘｋ的应力强度因子作多项
式拟合。

４　数值结果及分析

令远场拉伸力和弯矩为零，并假设非均布载

荷的分布规律为σ（珋ｘ，珋ｙ）＝σ０
珋ｙ
珔ａ( )
０

ｎ

（σ０为原点处

应力值，珋ｙ＝ｙｈ，珔ａ０＝
ａ０
ｈ）。本文分别计算了在 ｎ＝

０，１，２，３四种情形下，不同 ａ０／ｃ０及 ａ０／ｈ的中心
内埋裂纹的应力强度因子，为了与文献［１］的解
进行对比，把对应力强度因子ＫＩ无量纲化：

珔ＫＩ＝
ＫＩ

σ０
πａ０
槡( )Ｑ

（６）

其中，Ｑ＝１＋１．４６４（ａ０／ｃ０）
１．６５为裂纹形状因子。

需要指出的是文献［１］计算的为有限宽板，ｃ０／
ｂ（ｂ为板宽）的值取为０１。计算时取泊松比 ｖ＝
０３，计算结果及对比情况如图４（ａ）～（ｆ）所示。

图４（ａ）～４（ｆ）表示在四种不同的载荷分布
形式下，几种中心内埋椭圆裂纹前缘各点（以椭

圆参数角 θ表示，图 １）应力强度因子的变化规
律。可以看出，本文与文献［１］的结果有完全相
同的变化趋势。且在 ａ０／ｃ０＜０．４、ａ０／ｈ≤０．３时，
两者的结果具有较好的一致性；随着 ａ０／ｃ０的增
大，两者相对误差有所增大，这是各线弹簧之间由

于裂纹前缘曲率引起相互作用造成的，且这种相

互作用随 ａ０／ｃ０的增大而增大，而线弹簧本身并
没有考虑此种相互作用。此外，文献［１］中有限
板宽的影响也是不可忽略的因素。

（ａ）ａ０／ｃ０＝０．２　 ａ０／ｈ＝０．１　　　　　　　　　　　　　（ｂ）　ａ０／ｃ０＝０．２　 ａ０／ｈ＝０．２５

·６４·
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（ｃ）ａ０／ｃ０＝０．２　 ａ０／ｈ＝０．３　　　　　　　　　　　　　（ｄ）ａ０／ｃ０＝０．４　 ａ０／ｈ＝０．１

（ｅ）ａ０／ｃ０＝０．４　 ａ０／ｈ＝０．２５　　　　　　　　　　　　　（ｆ）　ａ０／ｃ０＝０．４　 ａ０／ｈ＝０．３
图４　中心内埋裂纹应力强度因子

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｓｏｆｔｈｅｃｅｎｔｅｒｅｍｂｅｄｄｅｄｃｒａｃｋ

５　结　论

（１）计算结果表明：本文所建立的非均布应
力场中内埋裂纹应力强度因子的求解方法是合理

可靠的；

（２）受所引用权函数适用范围的限制，本文
方法的适用对象为沿板厚非均布应力场中 ａ０／ｃ０
＜０．４、ａ０／ｈ≤０．３的中心内埋椭圆裂纹，但是这
已经覆盖了工程实际中的大多数情况，且有足够

的精度；

（３）本文利用线弹簧模型将三维问题转化为
二维问题，计算量小、编程方便，适合于工程实际

应用。
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