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摘　要：代数免疫度是布尔函数的一个重要密码学指标。给出了具有最大代数免疫度的偶数元旋转对
称布尔函数的两种构造方法。进一步地，研究了特殊情形时所构造的旋转对称布尔函数的非线性度，当 ｎ≥
１８时，构造３得到的ＭＡＩ旋转对称布尔函数的非线性度优于已知构造的偶数元ＭＡＩ旋转对称布尔函数的非
线性度。

关键词：布尔函数；旋转对称对布尔函数；代数免疫度；非线性度

中图分类号：ＴＮ９１８；ＴＰ３０９　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１０１１－２４８６（２０１２）０４－００８５－０５

ＲｏｔａｔｉｏｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎｅｖｅｎｖａｒｉａｂｌｅｗｉｔｈ
ｍａｘｉｍｕｍａｌｇｅｂｒａｉｃｉｍｍｕｎｉｔｙ

ＤＯＮＧＤｅｓｈｕａｉ１，ＬＩＣｈａｏ１，ＱＵＬｏｎｇｊｉａｎｇ１，ＦＵＳｈａｏｊｉｎｇ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＳｃｉｅｎｃｅ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ；

２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＡｌｇｅｂｒａｉｃｉｍｍｕｎｉｔｙｈａｓｂｅｅｎｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓｏｎｅｏｆｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｆｏｒＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｔｗｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｏｆｒｏｔａｔｉｏｎ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ＲＳＢＦｓ）ｉｎｅｖｅｎｖａｒｉａｂｌｅｗｉｔｈｍａｘｉｍｕｍａｌｇｅｂｒａｉｃｉｍｍｕｎｉｔｙ（ＭＡＩ）ｗｅｒｅｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆ

ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄＲＳＢＦｓｗｅｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｕｎｄｅｒｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｓｏｆＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ２．Ｗｈｅｎｎ≥１８，ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄＭＡＩＲＳＢＦｓｂｙｕｓｉｎｇＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ３ｈａｖｅ

ｈｉｇｈｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｔｈａｎｔｈａｔｏｆａｌｌｋｎｏｗｎＭＡＩＲＳＢＦｓｉｎｅｖｅｎｖａｒｉａｂｌｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｂｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ；ｒｏｔａｔｉｏｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ；ａｌｇｅｂｒａｉｃｉｍｍｕｎｉｔｙ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ

　　近年来，代数攻击引起了国内外密码学者的
关注，代数攻击的基本思想源于 Ｓｈａｎｎｏｎ：他认为
一个密码算法可以表示为一个大的多变元多项式

方程组，求解这个方程组就可以解得密钥。更准

确说，攻击者把一个加密变换表示为一个大的多

变元多项式方程组，然后求解这个方程组来获得

密钥。在２００３年的欧密会上，Ｃｏｕｒｔｏｉｓ等针对流
密码系统中使用的前馈函数或非线性组合函数

等，提出了代数攻击的方法［１］。通过分析使得代

数攻击有效的条件，可以发现，代数攻击的关键是

找到布尔函数ｆ或者１
!

ｆ的低次零化子。为了
抵抗代数攻击，Ｍｉｌｌｅｒ等于２００４年首先提出了布
尔函数的代数免疫度的概念［２］，并证明了对任意

ｎ元布尔函数ｆ，都有ＡＩ（ｆ）≤「ｎ／２?，若上述等号
成立，则称ｎ元布尔函数ｆ具有最大代数免疫度，
即为ＭＡＩ函数。由于布尔函数达到 ＭＡＩ，则其抵
抗一般代数攻击的能力也就最强。因此，具有最

大代数免疫度「ｎ／２?的布尔函数的构造就引起了
人们的关注，得到了众多研究［６－１２］。

旋转对称布尔函数作为一类特殊的布尔函

数，在密码学中有着广泛的应用。因此，如何构造

ＭＡＩ旋转对称布尔函数就成为一个值得研究的
问题。文献［３－５］相继给出了 ＭＡＩ旋转对称布
尔函数的构造方法，其中文献［５］构造出的偶数
元ＭＡＩ旋转对称布尔函数在上述构造中具有最
好的非线性度。本文给出了偶数元 ＭＡＩ旋转对
称布尔函数的两种构造方法，并研究了特殊情形

下所得到的ＭＡＩ函数的非线性度。

１　预备知识

设Ｆｎ２是Ｆ２上的 ｎ维向量空间，一个 ｎ元布

尔函数ｆ（ｘ）是从Ｆｎ２到Ｆ２上的一个映射。ｆ可以
唯一表示为：

ｆ（ｘ）＝ ∑
Ｉ｛１，…，ｎ｝

ａＩ∏
ｉ∈Ｉ
ｘｉ（ａＩ∈Ｆ２）
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　　ｆ的这种表示形式称之为其代数正规型。其
代数次数，记为ｄｅｇ（ｆ），定义为
ｄｅｇ（ｆ）＝ｍａｘ｛｜Ｉ｜：Ｉ｛１，…，ｎ｝，ａＩ＝１｝，

代数次数不超过１的布尔函数称为仿射函数。记
Ｂｎ为全体ｎ元布尔函数的集合，Ａｎ为全体ｎ元仿
射布尔函数的集合。

ｎ元布尔函数ｆ的支撑集定义为
ｓｕｐｐ（ｆ）＝｛ｘ∈Ｆｎ２；ｆ（ｘ）＝１｝，

ｆ的非线性度为其与Ａｎ的最小距离，即
ｎｌｆ＝ｍｉｎ｛ｄｈ（ｆ，ｇ）：ｇ∈Ａｎ｝，其中

ｄｈ（ｆ，ｇ）＝｜｛ｘ∈Ｆ
ｎ
２：ｆ（ｘ）≠ｇ（ｘ）｝｜

布尔函数ｆ的Ｗａｌｓｈ变换定义为

Ｗｆ（ω）＝∑
ｘ∈Ｆｎ２

（－１）ｆ（ｘ）＋ω·ｘ（ω∈Ｆｎ２）

ｎｌｆ＝２
ｎ－１－１２ｍａｘ｛｜Ｗｆ（ω）｜：ω∈Ｆ

ｎ
２｝

记ｆ的零化子集合为
Ａｎｎ（ｆ）＝｛ｇ∈Ｂｎ｜ｆ·ｇ＝０｝

则ｆ的代数免疫度ＡＩ（ｆ）为
ＡＩ（ｆ）＝ｍｉｎ｛ｄｅｇ（ｇ）：ｇ≠０，ｇ∈
Ａｎｎ（ｆ）或者ｇ∈Ａｎｎ（ｆ＋１）｝

下面给出旋转对称布尔函数的定义，设 ｘｉ∈
Ｆ２（１≤ｉ≤ｎ），０≤ｋ≤ｎ－１，令

ρｋｎ（ｘｉ）＝
ｘｉ＋ｋ，　　如果ｉ＋ｋ≤ｎ，

ｘｉ＋ｋ－ｎ　{ 其他

ρｋｎ的定义可以推广到向量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
∈Ｆｎ２上，

ρｋｎ（ｘ１，…，ｘｎ）＝（ρ
ｋ
ｎ（ｘ１），…，ρ

ｋ
ｎ（ｘｎ））

定义１：对任意
ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｆ

ｎ
２，０≤ｋ≤ｎ－１，都有

ｆ（ρｋｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ））＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），
则称ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为旋转对称布尔函数。
Ｇｎ（ｘ１，…，ｘｎ）＝｛ρ

ｋ
ｎ（ｘ１，…，ｘｎ）｜０≤ｋ≤ｎ－１｝，即

Ｇｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）在 ρ
ｋ
ｎ（０≤ｋ≤ｎ

－１）作用下的轨道。显然 Ｆｎ２里的元素被划分为
不同的轨道。设 ｎ为偶数，定义 ｎ元布尔函
数Ｆｎ（ｘ）：

Ｆｎ（ｘ）＝
０，ｗｔ（ｘ）≤ｎ２

１，ｗｔ（ｘ）＞ｎ{
２

文献［７］证明了ＡＩ（Ｆｎ）＝ｎ／２。
引理 １［６］：设 ｎ是一个偶数，ａ１，…，ａ ｎ

ｎ／( )２是

Ｆｎ２中所有重量等于ｎ／２的向量的一个排列，对于

任意的ｉ∈Ｔ＝｛１，２，…，
ｎ
ｎ／( )２｝，

Ａｉ＝｛ｘ∈Ｆ
ｎ
２｜ｓｕｐｐ（ｘ）ｓｕｐｐ（ａｉ）｝，

Ａ°ｉ＝｛ｘ∈Ｆ
ｎ
２｜ｓｕｐｐ（ａｉ）ｓｕｐｐ（ｘ）｝．

对于Ｔ的三个不相交子集Ｉ，Ｊ，Ｋ，如果对任意ｉ∈
Ｉ，存在向量ｂｉ≠ａｉ，使得ｂｉ∈Ａｉ，［∪ｉ＜ｉＡｉ］；对任
意ｊ∈Ｊ，存在向量 ｃｊ≠ａｊ，使得 ｃｊ∈Ａ°ｊ，［∪ｊ＜ｊ

Ａ°ｊ］。则满足支撑集为
｛ｘ∈Ｆｎ２｜ｗｔ（ｘ）＞ｎ／２｝∪

｛ａｉ｜ｉ∈Ｊ∪Ｋ｝∪｛ｂｉ｜ｉ∈Ｉ｝，｛ｃｉ｜ｉ∈Ｊ｝
的ｎ元布尔函数为ＭＡＩ函数。

２　偶变元ＭＡＩ旋转对称布尔函数构造

下面利用引理１给出一类 ＭＡＩ旋转对称布
尔函数的构造，以下都假定ｎ偶。设集合Ｓ＝｛ｉ１，
…，ｉｓ｝｛１，２，…，ｎ／２－２｝，且Ｓ中元素已按升序
排列。对任意ｐ∈Ｓ，定义向量λｐ，ｖｐ∈Ｆ

ｎ
２，满足

ｓｕｐｐ（λｐ）＝｛１，２，…，ｈｐ｝∪｛ｎ／２＋ｕｐ｝（１）
ｓｕｐｐ（νｐ）＝｛１，…，ｎ／２－１｝∪｛ｎ／２＋ｕｐ｝

（２）
其中，２≤ｈｐ≤ｎ／２－２，１≤ｕｐ≤ｈｐ＋１，且若 ｉ１＜ｉ２，
则ｈｉ１≤ｈｉ２，ｕｉ１＜ｕｉ２＜ｎ／２－１．

引理 ２：对于任意ｐ∈Ｓ，有
１．｜Ｇｎ（λｐ）｜＝｜Ｇｎ（ｖｐ）｜＝ｎ，
｜Ｇｎ（珔λｐ）｜＝｜Ｇｎ（珋νｐ）｜＝ｎ；

２．对任意０≤ｑ≤ｎ－１，
ｓｕｐｐ（ρｑ（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ（νｐ）），
ｓｕｐｐ（ρｑ（珋νｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ（珔λｐ））．
引理 ３：
（∪ｐ∈ＳＧｎ（νｐ））∩（∪ｐ∈ＳＧｎ（珋νｐ））＝，且对

任意ｐ∈Ｓ，０≤ｑ１，ｑ２＜ｎ，ｑ１≠ｑ２，有
１．ｓｕｐｐ（ρｑ２（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ１（ｖｐ））；
２．ｓｕｐｐ（ρｑ２（珋νｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ１（珔λｐ））。
证明：首先证明前者，不妨设（∪ｐ∈ＳＧｎ（νｐ））

∩（∪ｐ∈ＳＧｎ（珋νｐ））≠，则存在 ｐ１，ｐ２∈Ｓ，Ｇｎ（νｐ１）
∩Ｇｎ（珋νｐ２）≠，由于νｐ１，珋νｐ２的重量都为ｎ／２，故必
有Ｇｎ（νｐ１）＝Ｇｎ（珋νｐ２）。若１＜ｕｐ２＜ｎ／２－１，则 Ｇｎ
（珋νｐ２）中每个元素都是由两段不相邻且重量不小
于２的片段构造，而Ｇｎ（νｐ１）中元素都是由一个１
与不相邻的连续ｎ／２－１个１构成，故二者所在轨
道不可能相等。若ｕｐ２＝１，则

ｓｕｐｐ（珋νｐ２）＝｛ｎ／２｝∪｛ｎ／２＋２，…，ｎ｝
易知 珋νｐ２Ｇｎ（νｐ１）。故假设不成立。
对于后者，只需证

ｓｕｐｐ（ρｑ２（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ
ｑ１（ｖｐ））即可，此时

只需证ｑ１＜ｑ２（或ｑ１＞ｑ２）时的情形，不妨设 ｑ１＜
ｑ２，这等价证明

·６８·
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ｓｕｐｐ（ρｑ２－ｑ１（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ（ｖｐ））．
若（ｑ２－ｑ１）＋ｎ／２＋ｕｐ≤ｎ，则
（ｑ２－ｑ１）＋ｎ／２＋ｕｐ∈ｓｕｐｐ（ρ

ｑ２－ｑ１（λｐ）），

（ｑ２－ｑ１）＋ｎ／２＋ｕｐｓｕｐｐ（νｐ）{ ．
故此时结论成立。否则，若要证 ｓｕｐｐ（ρｑ２－ｑ１

（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ（ｖｐ）），只需证
ｓｕｐｐ（ρ（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｎ－ｑ２＋ｑ１（ｖｐ））．
已知｛１，２，…，ｈｐ，ｎ／２＋ｕｐ｝ｓｕｐｐ（λｐ），令０

＜ｑ＝ｎ－ｑ２＋ｑ１，若
ｓｕｐｐ（ρ（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ（ｖｐ））
则必存在某个１≤ｉ≤ｎ／２－１，使得ｉ＋ｑ＝ｎ／２

＋ｕｐ，此时有
ｎ／２－１＋ｑ＝ｎ＋ｕｐ－１－ｉ≤ｎ＋ｈｐ－ｉ＜ｎ＋ｈｐ，
故必有｛ｈｐ－１，ｈｐ｝ｓｕｐｐ（ρ

ｑ（νｐ））。即
ｓｕｐｐ（ρ（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｎ－ｑ２＋ｑ１（ｖｐ））．
引理 ４：设ｐ１＜ｐ２（ｐ１，ｐ２∈Ｓ），
０≤ｑ１，ｑ２≤ｎ－１，则
ｓｕｐｐ（ρｑ２（λｐ２））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ１（νｐ１）），
ｓｕｐｐ（ρｑ１（珋νｐ１））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ２（珔λｐ２））．
证明：与引理３的证明类似。
构造 １
Ｓｔｅｐ１选取偶数ｎ，ｎ≥１０。
Ｓｔｅｐ２取非空集合Ｓ，
Ｓ＝｛ｋ１，…，ｋｓ｝｛１，２，…，ｎ／２－２｝，且已按

从小到大顺序排列。对所有 ｐ∈Ｓ，构造形如（１）
（２）的向量λｐ，ｖｐ∈Ｆ

ｎ
２，且满足相应条件。

Ｓｔｅｐ３构造布尔函数ｆ，ｆ的支撑集为
｛ｘ∈Ｆｎ２｜ｗｔ（ｘ）＞ｎ／２｝∪｛Ｇｎ（λｐ）｜ｐ∈Ｓ｝
∪｛Ｇｎ（珋νｐ）｜ｐ∈Ｓ｝＼｛Ｇｎ（珔λｐ）｜ｐ∈Ｓ｝．
定理１：构造１所得的布尔函数为 ＭＡＩ旋转

对称函数。

证明：旋转对称性是显然的。下面证明其

ＭＡＩ性质，已知Ｓ＝｛ｋ１，…，ｋｓ｝，将｛Ｇｎ（λｐ）｜ｐ∈
Ｓ｝上共ｓ·ｎ个元素按所在轨道Ｇｎ（λｐ）中ｐ的大
小从小到大排列，同一轨道上的 ｎ个元素可任意
排列，得到的元素集合记为Ｔ＝｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｓ·ｎ｝。
对任意１≤ｉ≤ｓ·ｎ，设ｂｉ＝ρ

ｑ２（λｋｐ２），定义

Ａｉ＝｛ｘ∈Ｆ
ｎ
２｜ｓｕｐｐ（ｘ）ｓｕｐｐ（ａｉ）｝，

其中ａｉ＝ρ
ｑ２（νｋｐ２），显然 ｂｉ≠ａｉ，ｂｉ∈Ａｉ。下证当

ｉ ＜ｉ时，ｂｉ∪ｉ＜ｉＡｉ成立。假设存在 ｉ ＜ｉ，ｂｉ
＝ρｑ２（λｋｐ２）∈Ａｉ，不妨设ａ

ｉ ＝ρｑ１（νｋｐ１）。根据Ａｉ
的定义，有

ｓｕｐｐ（ρｑ２（λｋｐ２））ｓｕｐｐ（ρ
ｑ１（νｋｐ１））．

由于ｉ ＜ｉ，故必有 ｋｐ１＜ｋｐ２或者 ｋｐ１＝ｋｐ２，ｑ１

≠ｑ２，从而上述式子与引理３，引理４矛盾。即当
ｉ ＜ｉ时，ｂｉ∪ｉ＜ｉＡｉ。

对任意１≤ｉ≤ｓ·ｎ，设
ｂｉ＝ρ

ｑ２（珔λｋｐ２），ａｉ＝ρ
ｑ２（珋νｋｐ２），

Ａ°ｉ＝｛ｘ∈Ｆ
ｎ
２｜ｓｕｐｐ（ａｉ）ｓｕｐｐ（ｘ）｝．

显然ｂｉ≠ａｉ，ｂｉ∈Ａ°ｉ。与上面的证明类似，可证当
ｉ ＜ｉ时，ｂｉ∪ｉ＜ｉＡ°ｉ成立。

令Ｋ＝，Ｉ为｛Ｇｎ（ｖｐ）｜ｐ∈Ｓ｝，对应选取的
元素为｛Ｇｎ（λｐ）｜ｐ∈Ｓ｝，Ｊ为｛Ｇｎ（珋νｐ）｜ｐ∈Ｓ｝，对
应选取的元素为｛Ｇｎ（λｐ）｜ｐ∈Ｓ｝，由引理１得支
撑集为

｛ｘ∈Ｆｎ２｜ｗｔ（ｘ）＞ｎ／２｝∪｛Ｇｎ（λｐ）｜ｐ∈Ｓ｝
∪｛Ｇｎ（珋νｐ）｜ｐ∈Ｓ｝＼｛Ｇｎ（珔λｐ）｜ｐ∈Ｓ｝

的ｎ元布尔函数为ＭＡＩ函数，结论得证。
进一步，可以将λｐ，ｖｐ进行修改，以得到更多

的ＭＡＩ旋转对称函数。设集合 Ｓ＝｛ｉ１，…，ｉｓ｝
｛１，２，…，ｎ／２－５｝，且对任意１≤ｊ＜ｋ≤ｓ，都有 ｉｊ
＜ｉｋ。对任意 ｐ∈Ｓ，定义 λｐ，ｖｐ∈Ｆ

ｎ
２，其支撑分

别为：

｛１，…，ｈｐ｝∪｛ｎ／２＋ｔｐ，…，ｎ／２＋ｕｐ｝ （３）
｛１，…，ｎ／２－１＋ｖｐ－ｕｐ｝
∪｛ｎ／２＋ｖｐ，…，ｎ／２＋ｕｐ｝ （４）

其中３≤ｈｐ≤ｎ／２－３，１≤ｔｐ≤ｕｐ≤ｈｐ＋１，ｕｐ－ｔｐ＋１
＜ｈｐ，ｕｐ－ｔｐ＋１＋ｈｐ＜ｎ／２．
若ｉ１＜ｉ２（ｉ１，ｉ２∈Ｓ），都有ｈｉ１≤ｈｉ２，ｕｉ１＜ｕｉ２．
引理 ５：对任意ｐ，ｐ１，ｐ２∈Ｓ（ｐ１＜ｐ２），有
１．｜Ｇｎ（λｐ）｜＝｜Ｇｎ（ｖｐ）｜＝ｎ；
２．对任意０≤ｑ≤ｎ－１，
ｓｕｐｐ（ρｑ（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ（νｐ））；
３．且对任意ｐ∈Ｓ，０≤ｑ１，ｑ２＜ｎ，ｑ１≠ｑ２，都有

ｓｕｐｐ（ρｑ２（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ
ｑ１（ｖｐ））；

４．设０≤ｑ１，ｑ２≤ｎ－１，则
ｓｕｐｐ（ρｑ２（λｐ２））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ１（νｐ１））．
证明：与引理３的证明类似，不再详述。
构造 ２
Ｓｔｅｐ１选取偶数ｎ，ｎ≥１０；
Ｓｔｅｐ２取非空集合Ｓ，
Ｓ＝｛ｋ１，…，ｋｓ｝｛１，２，…，ｎ／２－５｝，

且已按升序排列。对所有 ｐ∈Ｓ，构造形如（３）
（４）的向量λｐ，ｖｐ∈Ｆ

ｎ
２，且满足相应条件；

Ｓｔｅｐ３构造布尔函数ｆ，ｆ的支撑集为
｛ｘ∈Ｆｎ２｜ｗｔ（ｘ）＞ｎ／２｝∪｛Ｇｎ（λｐ）｜ｐ∈Ｓ｝．
定理 ２：构造２所得的布尔函数为ＭＡＩ旋转

对称函数。

证明：与定理１的证明类似，不再详述。

·７８·
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３　高非线性度ＭＡＩ旋转对称布尔函数

一般情形下，构造１与构造２所给出的 ＭＡＩ
函数的非线性度不容易刻画，下面研究特殊构造

的旋转对称布尔函数的非线性度。设 ｎ（ｎ≥１４）
为偶数，Ｎ＝ｎ／２－５，Ｓ＝｛１，２，…，Ｎ｝，对所有ｐ（１
≤ｐ≤Ｎ），构造λｐ，ｖｐ∈Ｆ

ｎ
２，使得

ｓｕｐｐ（λｐ）＝｛１，２，…，ｐ＋２｝　　
　　　∪｛ｎ／２＋ｐ＋３｝∪Ｔｐ （５）

ｓｕｐｐ（νｐ）＝｛１，２，…，ｎ／２－ｌｐ｝
　　　 　　∪｛ｎ／２＋ｐ＋３｝∪Ｔｐ （６）

其中，ｌｐ＝｜｛｛ｎ／２＋ｐ＋３｝∪Ｔｐ｝｜，

Ｔｐ＝
　　　　　　ｎ／２，ｐ奇偶性不同，
｛ｎ／２＋ｐ＋２｝　ｎ／２，ｐ奇偶性相同{ ．

引理 ６：对于任意ｐ∈Ｓ，有
１．｜Ｇｎ（λｐ）｜＝｜Ｇｎ（ｖｐ）｜

＝｜Ｇｎ（珔λｐ）｜＝｜Ｇｎ（珋νｐ）｜＝ｎ；
２．对任意０≤ｑ≤ｎ－１，
ｓｕｐｐ（ρｑ（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ（νｐ）），
ｓｕｐｐ（ρｑ（珋νｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ（珔λｐ））；
３．对任意ｐ∈Ｓ，０≤ｑ１，ｑ２＜ｎ，ｑ１≠ｑ２，
ｓｕｐｐ（ρｑ２（λｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ１（ｖｐ）），
ｓｕｐｐ（ρｑ２（珋νｐ））ｓｕｐｐ（ρ

ｑ１（珔λｐ））；
４．（∪ｐ∈ＳＧｎ（νｐ））∩（∪ｐ∈ＳＧｎ（珋νｐ））＝．
证明：前三个结论为引理５的直接推论，下面

给出结论 ４的证明。若存在 ｐ１，ｐ２∈Ｓ，使得
Ｇｎ（νｐ１）∩Ｇｎ（珋νｐ２）≠，则同样易有 Ｇｎ（νｐ１）＝
Ｇｎ（珋νｐ２）。若ｐ２＜ｎ／２－５，则易知 珋νｐ２是由两段重
量不小于３的连续１片段构成，而 νｐ１其中一连续
１片段的重量不超过２，故二者所在轨道不可能相
等；若ｐ２＝ｎ／２－５，则 珋νｐ２支撑中两个１片段之间
的距离为１或２（等于｜ｌｐ｜），而 νｐ１支撑中两个片
段之间的距离不小于 ｎ／２＋２－（ｎ／２－１）＝３，且
二者都是长片段在前，故二者所在轨道也不可能

相等，从而假设不成立，结论得证。

构造 ３
Ｓｔｅｐ１选取偶数ｎ，ｎ≥１４；
Ｓｔｅｐ２设Ｎ＝ｎ／２－５，Ｓ＝｛１，２，…，Ｎ｝，对于

所有的ｐ（１≤ｐ≤Ｎ），构造 λｐ，ｖｐ∈Ｆ
ｎ
２如式（５）、

（６）所示；
Ｓｔｅｐ３令 珔λｐ，珋νｐ分别为λｐ，ｖｐ的补，设
Ａ＝∪ｐ∈ＳＧｎ（λｐ），Ｂ＝∪ｐ∈ＳＧｎ（珔λｐ），
Ｃ＝∪ｐ∈ＳＧｎ（珋νｐ）；
Ｓｔｅｐ４构造布尔函数ｆ，满足

ｆ（ｘ）＝
Ｆｎ（ｘ）＋１，ｘ∈Ａ∪Ｂ∪Ｃ

Ｆｎ（ｘ），　　　{ 其他
，

定理 ３：构造３所得到的布尔函数 ｆ为 ＭＡＩ
旋转对称函数，且有

　ｎｌｆ＝
２ｎ－１－

ｎ－１
ｎ／( )２ ＋ｎ

２－１６ｎ＋６０
２ ，

ｎ
２为奇数

２ｎ－１－
ｎ－１
ｎ／( )２ ＋ｎ

２－１６ｎ＋４８
２ ，

ｎ
２









 为偶数

证明：旋转对称是显然的，ＭＡＩ的证明与定
理１类似，不再详述。易知此时有

Ｗｆ（μ）＝ ∑
ｘ∈Ａ∪Ｂ∪Ｃ

（－１）Ｆｎ（ｘ）＋１＋ｘ·μ＋

∑
ｘＡ∪Ｂ∪Ｃ

（－１）Ｆｎ（ｘ）＋ｘ·μ ＝∑
ｘ∈Ｆｎ２

（－１）Ｆｎ（ｘ）＋ｘ·μ＋

２∑
ｘ∈Ａ∪Ｂ∪Ｃ

（－１）Ｆｎ（ｘ）＋１＋ｘ·μ ＝ＷＦｎ（μ）＋

２∑
ｘ∈Ｂ
（－１）ｘ·μ－２∑

ｘ∈Ａ
（－１）ｘ·μ－２∑

ｘ∈Ｃ
（－１）ｘ·μ

分情况讨论之：

１．若μ＝０：此时ＷＦｎ（μ）＝
ｎ
ｎ／( )２，

∑
ｘ∈Ｇｎ（λｐ）

（－１）ｘ·μ ＝｜Ｇｎ（λｐ）｜＝ｎ，而

Ｗｆ（μ）＝ＷＦｎ（μ）＋２∑
ｘ∈Ｂ
（－１）ｘ·μ

－２∑
ｘ∈Ａ
（－１）ｘ·μ－２∑

ｘ∈Ｃ
（－１）ｘ·μ

＝ ｎ
ｎ／( )２＋２Ｎ·ｎ－２Ｎ·ｎ－２Ｎ·ｎ

所以｜Ｗｆ（μ）｜＝
ｎ
ｎ／( )２－２Ｎ·ｎ．

２．若 ｗｔ（μ）＝１：此时 ＷＦｎ（μ）＝
ｎ
ｎ／( )２，

∑
ｘ∈Ｇｎ（λｑ）

（－１）ｘ·μ ＝ｎ－２ｗｔ（λｑ），从而∑
ｘ∈Ｃ
（－１）ｘ·μ

＝０，若 ｎ／２为奇数，易计算有 ２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（珔λｐ）

（－

１）ｘ·μ－２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（λｐ）

（－１）ｘ·μ ＝４∑
１≤ｐ≤Ｎ

（２ｗｔ（λｐ）

－ｎ）＝８ ∑
１≤ｉ≤（ｎ－１０）／４

（ｎ－４ｉ－６）＝１６ｎ－ｎ２－６０；

若ｎ／２为偶数，同样易有２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（珔λｐ）

（－１）ｘ·μ－

２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（λｐ）

（－１）ｘ·μ ＝４∑
１≤ｐ≤Ｎ

（２ｗｔ（λｐ）－ｎ）＝

１６ｎ－ｎ２－４８。从而

｜Ｗｆ（μ）｜＝

ｎ
ｎ／( )２－ｎ２＋１６ｎ－６０，ｎ２为奇数
ｎ
ｎ／( )２－ｎ２＋１６ｎ－４８，ｎ２{ 为偶数

３．若 ｗｔ（μ）＝ｎ：当 ｎ／２为奇数时，ＷＦｎ（μ）

＝－ ｎ
ｎ／( )２；ｎ／２为偶数时，ＷＦｎ（μ）＝

ｎ
ｎ／( )２。若

·８８·
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ｎ／２为奇数，则 ｗｔ（λｐ）恒奇，故 ｗｔ（珔λｐ）也恒奇，
从而

２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（λｐ）

（－１）ｘ·μ ＝２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（珔λｐ）

（－１）ｘ·μ

＝２∑
１≤ｐ≤Ｎ

－ｎ＝－２Ｎｎ

若ｎ／２为偶数，由于 ｗｔ（λｐ）恒为偶数，则
ｗｔ（珔λｐ）也恒为偶数，故

２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（λｐ）

（－１）ｘ·μ ＝２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（珔λｐ）

（－１）ｘ·μ

＝２∑
１≤ｐ≤Ｎ

ｎ＝２Ｎｎ

另一方面

２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（珋νｐ）

（－１）ｘ·μ ＝２∑
１≤ｐ≤Ｎ

∑
ｘ∈Ｇｎ（珋νｐ）

（－１）ｎ／２

＝２Ｎｎ（－１）ｎ／２

故此时总有｜Ｗｆ（μ）｜＝
ｎ
ｎ／( )２－２Ｎｎ．

４．若 ２≤ ｗｔ（μ）≤ ｎ－１：由文献［７］知

｜ＷＦｎ（μ）｜≤
１
ｎ－１

ｎ－１
ｎ／( )２ ，又ｎ≥１４，故

｜Ｗ（μ）｜≤｜ＷＦｎ（μ）｜＋｜２∑
ｘ∈Ｂ
（－１）ｘ·μ｜

＋｜２∑
ｘ∈Ａ
（－１）ｘ·μ｜＋｜２∑

ｘ∈Ｃ
（－１）ｘ·μ｜

≤ １
ｎ－１

ｎ－１
ｎ／( )２ ＋６Ｎｎ≤

ｎ－１
ｎ／( )２ －２Ｎｎ．

当ｎ≥１４时，易知２Ｎｎ＞ｎ２－１６ｎ＋６０，故ｆ
的Ｗａｌｓｈ谱的绝对值仍在ｗｔ（μ）＝１时达到最大，
代入非线性度的计算公式可得。

表１　非线性度的比较
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ

ｎ 文献［５］的构造 构造３

１８ １０６７９８ １０６８１０

２０ ４３１９７４ ４３１９７４

２２ １７４４５００ １７４４５３２

２４ ７０３６６３０ ７０３６６５０

４　结　论

本文给出了具有最大代数免疫度的偶数元旋

转对称布尔函数的两种构造方法，并研究了特殊

情形时所构造的旋转对称布尔函数的非线性度。

当然，仍有许多的问题值得进一步研究，如怎样使

得所构造的 ＭＡＩ旋转对称布尔函数达到平衡以
及怎样构造奇数变元的 ＭＡＩ旋转对称布尔函数
等，这些都是我们下一步研究的方向。
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