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含噪稀疏信号重构的 ｌ０范数期望值最小化方法
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摘　要：压缩感知理论是对信号压缩的同时进行感知的新理论，而如何通过有限的测量值重构稀疏信号
是压缩感知理论中的核心问题。针对测量值受噪声污染的含噪稀疏重构问题，提出了近似 ｌ０范数期望值最
小化方法。该算法基本思想是将含噪稀疏重构问题转化为近似 ｌ０范数期望值最小化问题，并利用噪声的统
计特征将随机最优化问题化简为常规的最优化问题，然后采用最速下降法求解。数值仿真表明，本文提出的

方法具有更好的重构精度，且计算量较小。
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　　据奈奎斯特采样定理，采样速率必须达到带
宽的两倍以上，才能完全重构信号。随着人们对

信息需求量的增加，携带信息的信号带宽越来越

宽，这无疑对采样速率和信号处理速度要求越来

越高，同时数据存储、传输以及处理都需要付出很

大的代价。Ｄｏｎｏｈｏ［１］和 Ｃａｎｄｅｓ［２］提出的压缩感
知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇｏｒＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳａｍｐｌｉｎｇ，
ＣＳ）为解决以上问题提供了思路，而 ＣＳ理论中的
核心问题是如何用有限的测量值重构稀疏信号，

其本质是非欠定方程组求最稀疏解的问题，该问

题广泛应用于压缩感知的稀疏重构［１－２］、基于冗

余字典的稀疏分解［３］以及欠定盲源分离［４］等领

域。近年来，稀疏重构问题受到越来越多学者的

关注，特别是针对含噪稀疏重构问题，如何构造快

速稳定的算法，是稀疏信号重构问题的难点。

令信号 ｚ∈Ｒｎ在某一组正交基或者紧框架
Ψ的变换系数是稀疏的，即 ｚ＝Ψｘ，其中 ｘ∈Ｒｎ

是稀疏向量，ｘ０＝ｋｎ，ｋ表示稀疏度。则稀疏
信号的重构问题表示

ｙ＝ΦΨｘ
其中Φ是 ｍ×ｎ维观测矩阵，Ψ是 ｎ×ｎ维基矩
阵，向量ｙ∈Ｒｍ（ｍ＜ｎ）为测量值。令Ａ＝ΦΨ，则
稀疏信号的重构问题等价于求解线性非欠定方程

组ｙ＝Ａｘ最稀疏解的问题，也等价于ｌ０范数的最
小化问题。但文献［５］指出，ｌ０范数最小化问题
的求解需要组合搜索，随着维数的增加难以实现。

因此，直接求解 ｌ０范数最小化问题不可行，需要
寻求其他的方法。现有的方法主要有四类，分别

是ＢＰ（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ）算法［６－７］、贪婪算法［８－１０］、

ＩＲＬＳ算法［１１－１３］以及ＳＬ０算法［１４－１５］

其中最著名的是 ＢＰ算法，该算法将 ｌ０范数
最小化问题求解转化为 ｌ１范数最小化问题求解。
其基本思想是满足一定条件下ｌ１范数最小化与ｌ０
范数最小化具有相同的稀疏解［２１－２２］。然而，ＢＰ
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算法所需计算量较大，且重构稀疏向量时需要较

多的测量值。贪婪类算法需要较少的计算量，但

往往需要较多的观测值且估计精度不高。ＩＲＬＳ
算法将ｌ０范数最小化问题转化加权 ｌ２范数的最
小化问题，不同ＩＲＬＳ方法选择了不同的加权矩阵
Ｗ。ＩＲＬＳ算法需要较少的测量，但收敛速度往往
较慢，且容易收敛于局部最优解。ＳＬ０算法则通
过一类高斯函数近似ｌ０范数，从而把 ｌ０范数最小
化问题转化为近似ｌ０范数的最小化问题。ＳＬ０算
法计算速度快，且重构信号时仍然需要较少的测

量值，但对噪声较为敏感。

在实际应用中，噪声往往是不可避免的，含噪

稀疏重构问题表示为

ｙ＝Ａｘ＋ε （１）
其中ε表示噪声。针对以上问题，学者们对 ＢＰ
算法加以改进，提出了相应的算法用于抑制噪声，

最常见的方法有 ＬＡＳＳＯ方法［１６］和 ＤＳ［１７］方法。
ＬＡＳＳＯ方法是ｌ１范数优化和 ｌ２范数约束的最优
化问题，而ＤＳ方法则是 ｌ１范数优化和 ｌ∞范数约
束的最优化问题。ＬＡＳＳＯ算法和 ＤＳ算法分别采
用ｌ２和ｌ∞范数作为约束条件，对噪声有一定的抑
制作用，比 ＢＰ算法更加稳健。但当信噪比较低
时两种算法计算性能均欠佳，且和 ＢＰ算法一样
存在计算量大以及需要较多测量值的缺点。

针对含噪稀疏重构问题，本文提出了近似 ｌ０
范数期望值最小化方法 （ＥｘｐｅｃｔａｔｉｏｎＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌ０ｎｏｒｍ，ＥＭＬ０）。与已有的算法相
比较，本文提出的方法具有更好的重构精度，且计

算量较小。

１　ＥＭＬ０算法基本思想

ＥＭＬ０算法的基本思想是将含噪稀疏重构问
题转化为近似 ｌ０范数期望值最小化问题。首先
将等式约束 ｌ０范数最小化问题转化为含随机变
量的非约束ｌ０范数最小化问题，然后利用高斯函
数近似ｌ０范数并取期望值，建立近似 ｌ０范数期望
值最小化问题，最后利用噪声的统计特征将随机

最优化问题转化为常规的最优化问题，然后用最

速下降法求解。

含噪信号的稀疏重构问题（１），等价于等式
约束的ｌ０范数最小化问题

ｍｉｎ
ｘ
　 ｘ０

ｓ．ｔ． Ａｘ＝ｙ－{ ε
（２）

本文仅研究均值为０，方差为 σ２Ｉｎ的高斯白
噪声。问题（２）中等式约束条件的ｘ可以表示为

ｘ＝Ｆｚ＋珘ｘ
其中Ｆ＝（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｍ）

Ｔ是由 Ａ的零空间中任
意一组基构成的 ｎ×（ｎ－ｍ）维矩阵，珘ｘ是问题
（２）中等式约束的特解。可以知道 Ｆ是确定的，
而特解珘ｘ是与随机变量 ε相关的，下面推导 珘ｘ关
于ε的解析表达式。

问题（２）中的约束等式可以化为

（Ａ１　Ａ２）
ｘ１
ｘ( )
２

＝ｙ－εＡ１ｘ１＋Ａ２ｘ２＝ｙ－ε

其中Ａ＝（Ａ１　Ａ２），ｘ＝（ｘ１　ｘ２）
Ｔ。假设 Ａ１可

逆，令ｘ２＝０，则问题（２）中约束等式的一个特解
可以表示为

珘ｘ＝
ｘ１
ｘ( )
２

＝
Ａ－１（ｙ－ε）( )０

令Ａ－１１ ＝（Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ）
Ｔ，则ｘ可以表示为

ｘ＝
Ｆｉｚ＋Ｂｉｙ－Ｂｉε　（ｉ≤ｍ）

Ｆｉｚ （ｉ＞ｍ{ ）
（３）

由文献［１３］给出的 ｘ０的近似处理方法，令

Ｌ取一个很小的值，可得

ｘ０≈ｎ－∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｘｐ（－ｘ２ｉ／２Ｌ

２） （４）

可见，当Ｌ→０时，（４）式趋于相等。
将式（３）和式（４）代入问题（２）的目标函数

中，ｎ是一个常数，对最优化结果没有影响，得到
等价的无约束近似ｌ０最小化问题

ｍｉｎ
ｚ
ｆＬ（ｚ，ε）＝－∑

ｍ

ｉ＝１
ｅｘｐ［－（Ｆｉｚ＋Ｂｉｙ－Ｂｉε）

２／２Ｌ２］

－∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｅｘｐ［－（Ｆｉｚ）

２／２Ｌ２］ （５）

式（５）是一个目标函数包含随机变量 ε的最
小化问题，因此我们取目标函数的期望值最小，得

到近似ｌ０范数期望值问题

ｍｉｎ
ｚ
Ｅ［ｆＬ（ｚ，ε）］＝ｍｉｎｚ－∑

ｍ

ｉ＝１
Ｅ｛ｅｘｐ［－（Ｆｉｚ＋

Ｂｉｙ－Ｂｉε）
２／２Ｌ２］｝－∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｅｘｐ［－（Ｆｉｚ）

２／２Ｌ２］

（６）
下面将利用噪声 ε的统计特性简化近似 ｌ０

范数期望值最小化问题（６）。首先证明以下
结论。

结论１　若 β是一满足高斯分布的随机变
量，其均值为ｕ，方差为σ２，则

Ｅ ｅｘｐ（－β２／２Ｌ２[ ]） ＝
Ｌ
σ２＋Ｌ槡

２
ｅｘｐ －ｕ２／２σ２＋Ｌ( )[ ]２

证明　由β满足高斯分布可知
　　Ｅ［ｅｘｐ（－β２／２Ｌ２）］

·６４·
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　 ＝ １
２槡πσ
∫
∞

－∞
ｅｘｐ（－β２／２Ｌ２）ｅｘｐ（－（β－ｕ）２／２σ２）ｄβ

＝ Ｌ
σ２＋Ｌ槡

２
ｅｘｐ －ｕ２／２σ２＋Ｌ( )[ ]２

　　证明完毕。
易知当 ｉ≤ｍ时，ｘｉ满足正态分布，其均值是

Ｆｉｚ＋Ｂｉｙ，方差为 Ｂｉ
２
２σ
２，利用结论１随机期望

值优化模型（６）可以简化为

ｍｉｎ
ｚ
ｆＬ（ｚ）＝－∑

ｍ

ｉ＝１

Ｌ
Ｃｉ
ｅｘｐ－（Ｆｉｚ＋Ｂｉｙ）

２／２Ｃ２[ ][ ]ｉ

－∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｅｘｐ－（Ｆｉｚ）

２／２Ｌ( )２ （７）

其中Ｃｉ＝ Ｂｉ
２
２σ
２＋Ｌ槡

２是不包括变量ｚ的常数。
信号的稀疏重构则通过求解最优化问题（７）
得到。

随机期望值优化问题（７），是一个无约束优
化问题，当参数Ｌ较小时，目标函数 ＦＬ（ｚ）具有高
度不平滑特征，使求解问题（７）时容易收敛于局
部最优解。为了使最小化问题（７）能够尽量收敛
于全局最优解，本文取参数Ｌ为一组下降序列

（Ｌ１，Ｌ２，…，ＬＪ）
其中Ｌ１为较大正常数，ＬＪ为接近于零的正常数。
然后，将参数Ｌ＝Ｌｊ－１时得到（７）的最优解ｚＬｊ－１，作
为参数为Ｌ＝Ｌｊ时求解最小化问题（７）的初始值，
从而使算法逐步靠近参数为 Ｌ＝ＬＪ时的全局最
优解。

当参数取Ｌ＝Ｌｊ时最小化问题（７），是一个无
约束最优化问题，用最速下降法求解得到 ｚ^。式
（３）的均值作为ｘ的估计值 ｘ^，即

ｘ^＝Ｆ^ｚ＋［Ａ－１ｙ　０］Ｔ

２　ＥＭＬ０算法

基于上节分析，本文提出了ＥＭＬ０算法，该算
法的详细描述见算法１。

算法注释如下：

一般取δｊ＝γδｊ－１，ｊ＝２，…，Ｊ，γ∈（０．５，１），下
面分别讨论参数 δ１和 δＪ的选取。令 珓ｘ＝ｍａｘｉ
ｘ０ｉ ，为了使算法能够较快地收敛，则令参数 δ１
满足

ｆδ（珓ｘ）＝
２
π
ａｒｃｔａｎ（珓ｘ

２

２δ２１
）≤１２δ１≥

珓ｘ

槡２

为了节省计算量，本文取δ１＝
ｍａｘｉ ｘ

０
ｉ

槡２
。当δＪ

→０时，则ＦδＪ（ｘ）→ ｘ０，即δＪ越小，则ＦδＪ（ｘ）越
能反映向量ｘ的稀疏性，但同时对噪声也越敏感。
为了使对噪声不会太敏感，δＪ的取值不宜过小。

算法１：ＥＭＬ０算法

算法输入：矩阵Ａ，受噪声污染的测量值ｙ
初始化：

（１）选定初始值 ｚ^０；
（２）选择下降序列［Ｌ１Ｌ２…ＬＪ］，及终止准则ξ；
（３）计算矩阵Ｆ和Ｂ

算法迭代：ｆｏｒ　ｊ＝１，２，…，Ｊ
（１）令Ｌ＝Ｌｊ，ξ＝ξｊ；
（２）用最速下降法求解最小化问题（７）；
（ａ）初始化 ｚ^＝^ｚｊ－１；
（ｂ）计算ｆＬ（ｚ）在 ｚ^处梯度方向。
ｄ＝ｆＬ（^ｚ），若 ｆＬ（^ｚ）２≤Ｌξ，转到步骤（３）；
（ｃ）搜索步长ｔ使得　ＦＬｊ ｚ^－( )ｔｄ＜ＦＬｊ ＾( )ｚ；
（ｄ）令 ｚ^＝^ｚ＋ｔｄ，转步骤（ｂ）；
（３）令 ｚ^ｊ＝^ｚ

输出结果：^ｚ＝^ｚＪ，^ｘ＝Ｆ^ｚ＋［Ａ
－１ｙ　０］Ｔ；

３　数值仿真

本节将通过仿真验证 ＥＭＬ０算法的性能，并
与ＳＬ０［１４］、ＬＡＳＳＯ［１６］以及 ＤＳ［１７］三种方法进行比
较。仿真１比较了四种算法的计算时间；仿真２
比较了噪声对四种算法性能的影响；仿真３比较
了稀疏度对四种算法性能的影响。

下面所有数值仿真中，矩阵 Ａ是高斯随机矩
阵，由ｒａｎｄｎ（ｍ，ｎ）命令生成；稀疏信号 ｘ∈Ｒｎ仅
包含ｋ个非零元素，且非零元素由均值为０，方差
为１的高斯随机数构成；测量值向量通过 ｙ＝Ａｘ
＋ε生成，其中ε表示均值为０，方差为 σ２Ｉｎ的高
斯白噪声。重构信噪比定义为

ＲＳＮＲ＝１０ｌｇ（ｘ２／ｘ－^ｘ２）

仿真１　计算量的比较
本次仿真将通过计算时间来衡量算法的计算

量。仿真环境如下：软件是 ＭＡＴＬＡＢ７．９和
ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ操作系统；计算机配置为奔腾２．８Ｇ
处理器，１Ｇ内存。

表１分别比较了四种方法２００次独立仿真的
平均计算时间。可以看出，ＥＭＬ０的计算时间略
大于ＳＬ０方法，但远小于ＬＡＳＳＯ和ＤＳ方法。

仿真２　噪声对重构信噪比的影响
本次仿真将研究噪声均方差 σ对算法性能

的影响，并与其他方法相比较。仿真参数设置为

ｎ＝２５６，ｍ＝１２８，ｋ＝４０，噪声均方差 σ从０．０２增
加到０．５。重构信噪比取２００次实验的平均值。

图１比较了四种方法不同均方差时重构信噪
比。由图１可以看出，ＬＡＳＳＯ算法重构信噪比最
低，其次是 ＤＳ算法和 ＳＬ０算法，ＥＭＬ０在不同噪

·７４·
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图１　不同均方差时的重构信噪比
Ｆｉｇ．１　ＲＳＮＲｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓσ

图２　不同稀疏度时的重构信噪比
Ｆｉｇ．２　ＲＳＮＲｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｋ

声均方差条件下重构信噪比均高于 ＳＬ０算法、ＤＳ
算法以及ＬＡＳＳＯ算法。

仿真３　稀疏度对性能的影响
本次仿真将研究信号稀疏度ｋ对算法性能的

影响。取信号维数ｎ＝２５６，测量值数量 ｍ＝１２８，
噪声均方差 σ＝０．１，稀疏度 ｋ从１０增加到７０。
重构信噪比取２００次实验的平均值。

图２比较了四种算法不同稀疏度ｋ的重构信
噪比。由图２可以看出，四种算法中 ＥＭＬ０算法
的重构信噪比最高，ＬＡＳＳＯ算法的重构信噪比最
低，ＤＳ算法的重构信噪比最接近ＬＡＳＳＯ算法。
表１　ＥＭＬ０、ＳＬ０、ＤＳ以及ＬＡＳＳＯ计算时间的比较

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｉｍｅｏｆＥＭＬ０，ＳＬ０，ＤＳａｎｄＬＡＳＳＯ

（ｎ，ｍ，ｋ） ＥＭＬ０ ＳＬ０ ＤＳ ＬＡＳＳＯ

（１０００，４００，１００）
（１０００，２００，５０）
（１０００，１００，３０）

１．５１５０
０．６５６０
０．３４４０

０．９６９０
０．４８５０
０．２８１０

１２．５９２２
８．４５７８
７．８４６９

２５．８６４１
１９．５５３１
１８．５６７２

４　结论

针对含高斯白噪声的稀疏重构问题，本文提出

了ＥＭＬ０算法。该算法将含噪稀疏重构问题转化为
近似ｌ０范数期望值最小化问题，并利用噪声的统计
特征将随机最优化问题化简为常规的最优化问题，

然后采用最速下降法求解。由于利用了噪声的统计

特征，提高了算法对噪声的适应能力。数值试验表

明该算法能够提高估计精度，且计算量较小。
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