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基于子协方差阵加权的三星时差定位数据综合

叶浩欢，柳　征，姜文利
（国防科技大学 电子科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：为提高三星时差定位系统的定位精度，需要将系统在不同时间得到的多个定位估计结果进行统
计综合。本文提出了一种基于子协方差阵加权的定位数据综合算法。该算法根据单点定位精度分析结果，

先利用定位误差协方差的二维子阵的逆矩阵作为权矩阵，通过加权最小二乘估计目标空间三维坐标位置中

的其中两维，再利用ＷＧＳ－８４地球模型求解另一维坐标。仿真实验表明，相比已有算法，所提新算法可以明
显提高定位精度。
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　　时差定位方法在军事、民用领域都有相当广
泛的应用［１－４］。其中，三星时差定位体制由于定

位精度高、覆盖范围广等原因而在电子侦察、海洋

监视等方面具有重要价值，其典型应用如美国的

“白云”侦察卫星系统［５］。

已有的相关理论研究大多侧重于定位算法本

身，例如线性化迭代最小二乘算法［６－７］、基于球面

模型的解析算法［８］以及基于 ＷＧＳ－８４地球椭球
模型的解析算法［９－１０］等。然而，在卫星电子侦察

应用中，通常卫星一次过顶就能对地面的同一目

标进行长达数分钟甚至十几分钟的持续观测，期

间可产生几十甚至数百个定位结果［１１］。这种情

况下，如何对这些定位观测进行统计综合，以尽可

能提高最终的定位精度，是实际应用中面临的一

个问题。以往在工程中通常采用直接求均值的方

法，这种方法虽然简单，但显然不能达到最优的综

合效果，因为不同的定位观测一般误差大小不同，

甚至差异很大，采用相同的权值很不合理。若要

提高综合定位估计效果，必须根据定位误差信息

对不同的定位观测进行加权，文献［１２］考虑了无
线通信中移动台的定位综合问题，并提出利用定

位精度几何稀释因子（ＧＤＯＰ）加权。然而，ＧＤＯＰ
虽然可以反映定位误差绝对量的大小，但它不包

含误差在各空间坐标方向上的分量之间的相关信

息，因而这种方式也不是最优的。

针对上述问题，本文将致力于利用更为精确

的定位误差信息，对三星时差定位多次观测数据

进行加权综合。考虑到基于 ＷＧＳ－８４地球模型
的解析定位算法具有速度快、精度高等优

点［９－１０］，本文以该算法的定位结果作为观测值，

进行加权综合方法研究。
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１　定位模型与误差分析

１．１　三星时差定位模型

设在地固坐标系中，某次观测时三颗卫星的

三维空间坐标位置分别为Ｏｉ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）（其中，ｉ＝
０，１，２表示卫星序号，以下若无特别声明，其涵义
不变），辐射源位置为Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ），同一辐射源信号
到达三星的到达时间（ＴｉｍｅｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＴＯＡ）分别
为ｔｉ，由此可得卫星ｉ（ｉ＝１，２）与卫星０的信号到
达时间差（即两路时差）分别为 Δｔｉ＝ｔｉ－ｔ０，于是
可以得到如下定位方程组［１０］：

ｒ１－ｒ０＝ｃΔｔ１
ｒ２－ｒ０＝ｃΔｔ２

ｘ２＋ｙ２＋ ｚ２

１－ｅ( )２
＝ａ









 ２

（１）

式中，ｒｉ ｘ－ｘ( )ｉ
２＋ ｙ－ｙ( )ｉ

２＋ ｚ－ｚ( )ｉ槡
２表示目

标与各卫星间的距离，ｃ为光速，ａ为地球长半轴，
ｅ为第一偏心率。方程组第三个等式表示ＷＧＳ－
８４地球椭球模型［１０］，该模型假设地表上的点都

满足这一等式约束。利用三星位置以及三个

ＴＯＡ的测量值，求解上述方程组可解析地求得辐
射源位置［１０］，得到单点定位观测结果。

１．２　单点定位误差分析

实际应用中，卫星位置以及 ＴＯＡ的测量都含
有误差，因而将测量值代入式（１）进行定位解算
必然引入定位误差。本文假设各测量噪声都是零

均值的高斯噪声，并且只考虑它们带来的定位

误差。

假设某次观测时各卫星的星址测量误差矢量以

及ＴＯＡ测量误差分别为ηｉ＝（ηｉｘ，ηｉｙ，ηｉｚ）
Ｔ（上标“Ｔ”

表示“转置”）以及ηｉｔ，并令ｕｉ＝（ｕｉｘ，ｕｉｙ，ｕｉｚ）
Ｔ表示目

标与各卫星连线所在方向上的单位方向余弦矢量ｕｉ

＝
ｘ－ｘ( )ｉ
ｒｉ
，
ｙ－ｙ( )ｉ
ｒｉ
，
ｚ－ｚ( )ｉ
ｒ( )
ｉ

Ｔ

，ｘ＝ｘ，ｙ，[ )ｚＴ表示目

标的真实位置矢量，^ｘ＝ ｘ^，^ｙ，^[ ]ｚＴ表示此次观测
的定位结果，ｄｘ＝ｘ^－ｘ表示定位误差矢量，则可
得定位误差协方差如下［１３］

Ｐｄｘ＝Ｕ
－１ ｃ２Ｅμμ( )Ｔ ＋Ｅｖｖ( )[ ]Ｔ Ｕ( )－１ Ｔ （２）

式中，矩阵Ｕ＝

ｕ１ｘ－ｕ０ｘ ｕ１ｙ－ｕ０ｙ ｕ１ｚ－ｕ０ｚ
ｕ２ｘ－ｕ０ｘ ｕ２ｙ－ｕ０ｙ ｕ２ｚ－ｕ０ｚ

ｘ ｙ ｚ
１－ｅ( )











２

，

μ＝（μ１，μ２，０）
Ｔ（其中，μ１＝η０ｔ－η１ｔ及 μ２＝η０ｔ－

η２ｔ分别表示两路时差的测量误差），ｖ＝［ｕ
Ｔ
１η１－

ｕＴ０η０，ｕ
Ｔ
２η２－ｕ

Ｔ
０η０，０］

Ｔ。

文献［１３］给出的上述定位误差分析结果不
含噪声方差的显式表示。考虑到各卫星的观测是

独立的，因此，本文假设三星的 ＴＯＡ测量误差互
不相关，且方差同为σ２ｔ，即Ｅη

２[ ]ｉｔ ＝σ
２
ｔ；另外假设

各卫星之间的星址测量误差互不相关，同一卫星

位置各坐标方向的测量误差互不相关，且方差同

为σ２ｓ（即Ｅηｉη
Ｔ[ ]ｉ ＝σ

２
ｓＩ）。这样，通过简单分析，

可得在式（２）中
Ｅμμ( )Ｔ ＝σ２ｔＫ

Ｅｖｖ( )Ｔ ＝σ２ｓ{ Ｋ
（３）

其中，Ｋ＝
２ １ ０
１ ２ ０









０ ０ ０
。于是，可将式（２）进一步表

示成

Ｐｄｘ＝Ｅｄｘｄｘ( )Ｔ ＝Ｕ－１ＫＵ( )－１ Ｔ ｃ２σ２ｔ＋σ
２( )ｓ Ａσ

２

（４）
式中，σ２ｃ２σ２ｔ＋σ

２
ｓ为测时噪声方差与星址测量

误差的线性组合，矩阵因子 ＡＵ－１Ｋ Ｕ( )－１ Ｔ，它

只与卫星以及目标位置有关。于是将 Ｐｄｘ分解成
了“位置项”Ａ与“噪声项”σ２，这两项相对独立，
意味着当测量噪声不变时，Ａ与Ｐｄｘ等价。

当三星以一定轨道飞行时，卫星位置不断变

化，导致式（４）中的因子Ａ也不断变化，意味着不
同定位观测的误差也将不同，因而定位误差具有

时变特性。这种情况下，对不同时刻的多次定位

观测进行统计综合时，以往工程中常用的直接求

均值的方式不是最优的，而应根据定位误差分别

加权，以下将给出本文的加权综合方法。

２　加权综合方法

２．１　最小二乘加权综合

假设第ｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）次观测的定位结果
以及误差分别为 ｘ^ｊ以及ｄｘｊ，则 ｘ^ｊ＝ｘ＋ｄｘｊ，于是，
ｍ次观测对应的观测矢量可以表示成

Ｘ^＝Ｈｘ＋Ｖ （５）

式中 Ｘ^与Ｖ同为３ｍ维的矢量，Ｘ^＝ ｘ^Ｔ１，…，^ｘ
Ｔ[ ]ｍ
Ｔ，

Ｖ＝ ｄｘＴ１，…，ｄｘ
Ｔ[ ]ｍ
Ｔ；Ｈ＝ Ｉ１，…，Ｉ[ ]ｍ

Ｔ，Ｉｊ为３×３
的单位矩阵。假设 Ｃ＝ＥＶＶ( )Ｔ 为 ｍ次观测误差
的协方差，则根据式（５）的观测模型，对目标位置
进行加权最小二乘估计［１４］，易得

ｘ^ＷＬＳ＝ Ｈ
ＴＣ－１( )Ｈ －１ＨＴＣ－１Ｘ^ （６）

其中

·４６·
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Ｃ＝

Ｅｄｘ１ｄｘ
Ｔ( )１ Ｅｄｘ１ｄｘ

Ｔ( )２ … Ｅｄｘ１ｄｘ
Ｔ( )ｍ

Ｅｄｘ２ｄｘ
Ｔ( )２ … Ｅｄｘ２ｄｘ

Ｔ( )ｍ
 

Ｅｄｘｍｄｘ
Ｔ( )













ｍ

（７）
矩阵Ｃ是一个３ｍ×３ｍ的高维矩阵，直接求

逆运算的计算量大。定义 ＣｉｊＥｄｘｉｄｘ
Ｔ( )ｊ （ｉ，ｊ＝

１，２，…，ｍ），用以表示第ｉ、ｊ两次观测误差的互协
方差，则 Ｃ（Ｃｉｊ）ｍ×ｍ。由于不同的定位观测是
在不同时刻独立进行的，因此，可以认为它们之间

的相关性为 ０，即 Ｃｉｊ＝０　（ｉ≠ｊ），将其代入式
（６），有

ｘ^ＷＬＳ ＝ ∑
ｍ

ｊ＝１
Ｃ－１( )ｊｊ

－１∑
ｍ

ｊ＝１
Ｃ－１ｊｊｘ^ｊ （８）

式中，Ｃｊｊ即是第ｊ次观测的定位误差协方差，可以
参考式（４）得到，它是一个３×３的矩阵。需要说
明的是，式（４）的Ｐｄｘ泛指单次观测的定位误差协
方差。

以上结果似乎表明，可以利用定位误差协方

差的逆矩阵作为加权矩阵，对多次定位观测结果

进行加权综合。然而，实际上协方差矩阵 Ｃｊｊ（ｊ＝
１，…，ｍ）都是奇异矩阵，它们的秩为２，都不可逆。
这一点由单点定位误差协方差的表示式（４）可以
看出，该式中，Ｕ－１满秩，Ｋ的秩为 ２，从而使得
ｒａｎｋＰｄ( )ｘ ＝２（ｒａｎｋ( )· 表示求秩运算）。因此，

直接利用定位误差协方差加权是不可行的，本文

以下将针对性地解决这一问题。

２．２　子协方差阵加权综合

（１）加权方法
如前所述，单次定位观测即是解方程组（１）

的过程，因而定位结果都须满足该式中的 ＷＧＳ－
８４地球椭球方程，意味着只要已知目标三维坐标
中的任意两维，就可以通过解方程得到另一维的

坐标。因此，只要对两个坐标方向上的观测进行

统计综合，使它们对应的误差减小，即可使最终的

估计误差减小。本文考虑 Ｘ、Ｙ两个方向，这两个
方向上的单次观测误差协方差对应于 Ｃｊｊ左上角
四个元素构成的子阵，这里将其表示成 Ｃｊｊ，ｓ。理
论上，只要Ｃｊｊ，ｓ可逆，利用 Ｃ

－１
ｊｊ，ｓ进行加权最小二乘

统计综合，可使Ｘ、Ｙ方向的误差最小。
为说明Ｃｊｊ，ｓ可逆，假设该次定位三个坐标方

向的误差分别为ｄｘ、ｄｙ、ｄｚ，则

（ｘ＋ｄｘ）２＋（ｙ＋ｄｙ）２＋（ｚ＋ｄｚ）
２

（１－ｅ２）
＝ａ２ （９）

而目标真实位置ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ同样满足ｘ２＋

ｙ２＋ ｚ２

１－ｅ( )２
＝ａ２，将其代入上式，并忽略误差的

平方项，有

ｘｄｘ＋ｙｄｙ＋ ｚｄｚ
１－ｅ( )２

＝０ （１０）

　　上式意味着ｄｙ与ｄｘ线性无关。这可以通过
反证法说明：假设 ｄｙ与 ｄｘ线性相关（即 ｄｘ＝
ρｄｙ，ρ为常数），则由式（１０）可得，ｄｚ＝（１－ｅ２）
（ｘρ＋ｙ）ｄｙ，即ｄｚ也与 ｄｙ线性相关。ｄｘ、ｄｙ与 ｄｚ
两两线性相关使得 ｒａｎｋＣ( )ｊｊ ＝１，与“ｒａｎｋＣ( )ｊｊ ＝
２”的事实不符，因而假设不成立。由于 ｄｙ与 ｄｘ
线性无关，使得 Ｃｊｊ，ｓ＝Ｅ（ｄｘ，ｄｙ）（ｄｘ，ｄｙ）( )Ｔ 是非
奇异矩阵，因而可逆。

于是，先对Ｘ、Ｙ两个方向的定位结果进行加
权最小二乘综合。设 ｘ^ｊ，ｓ＝（^ｘｊ，^ｙｊ）

Ｔ为目标第ｊ次
定位观测对应的Ｘ、Ｙ坐标，则统计综合结果为

ｘ^ｓ＝ ∑
ｍ

ｊ＝１
Ｃ－１ｊｊ，( )ｓ

－１∑
ｍ

ｊ＝１
Ｃ－１ｊｊ，ｓ^ｘｊ，ｓ （１１）

其中 ｘ^ｓ＝ ｘ^，^[ ]ｙＴ。在此基础上，把 ｘ^、^ｙ代入地球
椭球方程，即可求解出 ｚ^，最终得到目标位置的综
合估计结果为 ｘ^＝ ｘ^，^ｙ，^[ ]ｚＴ。

根据式（４），Ｃｊｊ与真实的目标以及卫星位置
有关，而实际只能得到这两者的含噪观测，因而只

能利用它们对作为Ｃｊｊ子阵的Ｃｊｊ，ｓ进行估计。实际
中，卫星位置一般通过导航或测控得到，其误差可

控制百米以内；目标位置的观测值即是各单次定

位结果，三星时差定位体制的定位精度本来就较

高（例如当卫星轨道高度１０００ｋｍ左右时，定位误
差可控制在ｋｍ量级［５］），通过对所有观测点进行

统计平均，可使精度进一步提高。另一方面，由式

（４）可知，Ｃｊｊ，ｓ主要取决于单位方向余弦矢量 ｕｉ＝
ｘ－ｘ( )ｉ
ｒｉ

，
ｙ－ｙ( )ｉ
ｒｉ

，
ｚ－ｚ( )ｉ
ｒ( )
ｉ

Ｔ

。一般目标与卫星

距离ｒｉ可达上千ｋｍ，其量级远大于卫星及目标位
置的观测误差。因此，可以直接将卫星位置观测

以及目标定位观测的统计均值代入式（４）对 Ｃｊｊ，ｓ
进行估计，这样产生的偏差很小，可以忽略。

另外，Ｃｊｊ，ｓ还与测量噪声 σ
２有关。实际应用

时，在较短时间内，可以认为测量噪声不变，于是

在权矩阵计算时可无需噪声方差大小的先验信

息，只需计算式（４）中的“位置项”，这也是本文方
法的优势之一。

由于以上综合处理方法采用以误差协方差的

子阵构成权矩阵，因此，本文将其称为“子协方差

阵加权综合”方法，以下分析其理论精度。

（２）理论精度

·５６·
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设综合结果 ｘ^的估计误差协方差为

Ｐ^ｘ＝

σ２ｘ σｘｙ σｘｚ
σｘｙ σ２ｙ σｙｚ
σｘｚ σｙｚ σ２









ｚ

（１２）

其中，Ｐ^ｘ左上四个元素构成的子阵即为 ｘ^ｓ的估计
误差协方差，若将其表示成 Ｐ^ｘｓ，则根据估计式
（１１）可得

Ｐ^ｘｓ ＝ ∑
ｍ

ｊ＝１
Ｃ－１ｊｊ，( )ｓ

－１
（１３）

另外，根据式（１０）所示的 ｄｚ与 ｄｘ、ｄｙ的关
系，可得

σｘｚ＝－ ｘσ
２
ｘ＋ｙσ( )ｘｙ

１－ｅ( )２

ｚ

σｙｚ＝－ ｙσ
２
ｙ＋ｘσ( )ｘｙ

１－ｅ( )２

ｚ

σ２ｚ＝－ ｘ
２σ２ｘ＋２ｘｙσｘｙ＋ｙ

２σ２( )ｙ
１－ｅ( )２













ｚ

（１４）

这样，综合式（１３）、（１４），可以得到 Ｐ^ｘ。于
是，若用精度几何稀释因子（ＧＤＯＰ）表示定位误
差，则可得综合处理后目标位置的理论估计误

差为

ＧＤＯＰ＝ｔｒａｃｅ（Ｐ^ｘ）＝ σ２ｘ＋σ
２
ｙ＋σ

２
槡 ｚ （１５）

３　仿真结果

３．１　仿真场景

为了验证本文算法，采用图１所示的场景进
行仿真实验。由于不便在三维空间中表示卫星与

目标之间的相对位置关系，图中仅给出了其中一

颗卫星（Ａ星）的星下点（即卫星和球心连线与

图１　仿真场景示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎ

地面的交点）轨迹以及 ４个待观测目标的经纬
度，用以示意目标距离星下点轨迹的相对远近。

实际上，三星轨道数据由 ＳＴＫ软件生成，卫星高
度约１１００ｋｍ，星间距保持在１００ｋｍ左右，飞行时
间５００ｓ，每隔５ｓ对各目标进行一次定位，使各目
标具有１００次单点定位观测。４个待观测目标在

大致垂直于 Ａ星星下点轨迹的方向上设置，其
中，Ｅ１位于轨迹中心。各目标与轨迹的最近距离
分别为：Ｅ１（０ｋｍ），Ｅ２（４９０ｋｍ），Ｅ３（９８０ｋｍ），Ｅ４
（１４６０ｋｍ）。单点定位时，星址测量误差标准差为
１５０ｍ，ＴＯＡ测时误差标准差为８０ｎｓ。

另外，在图 ２中给出了各单点观测的理论
ＧＤＯＰ，以便后续进行综合效果对比。图中显示
目标距卫星越远，定位精度越低；另外，从 Ｅ１到
Ｅ４，相应的１００个定位点的定位误差变化范围依
次增大。

图２　各定位点的ＧＤＯＰ
Ｆｉｇ．２　ＧＤＯＰｏｆｅａｃｈｐｏｓｉｔｉｏｎｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ

３．２　实验结果

为验证本文算法性能，将其与工程中常用的

平均权值法（即统计所有单点定位结果的均值）

以及ＧＤＯＰ加权法（即以各定位点的 ＧＤＯＰ的倒
数作为权值）作对比。依次取各目标的前Ｎ（Ｎ＝
２０，２１，…，１００）个定位观测点进行综合统计，通
过１０００次蒙特卡罗仿真，统计各种方法处理后的
圆概率误差（ＣＥＰ）［１５］，结果如图３（ａ）～（ｄ）所
示。对比图３与图２可知，通过综合处理，所有方
法均能大幅提高目标的定位精度，综合定位精度

即使比最优的单点定位精度都要高数倍以上。从

图３（ａ）～（ｄ）中还可以发现，子协方差阵加权的
效果最好，而且，它相对于其他两种方法的优势随

着定位点误差变化范围的增大而越加明显，特别

是对Ｅ４的综合定位精度比其他两种方法有大幅
提高。实际上，平均权值法的理想条件要求各定

位点误差相等，而 ＧＤＯＰ加权法则要求误差各坐
标分量之间无相关性，当各定位点的误差变化很

大时，实际情况就大大偏离了它们的理想条件，从

而降低了它们的效果；本文方法由于能充分利用

定位误差分布的信息，因而在各种情况下均能达

到很好的处理效果。

另外，本文方法需要利用含噪的卫星及目标

位置观测值对权矩阵进行估计。为了分析由位置

观测噪声导致的权矩阵估计偏差带来的影响，分

·６６·
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（ａ）

（ｂ）

（ｃ）

（ｄ）
图３　综合定位效果对比，其中（ａ）～（ｄ）

分别对应于目标Ｅ１～Ｅ４
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｃｏｍｂｉｎｅｄｐｏｓｉｔｉｏｎｐｒｅｃｉｓｉｏｎｓ，
ｗｉｔｈ（ａ）～（ｄ）ｆｏｒｔａｒｇｅｔｓＥ１～Ｅ４ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

别以精确位置以及含噪位置观测计算权矩阵，对

４个目标的１００个定位点进行综合处理，其精度
分别如表１中的第１、２行所示。可以看出，子协
方差阵的估计偏差对最终的综合定位影响甚微。

另外，为了定量对比几种加权方法的效果，表１的
第３、４行还给出了另外两种方法的处理效果。对
比几种方法对 Ｅ４的综合定位精度可以看出，利
用子协方差阵加权比平均权值的效果好一倍以

上，比 ＧＤＯＰ加权好３０％，充分显示了本文方法
在定位点误差变化范围较大时的优势。

表１　综合１００个定位点的精度对比
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｐｒｅｃｉｓｉｏｎｓａｆｔｅｒｃｏｍｂｉｎｉｎｇ１００ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

Ｅ１ Ｅ２ Ｅ３ Ｅ４

精确子协方差加权（ｍ） １５５．５１６３．２１９９．７２６６．０

估计子协方差加权（ｍ） １５５．７１６３．１１９９．９２６６．３

ＧＤＯＰ加权（ｍ） １６０．２１７０．７２３５．１３５１．５

平均权值（ｍ） ２０４．２２２６．５３２７．３５５８．７

４　结　论

在一次航过观测时间内，卫星对同一地面辐

射源进行被动侦察定位时会产生多个定位观测结

果，有必要对这些结果进行统计综合处理，以提高

最终的定位精度。本文重点研究了三星时差定位

多次观测的加权综合方法。首先，为了利用更为

精确的定位误差信息进行加权，通过单点定位精

度分析，得到了误差协方差的解析表示；然后，将

定位观测表示成线性模型，推导了目标位置的加

权最小二乘估计式，但该估计式由于误差协方差

阵是奇异矩阵而实际不可用。针对这一问题，提

出了一种基于子协方差阵加权的综合算法，该算

法先利用定位误差协方差的二维子阵的逆作为权

矩阵，通过加权最小二乘估计目标三维坐标位置

中的两维，再利用ＷＧＳ－８４地球模型求解另一维
坐标。另外，本文还对算法的合理性及其理论精

度进行了分析。仿真结果表明，本文算法的综合

定位估计效果相比以往算法有很大提高，尤其是

在定位观测点误差变化较大的情况下。本文提出

的相关方法可以推广应用到其他定位体制的定位

观测数据综合问题中。
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