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Ｂｅｌｔｒａｍｉ流及其在图像去噪中的应用
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（国防科技大学 理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：偏微分方程是图像处理主要的方法之一，一般通过其对应的变分模型给出方程的意义，并依此
设计优化原偏微分方程以取得最佳的处理效果。针对图像去噪问题，基于经典的Ｂｅｌｔｒａｍｉ几何流方法提出了
图像流形上一种新的度量张量模型，具有该度量模型的 Ｂｅｌｔｒａｍｉ流具有清晰的几何意义，并依此提出了该度
量模型中参数的优化选择方法。同时，该模型为经典的偏微分方程去噪方法提供了统一框架，且参数的优化

选择使得Ｂｅｌｔｒａｍｉ流在平滑噪声与边缘保持方面取得了良好的平衡。实验表明该方法提高了图像去噪效果，
尤其是对于边缘丰富的图像效果更加明显。
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　　图像去噪是图像处理中的经典问题，目前有
诸多处理方法，如统计方法［１－３］、小波方法［４］、变

分法［５］、偏微分方程方法等。几何流方法作为偏

微分方程方法中的一类，不仅帮助解决了重大的

理论问题，如拓扑学中的庞加莱猜想，还在工程领

域展示出巨大的潜力。Ｂｅｌｔｒａｍｉ流［６－７］在几何流

方法中是一种较为成熟的理论，虽然在过去的几

年已经在图像处理等工程领域进行了有益的尝

试［８－１１］，但是还远远不能满足应用的需求，其制

约瓶颈在于如何根据图像处理的具体任务构造图

像流形上合适的度量张量。

最先引入图像去噪领域的偏微分方程（ＰＤＥ）
方法是各项同性扩散［１２］，即高斯滤波，它能很好

地平滑噪声，但是在边缘保持方面效果不佳，原因

在于扩散的各项同性。Ｐｅｒｏｎａ与Ｍａｌｉｋ进而提出

了各项异性扩散方程［１３－１４］来进行图像去噪，其基

本原理是在图像边缘处降低扩散速度，而主要在

光滑区域进行扩散滤波，这样便可较好地保持边

缘。另一种改进思路是方向扩散［１５］，即仅在平行

边缘方向进行扩散，取消垂直方向扩散。这两种

思路都在一定程度上提高了图像去噪效果，但是

存在边缘处去噪效果差与块状效果等问题。

Ｂｅｌｔｒａｍｉ流是一种定义在图像流形上的热扩散方
程，具有非常清晰的几何意义，上述经典的 ＰＤＥ
去噪方法可以看作是Ｂｅｌｔｒａｍｉ流方法的特例。由
于图像流形的度量张量结构直接决定了 Ｂｅｌｔｒａｍｉ
流的扩散效果，因此，构造性质优良的度量张量模

型可以使得 Ｂｅｌｔｒａｍｉ流有效克服经典 ＰＤＥ面临
的问题，在图像的噪声平滑与边缘保持方面取得

很好的平衡。
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１　图像流形上的Ｂｅｌｔｒａｍｉ流

１．１　图像流形

灰度图像通常定义为二维坐标空间 Ω到一
维实空间Ｒ的连续映射：

Ｉ：（ｘ１，ｘ２）→Ｉ（ｘ１，ｘ２） （１）
其中，ΩＲ２为一有界区域。假设（Ｄ，ｇ）为一图
像流形，其中ｇ为其度量张量，Ｄ定义为

Ｄ＝ ｘ１，ｘ( )２ ｜ｘ１，ｘ( )２ ∈{ }Ω （２）
则图像流形为一个二维流形。进一步假设

Ｍ，( )ｈ为具有局部坐标（Ｘｉ）ｎｉ＝１的 ｎ维特征空间
流形，从图像流形到特征空间流形的嵌入映射不

妨设为

Ｆ：（ｘ１，ｘ２）→ Ｘ１（ｘ１，ｘ２），…，Ｘｎ（ｘ１，ｘ２( )）（３）
对于灰度图像，嵌入映射可选择为

Ｘ１＝ｘ１

Ｘ２＝ｘ２

Ｘ３＝Ｉｘ１，ｘ( )
{ ２

（４）

则特征空间为三维流形：二维的坐标空间与一维

的灰度值空间。

图像流形与其特征空间流形具有密切的联

系。由于在两者之间存在嵌入映射（３），因此图
像流形可看作是高维特征空间流形的低维子流

形，且特征空间流形的度量张量可诱导出图像流

形的度量张量：

ｇαβ ＝∑
３

ｉ，ｊ＝１
ｈｉｊ
Ｘｉ

ｘα
Ｘｊ

ｘβ
，α，β＝１，２ （５）

其中，ｇαβ与ｈｉｊ分别是度量张量ｇ与ｈ的分量。因
此，高维特征空间流形中的图像完全可通过合适

的嵌入映射诱导到低维的图像流形中处理，且图

像流形通过式（５）继承图像信息。

１．２　Ｂｌｅｔｒａｍｉ流

图像去噪通常需要极小化嵌入映射（３）的
Ｐｏｌｙａｋｏｖ能量：

Ｗ Ｆ；Ｄ，( )Ｍ ＝
Ω

ｄｅｔ（ｇ槡 ）ｇαβＸ
ｉ

ｘα
Ｘｊ

ｘβ
ｈｉｊｄｘ

１ｄｘ２

（６）
其中，上式采用爱因斯坦求和符号，ｄｅｔ（ｇ）是度
量张量 ｇ的行列式，ｇαβ ＝ ｇ－( )１

αβ。当极小化式

（６）时，由变分原理可得到梯度下降方程：
Ｘｉ

ｔ
＝ １

ｄｅｔ（ｇ槡 ）


ｘα

ｄｅｔ（ｇ槡 ）ｇαβＸ
ｉ

ｘ( )β
＋Γｉｊ，ｋ

Ｘｊ

ｘα
Ｘｋ

ｘβ
ｇαβ，ｉ＝１，２，３ （７）

其中

Γｉｊｋ ＝
１
２∑

３

ｌ＝１
ｈｉｌｈｌｋ
Ｘｊ
＋
ｈｊｌ
Ｘｋ
－
ｈｊｋ
Ｘ( )[ ]ｌ

（８）

为ＬｅｖｉＣｉｖｉｔａ系数，ｈｉｊ＝ ｈ－( )１
ｉｊ。

若仅考虑特征空间流形为欧氏度量张量，则

Γ３ｊｋ ＝０，ｊ，ｋ＝１，２，３ （９）
将式（８）与（４）代入式（７），且令（７）式中ｉ＝３得

Ｉ
ｔ
＝ １

ｄｅｔ（ｇ槡 ）
ｄｉｖ［ ｄｅｔ（ｇ槡 ）ｇ－１Ｉ］（１０）

其中，ｄｉｖ与  分别表示与欧氏度量相关的散度
与梯度算子。由于与度量张量 ｇ相关的
ＬａｐｌａｃｅＢｅｌｔｒａｍｉ算子定义为

Δｇ ＝
１
ｄｅｔ( )槡 ｇ


ｘｉ

ｄｅｔ( )槡 ｇｇｉｊｘ[ ]ｊ （１１）

因此，式（１０）可重写为
Ｉ
ｔ
＝ΔｇＩ （１２）

　　式（１２）即为图像流形（Ｄ，ｇ）上的 Ｂｅｌｔｒａｍｉ
流。为了使其具有更加广泛的适用性，一般将式

（１２）写为：
Ｉ
ｔ
＝Ｃ（｜Ｉ｜）·ΔｇＩ （１３）

其中，Ｃ（｜Ｉ｜）为一系数函数。
Ｂｅｌｔｒａｍｉ流在图像去噪方面具有独特的优

势。一方面，它从高维的图像特征空间流形回归到

低维的图像流形，维数的缩减为处理带来极大的

方便；另一方面，它随着方程的演化不断更新驱动

方程演化的度量张量，提高了处理效果。此外，图

像去噪效果的提高还依赖于图像流形的度量张量

ｇ的构造。

２　度量张量模型

式（５）表明图像流形的度量张量ｇ决定于特
征空间流形的度量张量ｈ与嵌入映射Ｆ。假设

ｈｉ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０









ｉ
， ｉ＝１，２，３ （１４）

则诱导出图像流形上不同的度量张量为

ｇｉ＝
１＋ｉＩ２ｘ ｉＩｘＩｙ
ｉＩｘＩｙ １＋ｉＩ２( )

ｙ

， ｉ＝１，２，３

（１５）
其中，Ｉｘ与Ｉｙ分别为图像在ｘ与ｙ方向的梯度。所
以，图像的不同度量张量对应着不同的特征空间

流形，对度量张量 ｇ的建模体现对图像几何特征
的理解，也决定着图像流形上 Ｂｅｌｔｒａｍｉ流的扩散
效果。

式（１５）是经典的ＰＤＥ图像处理所参考的度

·８３１·
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量张量，下面的度量张量模型推广了式（１５）：

　ｇ＝
ｆ＋λ１Ｉ

２
ｘ＋λ２Ｉ

２
ｙ λ１－λ( )

２ ＩｘＩｙ

λ１－λ( )
２ ＩｘＩｙ ｆ＋λ１Ｉ

２
ｙ＋λ２Ｉ

２







ｘ
（１６）

其中

ｆ＝ｆ ( )Ｉ ≥０

λ１ ＝λ１ ( )Ｉ ≥０

λ２ ＝λ２ ( )Ｉ ≥
{

０

（１７）

分别为关于图像梯度的非负函数参数。经证明，度

量张量（１６）满足度量张量定义的对称性与正
定性。

下面分析具有度量张量（１６）的 Ｂｅｌｔｒａｍｉ流
的几何意义。将式（１６）代入式（１３）得

Ｉ
ｔ
＝
Ｃ ( )Ｉ
ｄｅｔ（ｇ槡 ）

ｄｉｖ Ｇ·Ｉ
ｄｅｔ（ｇ槡

[ ]
）

（１８）

其中

Ｇ＝
ｆ＋λ１Ｉ

２
ｙ＋λ２Ｉ

２
ｘ λ２－λ( )

１ ＩｘＩｙ

λ２－λ( )
１ ＩｘＩｙ ｆ＋λ１Ｉ

２
ｘ＋λ２Ｉ

２







ｙ

（１９）
由于ＬａｐｌａｃｅＢｅｌｔｒａｍｉ算子为线性算子，因此

可将式（１９）分解为

Ｇ＝ｆ· １ ０( )０ １
＋ ｐ１，ｐ( )

２

λ１ ０

０ λ( )
２

ｐＴ１
ｐＴ( )
２

（２０）
其中

ｐ１ ＝ －Ｉｙ，Ｉ( )
ｘ
Ｔ

ｐ２ ＝ Ｉｘ，Ｉ( ){
ｙ

分别为图像的边缘方向与梯度方向，可以理解为

图像流形上的一个正交标架场。式（２０）说明具有
（１６）式的 Ｂｅｌｔｒａｍｉ流具有清晰的几何意义：式
（２０）等号右侧第一项为各项同性扩散，其扩散速
度由ｆ决定；第二项为沿正交标架场ｐ１与ｐ２的方
向扩散，扩散速度由λ１与λ２决定。具有度量张量
（１６）的Ｂｅｌｔｒａｍｉ流具有广泛的适用性，经典的高
斯滤波、各项异性扩散以及方向扩散等皆为

Ｂｅｌｔｒａｍｉ流的度量张量（１６）的特例。因此，基于本
文提出的度量张量模型的Ｂｅｌｔｒａｍｉ流是经典ＰＤＥ
的推广，具有清晰的几何意义，非常适用于图像去

噪等图像处理领域。

为使Ｂｅｌｔｒａｍｉ流更加适用于图像去噪这一具
体的图像处理任务，需要进一步确定度量张量模

型（１６）中的未知函数参数。在图像光滑区域仅需
要各项同性扩散，在图像边缘区域需要平行于边

缘方向扩散，同时在垂直于边缘方向也需要有微

小的扩散，以去除边缘方向的噪声，因此我们考虑

下面的函数参数：

Ｃ（｜Ｉ｜）＝ａ（｜Ｉ｜）
ｆ（｜Ｉ｜）＝ｂ（｜Ｉ｜{

）
（２１）

与

λ１（｜Ｉ｜）＝１

λ２（｜Ｉ｜）＝
ｌ２

ｌ２＋｜Ｉ｜
{

２

（２２）

其中，ｌ为非负参数，ａ（·）与 ｂ（·）分别为边缘停
止函数，即当变量逼近０时，函数逼近１，而变量逼
近正无穷时，函数逼近 ０。这是一种边缘增强
Ｂｅｌｔｒａｍｉ流（ＥＢＦ），下面考虑相关增强Ｂｅｌｔｒａｍｉ流
（ＣＢＦ）。

设Ｉｈ为噪声图像，Ｉｎ为经高通滤波产生的图
像，即

Ｉｈ ＝ＨＩｎ （２３）
其中，Ｈ与分别为高通滤波器与卷积算子，则
图像Ｉｎ粗略地描述了图像的边缘信息。设Ｉｔ为噪
声图像经Ｂｅｌｔｒａｍｉ流处理ｔ时刻的解图像，则相关
系数定义为

ＣＥ（ｘ１，ｘ２）＝
Ｉｔ（ｘ

１，ｘ２）·Ｉｈ（ｘ
１，ｘ２）

２２ｎ
（２４）

其中，ｎ为图像的量化位数，则ＣＥ∈［０，１］。依据
相关系数考虑度量张量模型（１６）的函数参数：

λ１（｜Ｉ｜）＝
α，ＣＥ＜ｃ０

α＋（１－α）ｅ
ＣＥ－１
ＣＥ－Ｃ０，ＣＥ≥ｃ{

０

λ２（｜Ｉ｜）＝
{

α
（２５）

其中，α与ｃ０皆为小的正数。式（２５）表明：当相关
系数小时，即为光滑区域，需要各项同性扩散，当

相关系数较大时，变为异性扩散。迭代（２４）与
（２５）式，可得相关增强Ｂｅｌｔｒａｍｉ流。

３　评价指标

由于仿真实验时具有真实的清晰图像，因此

可以方便地检验实验结果。首先考虑图像去噪的

效果，这里选择通用的评价指标，即峰值信噪比

（ＰＳＮＲ），其定义为

ＰＳＮＲ＝１０ｌｇ
２５５２

Ｉ－Ｉ^( )２
２

（２６）

其中，Ｉ与 Ｉ^分别为清晰图像与去噪后图像，ＰＳＮＲ
描述了去噪后图像与原始图像的差异，是一种公

认的评价指标。

为了刻画图像去噪方法对图像边缘信息的保

留程度，提出一种新的评价指标ＰＳＧＲ：

·９３１·
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ＰＳＧＲ＝１０ｌｇ
２５５２

Ｉ－Ｉ^( )２
２

（２７）

ＰＳＧＲ描述了清晰图像的图像梯度与去噪后图像
的图像梯度的差异，由于图像梯度是当前反映图

像边缘较好的媒介之一，因此 ＰＳＧＲ评价了去噪
后图像的边缘与清晰图像的边缘间的差异。

本文综合采用ＰＳＮＲ与ＰＳＧＲ分别评价图像
去噪的综合效果与图像边缘保持效果。

４　实验结果与分析

为了全面地分析比较Ｂｅｌｔｒａｍｉ流ＥＢＦ与ＣＢＦ
的去噪效果，本文采用均值滤波（ＭＦ）、小波方法
（ｗａｖｅｌｅｔ）［１６］、ＰＭ扩散 （ＰＭＤ）［１３］、方向扩散
（ＤＤ）［１５］作为对比，分别计算其ＰＳＮＲ与ＰＳＧＲ来
评价其去噪效果。采用的图像如图１所示：从图
（ａ）到图（ｅ）图像的边缘逐渐增加，细节逐渐丰
富，因此所选的图像具有很好的代表性。高斯白噪

声是较为常用噪声类型，因此，在图１所示的清晰
图像加上加性高斯白噪声（ＳＮＲ＝１５ｄＢ）作为噪
声图像，结果如图２所示。

Ｂｅｌｔｒａｍｉ流 ＥＢＦ与 ＣＢＦ中的参数分别选取
为：ｌ＝１０，α＝０．１与ｃ０＝０．４。经过ＥＢＦ与ＣＢＦ

图１　原始图像（２５６×２５６）
Ｆｉｇ．１　ＯｒｉｇｉｎａｌＩｍａｇｅｓ（２５６×２５６）

图２　噪声图像
Ｆｉｇ．２　Ｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｓ

图３　经ＥＢＦ去噪后的图像
Ｆｉｇ．３　ＤｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｓｂｙＥＢＦ

图４　经ＣＢＦ去噪后的图像
Ｆｉｇ．４　ＤｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｓｂｙＣＢＦ

的去噪处理，分别得到如图３与图４所示的去噪后
的图像。从图３与图４可以发现，经过Ｂｅｌｔｒａｍｉ流
ＥＢＦ与ＣＢＦ去噪，图像的噪声得到很好地平滑，如
图（ａ）与图（ｂ）等，同时，图像边缘较为丰富的图
（ｅ）与图（ｆ）等不仅平滑了噪声，还较好地保存了图
像边缘信息，具有较好的视觉效果。为了定量地分

析比较ＥＢＦ、ＣＢＦ与对比方法的去噪效果，我们利
用ＰＳＮＲ与ＰＳＧＲ评价去噪图像，结果如表１与表
２所示。定量分析结果表明，Ｂｅｌｔｒａｍｉ流 ＥＢＦ与
ＣＢＦ在处理较为光滑的图像时优势不是很明显，但
当图像边缘较为丰富时去噪效果较好，这主要源于

Ｂｅｌｔｒａｍｉ流的度量张量模型清晰的几何意义，这对
于图像边缘的保持具有很好的效果。

表１　去噪结果（ＰＳＮＲ，ｄＢ）
Ｔａｂ．１　Ｄｅｎｏｉｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ（ＰＳＮＲ，ｄＢ）

方法 （ａ） （ｂ） （ｃ） （ｄ） （ｅ） （ｆ）

ＭＦ ２５．７ ２６．１ ２５．６ ２３．６ ２２．６ ２１．５

ｗａｖｅｌｅｔ ２６．４ ２７．１ ２６．５ ２５．０ ２５．３ ２３．４

ＰＭＤ ２８．３ ２９．２ ２７．６ ２５．５ ２４．６ ２３．６

ＤＤ ２７．５ ２８．８ ２７．０ ２４．５ ２３．５ ２２．２

ＥＢＦ ２８．４ ２９．７ ２７．９ ２６．４ ２５．３ ２３．８

ＣＢＦ ２８．８ ２９．１ ２７．８ ２５．０ ２４．７ ２４．２

·０４１·
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表２　去噪结果（ＰＳＧＲ，ｄＢ）
Ｔａｂ．２　Ｄｅｎｏｉｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ（ＰＳＧＲ，ｄＢ）

方法 （ａ） （ｂ） （ｃ） （ｄ） （ｅ） （ｆ）

ＭＦ ２２．１ ２４．０ ２１．８ １９．２ １６．７ １５．８
ｗａｖｅｌｅｔ ２２．３ ２５．８ ２２．１ ２０．７ １８．１ １８．１
ＰＭＤ ２５．０ ２７．１ ２３．７ ２０．４ １７．６ １８．０
ＤＤ ２４．３ ２６．８ ２３．３ ２０．５ １８．２ １６．６
ＥＢＦ ２５．４ ２７．１ ２３．３ ２０．４ １８．９ １８．３
ＣＢＦ ２４．６ ２６．９ ２３．８ ２０．８ １９．１ １８．５

５　结　论

本文介绍了Ｂｅｌｔｒａｍｉ流及其在图像处理领域
的应用。首先，图像流形建立了经典图像理论与

现代几何流理论之间深刻的联系，为极小化

Ｐｏｌｙａｋｏｖ能量泛函得到 Ｂｅｌｔｒａｍｉ流提供保障；其
次，本文提出的度量张量模型非常适合于图像去

噪，具有清晰的几何意义，已经证明几类经典的

ＰＤＥ去噪方法皆为此度量张量模型的特例；最
后，仿真实验说明Ｂｅｌｔｒａｍｉ流ＥＢＦ与ＣＢＦ对于图
像具有广泛的适用性，尤其在图像边缘保持方面

具有独特的优势。此外，对度量张量模型中未知

的函数参数还有很强的自由度，可以根据不同的

图像处理任务灵活选择。
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