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摘　要：独立多路径算法在多径算法研究中具有重要地位。最小时延多路径问题的研究已较为成熟，而
最大带宽多路径问题的研究却刚刚起步。文章介绍了有向图中链路独立路径对问题，提供了一种复杂度为

Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）求解该问题的多项式算法。该算法不需要考虑最大带宽链路独立路径对上流值分配问题，能够更
好地应用到现实网络中。
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　　传统的单一最短路径算法解决的是网络中两
节点间一条最短路径的选取问题。但随着网络的

复杂化，链路与节点时常暂时或者完全失效；同

时，节点的移动，链路的切换，使得网络拓扑结构

具有不稳定性。因此，依照传统的最短路径算法

求得的传输路径将因为网络拓扑结构的快速变化

而频繁中断，这必然导致重路由开销增大，从而

加重网络的运行负担，也将极大地降低信息传输

效率。随着信息社会的到来，大容量数据传输已

成为必然，使用单一路径传输方案将造成局部负

载过重，从而引起网络拥塞以及整体利用率低下

等问题。越来越多的研究表明，单路径机制难以

满足现代网络应用的需求［６－９］。

多径路由可以大大减少路由开销，降低网络

延时并提高数据传输速率，减少网络拥塞，均衡

网络负载，增强可靠性。近年来，多路径路由渐

渐引起人们的重视［４，７－９］。与单路径相比，多路径

能够更好地平滑网络流量、减少网络拥塞、提高网

络利用率和改善服务质量［８，１０］。

独立多路径算法是多路径算法的重要方面，

这是因为独立多路径具有较强的生存能力。多路

径可以提供持续能力更强的服务，在某条链路或

某个节点失效的情况下，备用路径能继续提供传

输服务。

现有的关于给定源－宿节点对的独立多路径
算法主要有以下几种：Ｓｕｕｒｂａｌｌｅ和 Ｔａｒｊａｎ提出了
基于最小时延独立路径对算法［１１－１２］；Ｃｈｅｋｕｒｉ和
Ｇｕｒｕｓｗａｍｉ分别提出了相近的链路独立多路径算
法（ＥＤＰ）［１，１３］；Ｎｅｌａｋｕｄｉｔｉ和Ｚｈｕ初步解决了最大
带宽独立多路径问题（ＷＤＰ）［２－３，５］；Ｋｉｓｈｉｍｏｔｏ，
Ａｇｇａｒｗａｌ和 Ｋａｂａｄｉ分别研究了 ｋ－路径流问
题［４，７，１４］。然而，迄今为止，很少有人关注最大带

宽的独立多路径对问题。

带宽（或者容量）是 ＱｏＳ问题最重要的技术
指标之一，它体现出信息传输能力的强弱。链路

独立路径比非独立路径具有更高的可靠性，同时

相对节点独立路径具有更低的复杂性，在理论和

应用领域具有很强的研究价值。

本文的目标是在所有链路独立路径对中找出

带宽和最大的路径对，与最小时延路径对相似，上
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述路径对定义为最大带宽链路独立路径对
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１　概念和定义

有向图（或网络）Ｄ＝（Ｖ，Ａ，ｃ），其中 ｃ是非
负弧容量函数：Ａ→Ｒ＋，（ｓ，ｔ）是Ｖ中的一对源、宿
节点，设 Ｖ ＝ｎ，Ａ ＝ｍ。对任意的弧（ｉ，ｊ）∈Ａ，
记ｃ（ｉ，ｊ）＝ｃｉｊ。节点入邻域（出邻域）包含的节点
数称为入度（出度）。路径ｐ表示为ｐ＝ｖ１ｖ２…ｖｉ…
ｖｌ＝１２…ｌ，其中 ｖｉ是路径 ｐ中的节点，１≤ｉ≤ｌ，ｐ
称为１－ｌ路径。称ｊ（ｊ＋１）…（ｋ－１）ｋ为ｐ的节，
记为ｐ（ｊ，ｋ），其中１≤ｊ＜ｋ≤ｌ。全文中如无特别
说明，一条路径是指的一条ｓ－ｔ路径。

路径ｐ的容量为ｃ（ｐ）＝ｍｉｎ（ｉ，ｊ）∈Ａ（ｐ）ｃ（ｉ，ｊ），其
中Ａ（ｐ）是路径ｐ的所有弧组成的集合；两条链路
独立路径ｐ１和ｐ２的容量为ｃ（ｐ１）＋ｃ（ｐ２）。

在我们讨论的网络中，带宽和容量是等价的，

后面将不作区分。

２　寻找ＷＰＡＰ的算法

要寻找最大带宽链路独立路径对，一个自然

的想法是先在Ｄ中找出最大带宽路径 ｐ，然后在

Ｄ中去掉 ｐ的弧，得到的网络记为Ｄ^，再在Ｄ^中求
出最大带宽路径ｐ^。ｐ和ｐ^显然是链路独立的，然
而它们未必是带宽最大一对路径。另一种方法是

模仿文献［８］中寻找最短链路独立路径对的方
法，先求出Ｄ中最大带宽路径ｐ，在Ｄ中将ｐ的弧
反向得到Ｄ′，再找出Ｄ′中最大带宽路径ｐ′，然后
将ｐ和ｐ′结合起来，得到两条路径也是链路独立
的，但同样未必是带宽最大的。必须寻找一种新

的方法解决这个问题。

在寻找ＷＰＡＰ之前，先要找到网络的最大带
宽路径。Ｅｄｍｏｎｄｓ和Ｋａｒｐ利用改进的Ｄｉｊｋｓｔｒａ算
法在Ｏ（ｍｌｏｇｎ）［１５－１６］的时间内解决了最大带宽路
径问题。这种方法被广泛应用到最大流问题和

ＱｏＳ路由问题，特别是在模拟仿真当中，几乎都首
先采用改进的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法来寻找 ｖｉ最大带宽
路径。

２．１　ｐ和ＷＰＡＰ的关系

为方便，假设网络 Ｄ中仅有一条带宽最大路
径（如有多条，将其排序为１，２，…，ｊ，取第一条为
最大带宽路径）。记最大带宽路径 ｐ＝ｉ１ｉ２…ｉｌ，其
中ｖｉ１＝ｖｓ，ｖｉｌ＝ｖｔ。

ｐ不能直接用于寻找 ＷＰＡＰ，但同样起到重
要作用，从下面的定理，可以看到ｐ和ＷＰＡＰ的密

切关系。

定理１　假设 ｐ是网络 Ｄ中最大带宽路径，
ｐ１和ｐ２是ＷＰＡＰ，ｃ（ｐ１）≥ｃ（ｐ２），那么或者 ｃ（ｐ２）
＝ｃ（ｐ），或者Ａ（ｐ）∩Ａ（ｐ１）≠。
证明　 假设Ａ（ｐ）∩Ａ（ｐ１）＝，那么 ｐ和 ｐ１

是一组链路独立的路径对，若ｃ（ｐ２）≠ｃ（ｐ），那么
ｃ（ｐ２）＜ｃ（ｐ），从而ｃ（ｐ）＋ｃ（ｐ１）＞ｃ（ｐ１）＋ｃ（ｐ２），
这与ｐ１和ｐ２是ＷＰＡＰ矛盾。

记ｐ与ＷＰＡＰ的公共弧为Ａ１（ｐ），ｐ的其他弧
为Ａ２（ｐ）。将Ａ２（ｐ）中的弧反向，容量不变，记为
Ａ′２（ｐ）。

构造一个新图 Ｐ＝（Ｖ（ｐ１）∪Ｖ（ｐ２），（Ａ（ｐ１）
∪Ａ（ｐ２）∪Ａ′２（ｐ））＼Ａ１（ｐ）），可以得到如下结论。

定理２　删除 Ｐ中所有度为０的节点，得到
的图记为 ｐ′，那么 ｐ′是 Ｄ′＝（Ｖ，（Ａ∪Ａ（珎ｐ））＼
Ａ（ｐ），ｃ）中的一条 ｓ－ｔ路径，其中 珎ｐ是将 ｐ的弧
反向得到的一条ｔ－ｓ路径。

证明　设 Ｇ＝（Ｖ（ｐ１）∪Ｖ（ｐ２），Ａ（ｐ１）∪
Ａ（ｐ２）），显然，Ｇ中节点的度或者为２或者为４。
例如在图１中，ｖｓ＝ｖｉ１，ｖｔ＝ｖｉｌ＝ｖ１０，其中ｖｉ３是ｐ上
的节点，但不在Ｇ中。

这个图有３类节点：ａ．仅有２条出弧或者入
弧，例如ｖｓ和ｖｔ；ｂ．入弧和出弧均为１条，例如 ｖｉ２
和ｖｉ７；ｃ．入弧和出弧均为２条，例如ｖｉ８。

图１　由ＷＰＡＰ组成的图Ｇ
Ｆｉｇ．１　ＧｒａｐｈＧｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆＷＰＡＰ

我们对３种情况分别给出证明。
对于 ａ类型中的节点，根据定理 １，按照

（Ａ（ｐ１）∪Ａ（ｐ２））＼Ａ１（ｐ）操作时，将删除 ｖｓ的一
条出弧和ｖｔ的一条入弧，而添加 Ａ′２（ｐ）中的弧时
对这两个节点没有影响。因此在 Ｐ中 ｖｓ仅有一
条出弧且ｖｔ仅有一条入弧。

对于ｂ类型中的节点，又有３种子类型：ｂ１．
节点的入弧是 ｐ上的弧，而出弧不是，例如 ｖｉ２和
ｖｉ６；ｂ２．节点的出弧是ｐ上的弧，而入弧不是，例如
ｖｉ４；ｂ３．节点的入弧和出弧都是 ｐ上的弧，例如 ｖｉ５
和ｖｉ９。当删除Ａ１（ｐ）中的弧时，ｂ１类型中的节点
失去入弧，但在添加Ａ′２（ｐ）中弧时得到新的入弧；
ｂ２类型中的节点在上述操作中失去原有入弧并
得到新的入弧。因而，这两种类型的节点仅有１
条出弧和１条入弧。ｂ３类型中的节点在删除和
添加弧的操作后不再有弧。

对于ｃ类节点，每个节点有２条出弧和２条

·９５１·
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入弧，其中一对在ｐ上，另外１对不在 ｐ上（与引
理１的证明类似，如果两对弧都不在ｐ上，其中一
对可用ｐ上的弧代替）。通过删除Ａ１（ｐ）中的弧，
每个节点仅有一条入弧和一条出弧，例如ｖｉ８。

注意到通过添加 Ａ′２（ｐ）中的弧，某些节点重
新出现，例如图２中的 ｖｉ３从 Ａ′２（ｐ）中获得一条入
弧和一条出弧。

图２　路径ｐ′
Ｆｉｇ．２　Ｐａｔｈｐ′

删除所有度为０的节点，我们得到一条不同
于ｐ的路径ｐ′。

从定理２可以看出，要找到ＷＰＡＰ，首先要找
到与之相关的ｐ′。

２．２　寻找与ＷＰＡＰ相关的ｐ′

我们当前的目标是寻找 Ｄ′中与 ｐ结合可以
直接构造出ＷＰＡＰ的ｐ′。

前面已经讨论过，ｐ′可能不是 Ｄ′中的最大带
宽路径，因而不能直接利用最大带宽路径算法求

解。从定理２的证明可以看出，ｐ′被分成若干个
ｖｉｊ到ｖｉｋ节，其中１≤ｊ＜ｋ≤ｌ，例如图２中的 ｐ′（ｉ１，
ｉ４），ｐ′（ｉ４，ｉ２），ｐ′（ｉ２，ｉ７），ｐ′（ｉ７，ｉ６），ｐ′（ｉ６，ｉ８），
ｐ′（ｉ８，ｉ１０）。进一步，这些节又能分成 Ａ和 Ｂ两个
部分。Ａ部分中的节，源、宿节点都在 珎ｐ上，而其
他节点不在 珎ｐ上，例如ｐ′（ｉ１，ｉ４），ｐ′（ｉ２，ｉ７），ｐ′（ｉ６，
ｉ８），ｐ′（ｉ８，ｉ１０）；Ｂ部分中的节，节点和弧都在 珎ｐ
上，例如ｐ′（ｉ４，ｉ２），ｐ′（ｉ７，ｉ６）。也就是说，Ｄ′仅有
两类路径对寻找ｐ′有贡献：一类是弧都不在 珎ｐ的
ｉｊ－ｉｋ路径，另一类是 珎ｐ（ｉｋ，ｉｊ），其中 ｊ＜ｋ。因此，
可以通过删除Ｄ′多余的节点和弧来简化Ｄ′，这将
可以极大地简化寻找ｐ′的工作。

我们的最终目标是寻找最大带宽链路独立路

径对，因此Ａ部分中每一个ｐ′（ｉｊ，ｉｋ）节都是 Ｄ′中
最大带宽ｉｊ－ｉｋ路径。当前的任务是寻找Ｄ′中最
大带宽ｉｊ－ｉｋ路径，其中１≤ｊ＜ｋ≤ｌ。步骤如下：

（１）求出Ｄ中最大带宽ｓ－ｔ路径ｐ，并标记ｐ
上的节点。

（２）对任意ｊ，１≤ｊ≤ｌ－１，在Ｄ－Ａ（ｐ）－｛ｖｉ１，
ｖｉ２，…，ｖｉｊ－１｝（当ｊ＝１时，网络为 Ｄ－Ａ（ｐ））中，找
出以ｖｉｊ为根的最大带宽树Ｔｉｊ，检查Ｔｉｊ的叶子节点
是否在 ｐ上，如果不在，删除节点及其入弧，并更
新叶子节点集，最后Ｔｉｊ的剩余部分记为Ｔ′ｉｊ。

（３）构造一个新的网络 Ｄ ＝（∪ｌ－１
ｊ＝１Ｖ（Ｔ′ｉｊ），

∪ｌ－１
ｊ＝１Ａ（Ｔ′ｉｊ）＋Ａ（珎ｐ），ｃ）。
定义 １　如果在Ｄ －Ａ（珎ｐ）中存在ｖｉ１到ｖｉｊ的

路径，把ｖｉｊ称为可达节点（ＲＶ，ｒｅａｃｈａｂｌｅｖｅｒｔｅｘ）；
如果ｖｉ１到ｖｉｊ路径上不存在其他节点，称ｖｉｊ为直接
可达节点（ＤＲＶ，ｄｉｒｅｃｔｌｙ－ｒｅａｃｈａｂｌｅｖｅｒｔｅｘ），路径
称为直达路径。如果一条路径包含 Ｄ中 珎ｐ的一
个节，称它倒退一次；如果包含 珎ｐ上没有公共节点
的两个节，称它倒退２次；余者类推。

在Ｄ中的ｉｊ－ｉｋ路径上，１≤ｊ＜ｋ≤ｌ，如果没
有除ｉｊ，ｉｋ以外的节点在 珎ｐ，则将ｉｊ－ｉｋ路径缩减成
（ｉｊ，ｉｋ）弧，并记得到的新网络为Ｄ０。

在讨论如何寻找ｐ′之前，定义一些符号。
ｐ′（ｉ）：Ｄ０中以ｉ为终点的当前最优路径。
ｃ′：由ｐ′＝ｐ′（ｄ）所决定的最大带宽独立路径

对的带宽。

Ｌａｂｅｌｉｊ＝１表示（ｉ，ｊ）∈Ａ（珎ｐ）；Ｌａｂｅｌｉｊ＝０表示
（ｉ，ｊ）Ａ（珎ｐ）。

如果在路径ｐ′（ｉ）中，ｖｋ的入弧和出弧都不在
珎ｐ上，而ｐ′（ｋ，ｉ）节上的其他任意节点的出弧或入
弧在 珎ｐ上，称ｖｋ是ｖｉ前的最后一个公共节点。

如果节点 ｖｉ在 ｐ′（ｊ，ｋ）上，而 ｖｊ和 ｖｋ都是公
共节点，且ｖｋ是ｖｊ的邻居公共节点，称 ｐ′（ｊ，ｋ）为
ｖｉ的生存节。

例如在图３中，假设当前最优路径为 ｐ′（ｉ７）
＝ｉ１ｉ４ｉ３ｉ２ｉ７，可以得到一对链路独立路径ｐ１（ｉ７）＝
ｉ１ｉ４ｉ５ｉ６ｉ７和ｐ２（ｉ７）＝ｉ１ｉ２ｉ７。易知，一条路径 ｐ′（ｉ）
仅与一对路径相对应。

图３　ｐ′（ｉ）与ｐ１（ｉ）和ｐ２（ｉ）之间的关系

（虚线表示ｐ１（ｉ）和ｐ２（ｉ）上的弧）

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐ′（ｉ）ａｎｄｔｈｅｐａｉｒｏｆｏｒｐ１（ｉ），

ｐ２（ｉ）（Ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅｓｉｎｄｉｃａｔｅａｒｃｓｏｎｐ１（ｉ）ａｎｄｐ２（ｉ））

给定一个网络Ｄ及其最大带宽 ｓ－ｔ路径 ｐ，
将ｐ上所有弧反向，容量保持不变，可以得到一条
ｔ－ｓ路径 珎ｐ和一个新网络 Ｄ′。不妨设 Ｄ′中存在
一条 ｓ－ｔ路径 ｐ′，若不然，Ｄ中必不存在链路独
立路径对。按照如下方法构建一个子网络：首先，

增加Ｖ（ｐ）∪Ｖ（ｐ′）中的顶点和Ａ（ｐ）∪Ａ（ｐ′）中的
弧到空图；然后，检查是否存在方向相反的弧对，

如果存在，删除之；最后将图中度为０的顶点删
除，得到的图记为ｐ

!

ｐ′。
构建ｐ′（ｊ）

!

ｐ（ｓ，ｊ）得到的两条路径可以被
分解为若干个部分，每个部分由两条顶点独立的

路径组成。以 ｖｊ之前最后一个公共节点 ｖｉ为起
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点，经过不在 ｐ上的那条 ｖｉ的出弧的路径称为上
路径，经过在 ｐ上的那条 ｖｉ的出弧的路径称为下
路径。上路径（下路径）的容量记为ｕ（ｊ）（ｄ（ｊ））。

对每个顶点ｖｉ，定义一个包含９个元素的向
量，记为

ＡＲＲＡＹ（ｉ）＝（ｐｒ（ｉ），ｉｎ（ｉ），ｔ（ｉ），ｕ（ｉ），ｄ（ｉ），
ｍａｘｌ（ｉ），ｍｉｎｌ（ｉ），ｍａｘ（ｉ），ｍｉｎ（ｉ））
其中

ｐｒ（ｉ）∈｛ｊ｜ｖｊ∈Ｖ（Ｄ０）｝：ｖｉ在 ｐ′ｉ上的前一个
顶点；

ｉｎ（ｉ）∈｛０，１｝：ｉｎ（ｉ）描述 ｖｉ的入弧（ｊ，ｉ）是
否在 珎ｐ上，有ｉｎ（ｉ）＝Ｌａｂｅｌｉｊ；

ｔ（ｉ）∈｛０，１｝：ｔ（ｉ）＝０表示当前最优路径 ｐ′
反向偶数次，否则表示反向奇数次；

ｕ（ｉ）∈｛ｃｊｋ｜（ｊ，ｋ）∈Ａ（Ｄ０）｝：由 ｐ′（ｉ）决定的
路径对中上路径的容量；

ｄ（ｉ）∈｛ｃｊｋ｜（ｊ，ｋ）∈Ａ（Ｄ０）｝：由 ｐ′（ｉ）决定的
路径对中下路径的容量；

ｍａｘｌ（ｉ）∈｛ｃｊｋ｜（ｊ，ｋ）∈Ａ（Ｄ０）｝：由源节点到
ｖｉ之前最后一个公共节点的当前最优路径决定的
路径对中容量较大路径的容量；

ｍｉｎｌ（ｉ）∈｛ｃｊｋ｜（ｊ，ｋ）∈Ａ（Ｄ０）｝：由源节点到
ｖｉ之前最后一个公共节点的当前最优路径决定的
路径对中容量较小路径的容量；

ｍａｘ（ｉ）∈｛ｃｊｋ｜（ｊ，ｋ）∈Ａ（Ｄ０）｝：由ｐ′（ｉ）决定
的路径对中容量较大路径的容量；

ｍｉｎ（ｉ）∈｛ｃｊｋ｜（ｊ，ｋ）∈Ａ（Ｄ０）｝：由ｐ′（ｉ）决定
的路径对中容量较小路径的容量。

设置Ａｃｃｅｓｓ（ｉ）描述顶点 ｖｉ是否被访问过，
Ａｃｃｅｓｓ（ｉ）＝０表示没有被访问过，而 Ａｃｃｅｓｓ（ｉ）＝１
表示已被访问过。若 Ａｃｃｅｓｓ（ｉ）＝１，而 ｖｉ被再次
访问，我们用新向量 ＡＲＲＡＹ′（ｉ）来存储新的元素
值并选择较优的向量。

寻找ｐ′的算法步骤如下：
Ｓｔｅｐ０　在 Ｄ０中，删去 ｖｓ的所有入弧，初始

化：ｐｒ（ｓ）＝ｉｎ（ｓ）＝ｔ（ｓ）＝０，ｄ（ｓ）＝ｃ（ｐ），其余元
素为∞。ｃ′＝ｃ（ｐ），ｐ′为空。对 ｖｓ，设置 Ａｃｃｅｓｓ（ｓ）
＝１；对其他顶点ｖｉ设置Ａｃｃｅｓｓ（ｉ）＝０。记ＤＲＶ集
合为ＳＤＲＶ。

Ｓｔｅｐ１　从 ＳＤＲＶ中选取一个顶点 ｖｉｊ，转
Ｓｔｅｐ２。

Ｓｔｅｐ２　删去除 ｖｉｊ以外的所有从 ｖｓ到 ＳＤＲＶ的
入弧。

Ｓｔｅｐ３　设置一个 ＦＩＦＯ队列 Ｑ用于存储待
检查顶点。初始化 Ｑ←ｖｓ，ｉｎＱ（ｓ）＝１，对任意其
他顶点ｖｉ，ｉｎＱ（ｉ）＝０。

Ｓｔｅｐ４　提取 Ｑ的第一个顶点 ｖｉ，检查它的
每一条出弧（ｉ，ｊ）：

如果Ａｃｃｅｓｓ（ｊ）＝０，计算出ＡＲＲＡＹ（ｊ），将ｖｊ添
加到Ｑ，并令Ａｃｃｅｓｓ（ｊ）＝１，ｉｎＱ（ｊ）＝１；

如果Ａｃｃｅｓｓ（ｊ）＝１，计算出ＡＲＲＡＹ′（ｊ）；
如果ｍｉｎ（ｉ）′＋ｍａｘ（ｉ）′＞ｍｉｎ（ｉ）＋ｍａｘ（ｉ），

令ＡＲＲＡＹ（ｊ）＝ＡＲＲＡＹ′（ｊ）；
如果ｉｎＱ（ｊ）＝０，将ｖｊ添加到Ｑ，令ｉｎＱ（ｊ）＝１；
当ｖｉ的所有出弧检查完毕，转Ｓｔｅｐ５。
Ｓｔｅｐ５　如果 Ｑ为空，转 Ｓｔｅｐ６；否则转

Ｓｔｅｐ４。
Ｓｔｅｐ６　如果 ｍｉｎ（ｄ）＋ｍａｘ（ｄ）＞ｃ′，令 ｃ′＝

ｍｉｎ（ｄ）＋ｍａｘ（ｄ）并更新ｐ′。转Ｓｔｅｐ７。
Ｓｔｅｐ７　如果ＳＤＲＶ为空，结束；否则转Ｓｔｅｐ１。
在Ｓｔｅｐ４中求解 ＡＲＲＡＹ（ｊ）具体如下：首先，

可以从Ｌａｂｅｌｉｊ得到ｉｎ（ｊ），设ｐｒ（ｊ）＝ｉ；然后分三部
分进行讨论。

（１）第一个部分
如果ｉｎ（ｉ）＝０，ｉｎ（ｊ）＝１，那么ｔ（ｊ）＝［ｔ（ｉ）＋１］２。
如果ｉｎ（ｉ）＝０，ｉｎ（ｊ）＝０，那么ｔ（ｊ）＝ｔ（ｉ）。
如果ｉｎ（ｉ）＝１，那么ｔ（ｊ）＝ｔ（ｉ）。
（２）第二个部分
如果 ｉｎ＝０，ｉｎ（ｊ）＝０，那么 ｍｉｎｌ（ｊ）＝

ｍｉｎ（ｉ），ｍａｘｌ（ｊ）＝ｍａｘ（ｉ），
ｕ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｃ（ｉ，ｊ），ｕ（ｉ）｝，ｄ（ｊ）＝ｄ（ｉ）；
否则，ｍｉｎｌ（ｊ）＝ｍｉｎｌ（ｉ），ｍａｘｌ（ｊ）＝ｍａｘｌ（ｉ）
如果ｉｎ（ｉ）＝０，ｔ（ｊ）＝０，
那么ｕ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｕ（ｉ），ｃ（ｉ，ｊ）｝，

ｄ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｉ），ｃ（珎ｐ）｝；
如果ｉｎ（ｉ）＝０，ｔ（ｊ）＝１，
那么ｕ（ｊ）＝ｕ（ｉ），ｄ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｉ），ｃ（ｉ，ｊ）｝；
如果ｉｎ（ｉ）＝１，ｔ（ｊ）＝０，
那么ｕ（ｊ）＝ｕ（ｉ），ｄ（ｊ）＝ｄ（ｉ）；
如果ｉｎ（ｉ）＝１，ｔ（ｊ）＝１，
那么ｕ（ｊ）＝ｕ（ｉ），ｄ（ｊ）＝ｄ（ｉ）
（３）第三个部分
ｍｉｎ＿ｃ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｍｉｎｌ（ｊ），ｍｉｎ｛ｕ（ｊ），ｄ（ｊ）｝｝
ｍａｘ＿ｃ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｍａｘｌ（ｊ），ｍａｘ｛ｕ（ｊ），ｄ（ｊ）｝｝
如果Ａｃｃｅｓｓ（ｊ）＝１，我们计算并比较 ｍｉｎ（ｉ）′

＋ｍａｘ（ｉ）′与 ｍｉｎ（ｉ）＋ｍａｘ（ｉ），选择这两个值较
大者所在向量。

２．３　算法的证明

２．３．１　计算向量ＡＲＲＡＹ（ｊ）的证明
假设弧（ｉ，ｊ）被检测。ｔ（ｊ）描述ｐ′（ｊ）反向的次

数。如果ｉｎ（ｊ）＝１，那么（ｉ，ｊ）∈Ａ（珎ｐ），有两种情
况：（Ⅰ）ｉｎ（ｉ）＝０；（Ⅱ）ｉｎ（ｉ）＝１。对情况（Ⅰ），ｐ′（ｊ）
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反向的次数增加１，因而ｔ（ｊ）＝［ｔ（ｉ）＋１］２；对情况
（Ⅱ），ｖｉ和ｖｊ的入弧在珎ｐ的同一个节上，不增加反向
次数，因而ｔ（ｊ）＝ｔ（ｉ）。如果ｉｎ（ｊ）＝ｉｎ（ｉ）＝０，那
么ｖｉ是一个公共顶点，一个新的节出现，反向次数
不增加，ｔ（ｊ）＝ｔ（ｉ）；如果ｉｎ（ｊ）＝０而ｉｎ（ｉ）＝１，那
么ｔ（ｊ）不变，即ｔ（ｊ）＝ｔ（ｉ）。

如果ｉｎ（ｊ）＝ｉｎ（ｉ）＝０，这意味着ｖｉ是ｖｊ之前
的最后一个公共顶点，例如，图３中 ｖｉ＝ｖｉ８，ｖｊ＝
ｖｉ１０，因而ｍｉｎｌ（ｊ）等于 ｖｉ的最小容量，ｍａｘｌ（ｊ）类
似。否则，ｖｉ与 ｖｊ有相同的最后公共节点，即
ｍｉｎｌ（ｊ）＝ｍｉｎｌ（ｉ），ｍａｘｌ（ｊ）＝ｍａｘｌ（ｉ）。

检查ｖｊ时，通过跟踪从 ｖｊ开始每个节点的入
弧上的节点，可以得到一条当前最优路径ｐ′（ｊ）。
检验当前最优路径 ｐ′（ｊ）是否得到优化的标准是
ｍｉｎ（ｊ）＋ｍａｘ（ｊ）。

如果ｉｎ（ｊ）＝０，如图３所示，通过构造 ｐ′（ｊ）
!

ｐ（ｓ，ｊ），可以得到两条链路独立的 ｓ－ｊ路径。
如果ｉｎ（ｊ）＝１，同样可以得到两条链路独立的路
径，但是他们终点不同。例如，设ｖｊ＝ｖｉ３，ｐ′（３）＝
ｉ１ｉ４ｉ３，那么得到的两条路径分别为 ｉ１ｉ４和 ｉ１ｉ２ｉ３。
对于这两种情况，记容量小（大）的一个为ｍｉｎ（ｊ）
（ｍａｘ（ｊ））。

下面，给出计算ｍｉｎ（ｊ）和ｍａｘ（ｊ）的方法。
ｍｉｎ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｍｉｎｌ（ｊ），ｍｉｎ｛ｕ（ｊ），ｄ（ｊ）｝｝
ｍａｘ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｍａｘｌ（ｊ），ｍａｘ｛ｕ（ｊ），ｄ（ｊ）｝｝
接下来计算ｕ（ｊ）和ｄ（ｊ）。
如果ｉｎ＝ｉｎ（ｉ）＝０，即ｖｉ是一个公共顶点，可

以得到ｕ（ｊ）＝ｃ（ｉ，ｊ），ｄ（ｊ）＝ｃ（ｐ）。
否则，将Ｄ０中的其他顶点分为４种情况：
（１）ｉｎ（ｊ）＝０，ｔ（ｊ）＝０，例如图３中的 ｖｉ４，ｖｉ８。

由于（ｉ，ｊ）是 ｖｊ的上路径，有 ｕ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｕ（ｉ），
ｃ（ｉ，ｊ）｝，ｖｊ的下路径可以通过连接 ｐ的一节和 ｖｉ
的下路径得到，因此 ｄ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｉ），ｃ（ｐ）｝
＝ｄ（ｉ）。
（２）ｉｎ（ｊ）＝０，ｔ（ｊ）＝１，例如图 ３中的 ｖｉ７。

（ｉ，ｊ）出现在ｖｊ的下路径，因此 ｄ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｉ），
ｃ（ｉ，ｊ）｝，类似于情况（１），有ｕ（ｊ）＝ｕ（ｉ）。

（３）ｉｎ（ｊ）＝１，ｔ（ｊ）＝０，例如图３中的 ｖｉ５，ｖｉ６。
ｖｊ的下路径与ｖｉ的相同，因此 ｄ（ｊ）＝ｄ（ｉ）。与 ｖｉ
相比，ｖｊ的上路径失去了弧（ｉ，ｊ），但其容量没有
减少，因而ｕ（ｊ）＝ｕ（ｉ）。例如，假设 ｖｉ＝ｖｉ７，ｖｊ＝
ｖｉ６，那么ｖｉ７的上路径是ｉ１ｉ４ｉ５ｉ６ｉ７，而ｖｉ６的上路径是
ｉ１ｉ４ｉ５ｉ６。ｉ１ｉ２ｉ７是 ｖｉ７的下路径，同时也是 ｖｉ６的下
路径。

（４）ｉｎ（ｊ）＝１，ｔ（ｊ）＝１，例如ｖｉ２，ｖｉ３。类似于

情况（３），ｕ（ｊ）＝ｕ（ｉ），ｄ（ｊ）＝ｄ（ｉ）。
以上过程得到ＡＲＲＡＹ（ｊ）的９个元素。

２．３．２　寻找ｐ′的证明
在２．１节，通过两条链路独立路径构造 ｐ′。

这里，需要反过来由 ｐ′构造 ｐ１和 ｐ２。对于 Ａ（ｐ）
＋Ａ（ｐ′），如果（ｉｊ＋１，ｉｊ）在 ｐ′上，删去（ｉｊ，ｉｊ＋１）。剩
下的弧生成的图记为 Ｄ２＿ｐａｔｈ，它由两条链路独立
路径组成。

值得注意的是，在 Ｄ２＿ｐａｔｈ中，可能有多种方法
组合两条链路独立路径。如图４：α１１＋α１２＋α１３与
α２１＋α２２＋α２３，α２１＋α１２＋α１３与α１１＋α２２＋α２３等。

图４　由最大带宽路径对组成的Ｄ２＿ｐａｔｈ
Ｆｉｇ．４　ＧｒａｐｈＤ２＿ｐａｔｈｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｔｈｅｗｉｄｅｓｔｐａｉｒ

因此，需要在 Ｄ２＿ｐａｔｈ中选出带宽最大的路径
对ｐ１和ｐ２。

假设度为４的顶点有ｋ个，那么ｐ１和ｐ２都被
分成ｋ＋１个部分，并被分成 ｋ＋１对。每一对里
面的α１ｊ，α２ｊ节都是链路独立的，并且有相同的端
点，其中１≤ｊ≤ｋ＋１。选择每一对里面带宽较大
的节组成ｐ１，其余的节组成ｐ２。

定理３　按照上述方法组成的 ｐ１和 ｐ２，是
Ｄ２＿ｐａｔｈ中带宽最大的路径对。

证明　在上述方法中，
ｃ（ｐ１）＝ｍｉｎ｛ｍａｘ｛ｃ（α１１），ｃ（α２１）｝，…，ｍａｘ

｛ｃ（α１（ｋ＋１）），ｃ（α２（ｋ＋１））｝｝
ｃ（ｐ２）＝ｍｉｎ｛ｍｉｎ｛ｃ（α１１），ｃ（α２１）｝，…，

ｍｉｎ｛ｃ（α１（ｋ＋１）），ｃ（α２（ｋ＋１））｝｝
显然，ｐ１是所有ｓ－ｔ路径中容量最大者。假

设存在另外一对链路独立路径 ｐｘ和 ｐｙ，其中
ｃ（ｐｘ）≥ｃ（ｐｙ）。设 ｃ（αｉ０ｊ０）＝ｃ（ｐ２），其中 ｉ０∈｛１，
２｝，ｊ０∈｛１，２，…，ｋ＋１｝，即 αｉ０ｊ０是容量最小的一
条弧。易知，ｃ（ｐｙ）＝ｃ（αｉ０ｊ０）＝ｃ（ｐ２），ｃ（ｐ１）≥
ｃ（ｐｘ），因而ｃ（ｐ１）＋ｃ（ｐ２）≥ｃ（ｐｘ）＋ｃ（ｐｙ）。

定理４　在Ｄ′中，将ｐ′上的（ｉｊ，ｉｋ）弧还原成ｉｊ
－ｉｋ路径，其中１≤ｊ＜ｋ≤ｌ，得到一条Ｄ中的与构
建ＷＰＡＰ关联的ｓ－ｔ路径。

证明　将 ｉｊ－ｉｋ路径缩减为（ｉｊ，ｉｋ）弧后，Ｄ０
中的ｓ－ｔ路径ｐ′也是Ｄ′中的ｓ－ｔ路径，为方便起
见，仍记为ｐ′。同样地，将（ｉｊ，ｉｋ）弧还原成 ｉｊ－ｉｋ
路径，Ｄ２＿ｐａｔｈ中得到的ｐ１和 ｐ２是 Ｄ中容量最大的
链路独立路径对。
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３　复杂度分析

定理５　在 Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）的时间内可以得到 Ｄ
中的ＷＰＡＰ。

证明　首先，构建 Ｄ 的时间复杂度为
Ｏ（ｍｎ）。这是因为，寻找最大带宽路径 ｐ的时间
复杂度为Ｏ（ｍｌｏｇｎ）。对任意 ｊ，２≤ｊ≤ｌ－１，寻找
最大带宽树 Ｔｉｊ并检查所有叶子节点的时间复杂
度为Ｏ（ｍ）＋Ｏ（ｎ）。由于有 Ｏ（ｌ）次循环，ｌ≤ｎ，
因此时间复杂度为Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）。

其次，当ＦＩＦＯ队列Ｑ为空时，在 Ｏ（ｍ）的时
间内得到一条 ｓ－ｔ路径 ｐ′（ｄ）。对每个 ＤＲＶ，需
要检查Ｏ（ｍ）条弧。事实上，在缩减原始网络 Ｄ
后，得到Ｄ０的弧远远少于ｍ。对Ｄ０中的每条弧，
需要为其头顶点存储一个包含９个元素的向量，
最多需计算１３次。根据文献［１８］，当Ｑ为空时，
每条弧检查 Ｏ（１）次并且所有顶点都被检查完
毕。因此，在 Ｏ（ｍ）的时间内我们得到一条 ｓ－ｔ
路径ｐ′（ｄ）。每个ＤＲＶ执行一个循环需要 Ｏ（ｍ）
的时间，ＤＲＶ的个数不超过 ｎ个，因此得到 ｐ′的
时间为Ｏ（ｍｎ）。

在Ｄ２＿ｐａｔｈ中，寻找所有度为４的顶点，并把 ｐ１
和ｐ２分成ｋ＋１个部分需要Ｏ（ｎ）的时间 。计算
所有节αｉｊ容量的复杂度为 Ｏ（ｍ），找出每一对节
容量较大者需要Ｏ（ｋ），ｋ≤ｎ的时间。因此，构造
ＷＰＡＰ的时间复杂度为 Ｏ（ｍ）。加上构造 Ｄ０以
及寻找 Ｄ０中 ｐ′所需的时间 Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ），找到
ＷＰＡＰ的时间复杂度为Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）。

４　结束语

在本文中，分析了最大带宽路径对问题，并给

出了一个在有向图中求解 ＷＰＡＰ的多项式算法，
其复杂度为 Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）。首先，找出最大带宽路
径ｐ＝ｉ１ｉ２…ｉｌ，并将其弧反向；然后，找出所有ｉｊ－
ｉｋ路径并将原图简化成Ｄ０；最后，找出 Ｄ０中一条
特殊的ｓ－ｔ路径ｐ′，并求出与之相关联的ＷＰＡＰ。
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