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广义 Ａ调和张量的反向 Ｈｌｄｅｒ型不等式
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摘　要：基于微分形式Ａ－调和方程的反向Ｈｌｄｅｒ型不等式，是研究其解可积性的重要工具。本文将 Ａ
－调和方程推广到拟线性方程的情形，在一定的条件下获得方程解的反向Ｈｌｄｅｒ型不等式，所得结果可以退
化到经典的情形，为研究此类调和方程的正则性与可积性奠定了基础。
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　　众所周知，微分形式的 Ａ－调和方程涵盖了
非常广泛的一类方程，例如柯西－黎曼方程，拉普
拉斯方程，ｐ－调和方程 ｄｉｖ（ｕ｜ｕ｜ｐ－２）＝０，Ａ
－调和方程ｄｉｖＡ（ｘ，ｕ）＝０，等等。由于 Ａ－调
和方程在诸多领域，如拟共形理论，拟正则映射，

偏微分方程，弹性理论等起到非常重要的作用，从

上世纪９０年代以来，越来越多的人关注这些方程
解的行为及其应用，参阅文献［１－７，９，１１－１３，
１５］。为了得到Ａ－调和方程解的正则性，需要建
立一些解的先验估计，在这些估计中有很多有趣

的不等式，例如 Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ不等式和反向 Ｈｌｄｅｒ
型不等式，参见文献［７－８，１２］。同时在 Ａ－调
和方程从函数到微分形式，或者是从特殊情况到

一般形式的过程中我们希望这些不等式依然

成立。

最近文献［４］对文献［１４］中所讨论的拟线性
方程进行了由函数到微分形式的推广。这些拟线

性方程可表示为

ｄｉｖＡ（ｘ，ｕ，ｕｘ）＝Ｂ（ｘ，ｕ，ｕｘ）， （１）
其中向量函数 Ａ和标量函数 Ｂ满足下列

条件

｜Ａ（ｘ，ｕ，ｐ）｜≤ａ｜ｐ｜α－１＋ｂ｜ｕ｜α－１＋ｅ，
｜Ｂ（ｘ，ｕ，ｐ）｜≤ｃ｜ｐ｜α－１＋ｄ｜ｕ｜α－１＋ｆ，
〈Ａ（ｘ，ｕ，ｐ），ｐ〉　≥ａ－１｜ｐ｜α－ｄ｜ｕ｜α－ｇ。
在文献［４］中，通过对Ａ和Ｂ的细微的改动，

可以建立一些有关微分形式的方程（１）的
Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ估计。

但是可以想象得到，这些估计的形式与传统

的Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ估计有较大的差别。受文献［１４］
的启发，我们考虑一类有关微分形式的广义的 Ａ
－调和方程，它们可以看做方程（１）的推广，所得
的结果与传统形式形似，自然对 Ａ和 Ｂ有更强的
要求。

设Ω是Ｒｎ中的有界区域，ｐ＞０与ａ＞０为常
数。令Ａ：Ω×Λｌ－１（Ｒｎ）×Λｌ（Ｒｎ）→Λｌ（Ｒｎ）和
Ｂ：Ω×Λｌ－１（Ｒｎ）×Λｌ（Ｒｎ）→Λｌ－１（Ｒｎ）为非线性
算子，并满足下列条件：

（Ｈ１）　｜Ａ（ｘ，ξ，ζ）｜≤ａ（｜ξ｜ｐ－１＋｜ζ｜ｐ－１）；
（Ｈ２）　｜Ｂ（ｘ，ξ，ζ）｜≤ａ（｜ξ｜ｐ－１＋｜ζ｜ｐ－１）；
（Ｈ３）　〈Ａ（ｘ，ξ，ζ），ζ〉≥ ｜ζ｜（｜ζ｜ｐ－１

－｜ξ｜ｐ－１）
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　　上述条件对几乎所有 ｘ∈Ω和所有 ｘ∈Ω以
及ξ∈Λｌ－１（Ｒｎ）成立。
　　本文考虑下面推广的Ａ－调和方程
ｄＡ（ｘ，κ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ）＝Ｂ（ｘ，κ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ）

（２）
其中κ为常数，ｕΩ为ｕ在 Ω上积分平均的推广。
对于方程（２），κ＝０时可简化为 ｄＡ（ｘ，ｄｕ）
＝Ｂ（ｘ，ｄｕ）。
我们知道已经有很多有关该简化方程的研

究，见文献［１］。在文献［１５］中，为获得齐次 Ａ－
调和方程 ｄＡ（ｘ，ｄｕ）＝０弱解的正则性，给出了
下列条件：

（Ｈ４）｜Ａ（ｘ，ξ）－Ａ（ｘ，ζ）｜≤ｂ｜ξ－ζ｜（｜ξ｜
＋｜ζ｜）ｐ－２；
（Ｈ５）〈Ａ（ｘ，ξ）－Ａ（ｘ，ζ），ξ－ζ〉≥ａ｜ξ－ζ｜２

（｜ξ｜＋｜ζ｜）ｐ－２；
（Ｈ６）Ａ（ｘ，λζ）＝｜λ｜ｐ－２λＡ（ｘ，ζ）

上述条件对几乎所有 ｘ∈Ω，λ∈Ｒ和 ξ，ζ∈Λｌ

（Ｒｎ）成立。在该文中建立了一个如下有关弱解
ｕ的重要不等式

∫Ｑ｜ｄｕ｜( )ｓ １／ｓ≤Ｃ（ｎ，ｐ，ａ）∫２Ｑ｜ｄｕ｜( )ｒ １／ｒ

（３）

其中球Ｑ２ＱΩ，ｒ＝ｍａｘ｛ ｎｓ
ｎ＋ｓ－１，

ｎｓ
ｎｐ－ｎ＋ｓ－ｐ＋１｝。

（３）式可以视为关于 ｄｕ的反向 Ｈｌｄｅｒ不
等式。

将利用上面有关Ａ和Ｂ的条件得到关于ｕ的
类似的不等式。

在文献［１１］中对非齐次 Ａ－调和方程
ｄＡ（ｘ，ｄｕ）＝Ｂ（ｘ，ｄｕ），建立了如下 ｕ的反向
Ｈｌｄｅｒ不等式

‖ｕ‖ｓ，Ｑ≤Ｃ｜Ｑ｜
（ｔ－ｓ）／ｔｓ‖ｕ‖ｔ，σＱ

这里的球Ｑ满足σＱΩ，Ｃ为与ｕ无关的常数。本
文将用到其中一种重要的方法，这种方法在文献

［８］中首次被人们用到。
在文献［１６］得到类似于文献［１５］中的不

等式

∫Ｑ｜ｄｕ｜( )ｓ
１
ｓ≤Ｃ ∫

σＱ
｜ｄｕ｜ｒ( )１

１
ｒ１＋κ∫

Ω
｜ｄｕ｜ｒ( )２

１
ｒ[ ]２

其中ｒ１ ＝ｍａｘφ（ｓ），φ（
ｓ
ｐ－１{ }），

ｒ２ ＝ｍａｘφ（ｓ），φ（φ（
ｓ
ｐ－１{ }）），

且φ（ｓ）＝ ｎｓ
ｎ＋ｓ－１。

受前面研究工作的启发，在本文中获得对于

此类推广Ａ－调和方程的类似的有关ｕ的估计。

１　有关微分形式的预备知识

本文使用的概念和记号主要来自于文献［１］
中，在本节中简略地将其列出。

用ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ表示 Ｒ
ｎ中的一组标准正交

基。假设Λｌ＝Λｌ（Ｒｎ）为ｌ－余向量构成的线性空
间，其中余向量由外积 ｅＩ＝ｅｉ１∧ｅｉ２∧…∧ｅｉｌ构成，
Ｉ＝（ｉ１，ｉ２，…，ｉｌ），１≤ｉ１＜ｉ２＜…ｉｌ≤ｎ，ｌ＝０，１，…，
ｎ。Ｇｒａｓｓｍａｎ代数Λ＝!ｎ

ｌ＝０Λ
ｌ是关于外积的分次

代数。对α＝∑ αＩｅＩ∈Λ和 β＝∑ β
ＩｅＩ∈Λ，Λ中

的内积定义为〈α，β〉＝∑ αＩβＩ，这里的求和是关
于全部ｌ－数组 Ｉ＝（ｉ１，ｉ２，…，ｉｌ）和所有的整数
ｌ＝０，１，…，ｎ进行的。Ｈｏｄｅｇｅ星算子★：Λ→Λ定
义为
★ω＝ｓｇｎ（π）αｉ１，ｉ２，…，ｉｋ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘｊ１∧…∧ｄｘｊｎ－ｋ，
这里ω＝αｉ１，ｉ２，…，ｉｋ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘｉ１∧ｄｘｉ２∧…
∧ｄｘｉｋ是ｋ－形式，π＝（ｉ１，…，ｉｋ，ｊ１，…，ｊｎ－ｋ）为
（１，２，…，ｎ）的一个置换，并且 ｓｇｎ（π）表示置换
的符号。α∈ Λ的范数由｜α｜２ ＝〈α，α〉＝★（α
∧★α）∈Λ０ ＝Ｒ给出。

尽管本文中并不是处处要求，但是我们这里

总假设Ω表示Ｒｎ中的球或方体。一个可微的ｌ－
形式ω是一个Ω上的取值于Λｌ（Ｒｎ）的Ｓｃｈｗａｒｔｚ
分布。我们用Ｄ′（Ω，Λｌ）表示所有可微ｌ－形式所
构成的空间，并且用Ｌｐ（Ω，Λ）表示ｌ－形式

　ω（ｘ）＝∑
Ｉ
ω（ｘ）ｄｘＩ

＝∑ωｉ１，ｉ２，…，ｉｌ（ｘ）ｄｘｉ１∧ｄｘｉ２∧…∧ｄｘｉｌ，
其所有系数 ωＩ∈ Ｌ

ｐ（Ω，Ｒ）。故 Ｌｐ（Ω，Λｌ）（ｐ≥
１）是装备下列范数的Ｂａｎａｃｈ空间

　‖ω‖ｐ ＝‖ω（ｘ）‖ｐ，Ω ＝ ∫
Ω
｜ω（ｘ）｜( )ｐ １／ｐ

＝ ∫
Ω
∑
Ｉ
｜ωＩ（ｘ）｜( )２ ｐ／２ｄ( )ｘ１／ｐ

。

空间Ｌｐ１（Ω，Λ
ｌ）是Ｄ′（Ω，Λｌ）满足下列条件

的子空间

　‖α‖Ｌｐ１（Ω）＝ ∫
Ω
∑
ｎ

ｉ＝１

α
ｘｉ

( )２ ｐ／２
ｄ( )ｘ１／ｐ

＜∞

ｌ－形式的 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间 Ｗ１，ｐ（Ω，Λｌ）为
Ｗ１，ｐ（Ω，Λｌ） ＝ Ｌｐ（Ω，Λ）∩ Ｌｐ１（Ω，Λ

ｌ）。记号

Ｗｐｄ（Ω，Λ
ｌ）表示所有满足ｄω∈Ｌｐ（Ω，Λｌ＋１）的ｌ－

形式 ω所构成的空间。Ｗｐｄ，ｌｏｃ（Ω，Λ
ｌ）的意义是自

·５６１·
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明的。记号Ｗｐｄ，０（Ω，Λ
ｌ）表示Ｃ∞（珚Ω，Λｌ）在Ｗｐｄ中

关于范数‖ω‖ｐ，Ω ＋‖ｄω‖ｐ，Ω的完备空间。

算子ｄ：Ｄ′（Ω，Λｌ）→Ｄ′（Ω，Λｌ＋１）（ｌ＝０，１，
…，ｎ－１）表示外微分，即

ｄω（ｘ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
∑

１≤ｉ１＜…＜ｉｌ≤ｎ

ωｉ１，ｉ２，…，ｉｌ（ｘ）
ｘｋ

ｄｘｋ∧

ｄｘｉ１∧ｄｘｉ２∧…∧ｄｘｉｌ
它的形式共轭算子定义为ｄ ＝（－１）ｎｌ＋１★

ｄ★：Ｄ′（Ω，Λｌ＋１）→Ｄ′（Ω，Λｌ），ｌ＝０，１，…，ｎ－１，
也称为 Ｈｏｄｇｅ余微分。

２　主要结果及其证明

给定ｇ∈Ｌｓ（Ω，Λｌ），ｈ∈Ｌｓ（Ω，Λｌ－１）和ｆ∈
Ｌｓ／（ｐ－１）（Ω，Λｌ），其中 ｓ≥ ｍａｘ｛１，ｐ－１｝。我们知
道，在Ω中方程

ｄ★Ａ（ｘ，ｈ，ｇ＋ｄｖ）＝ｄｆ
存在弱解 ｖ∈ Ｗｓｄ，０（Ω，Λ

ｌ－１）可在分布意义下理

解，即

∫
Ω
〈Ａ（ｘ，ｈ，ｇ＋ｄｖ），ｄ〉＝∫

Ω
〈ｆ，ｄ〉

对于每个∈Ｗｓ／（ｓ－ｐ＋１）ｄ，０ （Ω，Λｌ－１）成立。
现在，考虑下面推广的Ａ－调和方程

ｄＡ（ｘ，κ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ）＝０ （４）
其中κ为常数，对该方程的弱解解ｕ（也称为调和
张量）建立反向Ｈｌｄｅｒ不等式。首先，给出方程弱
解的定义。

定义 １　微分形式ｕ∈Ｗｓｄ，ｌｏｃ（Ω，Λ
ｌ－１）称作

方程（４）的弱解，若ｕ在分布意义下满足此方程，
即下列积分方程

∫
Ω
〈Ａ（ｘ，κ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ），ｄφ〉＝０ （５）

对任何具有紧支集的φ∈Ｗｓ／（ｓ－ｐ＋１）ｄ 成立。

定理 １　令ｕ∈Ｗｓｄ，ｌｏｃ为方程（４）在Ω中且
满足条件（Ｈ１）和（Ｈ３）的弱解。对于任一同心的
球或方体ＱσＱΩ，存在与ｕ无关的常数Ｃ和
Ｃ′，使得
‖ｄｕ‖ｐｐ，ω≤Ｃ‖ｋ（ｕ－ｕΩ）‖

ｐ
ｐ，σΩ ＋Ｃ′‖ｕ－ω‖ｐ，σΩ，

该式对所有满足σＱΩ的方体Ｑ和所有闭
形式ω成立。

证明　令η∈Ｃ∞０（σＱ），在Ｑ中时η＝１，且

其他情形满足｜η｜≤ Ｃ
（σ－１）

１
ｄｉａｍ（Ｑ）。

对ｄＡ（ｘ，ｋ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ）＝０运用测试形式

φ＝－ｕηｐ以及条件 （Ｈ１）－（Ｈ３），有

　∫
σＱ
〈Ａ（ｘ，ｋ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ），－η

ｐｄｕ〉

　　 ＝∫
σＱ
〈Ａ（ｘ，ｋ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ），ｕｐη

ｐ－１ｄη〉，

　∫
σＱ
ηｐ｜ｄｕ｜（｜ｄｕ｜ｐ－１－｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜

ｐ－１）

≤∫
σＱ
ａｐ｜ｕ｜｜η｜ｐ－１｜ｄη｜｜（｜ｄｕ｜ｐ－１

＋｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜
ｐ－１）。

于是

　∫
σＱ
ηｐ｜ｄｕ｜ｐ≤∫

σＱ
ηｐ｜ｄｕ｜｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜

ｐ－１

　 ＋∫
σＱ
ａｐ｜｜ｕη｜ｐ－１｜ｄη｜｜ｄｕ｜ｐ－１

　 ＋∫
σＱ
ａｐ｜ｕ｜｜η｜ｐ－１｜ｄη｜｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜

ｐ－１。

根据Ｙｏｕｎｇ不等式，有

　∫Ｑ｜ｄｕ｜ｐ≤∫σＱηｐ｜ｄｕ｜ｐ
≤∫

σＱ
｜ｄｕ｜｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜

ｐ－１

＋ ａｐＣ
（σ－１）

１
ｄｉａｍＱ∫σＱ｜ｕ｜｜ｄｕ｜ｐ－１

＋ ａｐＣ
（σ－１）

１
ｄｉａｍＱ∫σＱ｜ｕ｜｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜ｐ－１

≤∫
σＱ
（μ－

ｐ
ｑ

１ ｜ｄｕ｜
ｐ＋μ１｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜

ｐ）

＋ ａｐＣ
（σ－１）

１
ｄｉａｍＱ∫σＱ（μ－

ｐ
ｑ

２ ｜ｕ｜
ｐ＋μ２｜ｄｕ｜

ｐ

＋μ－
ｐ
ｑ

３ ｜ｕ｜
ｐ＋μ３｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜

ｐ－１）

其中ｑ＝ ｐ
ｐ－１。令μ１足够大且μ２足够小，得到

　Ｃ０∫Ｑ｜ｄｕ｜ｐ　≤μ１∫σＱ｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜ｐ
＋ ａｐＣ
（σ－１）

１
ｄｉａｍＱ∫σＱ（μ－

ｐ
ｑ

２ ｜ｕ｜
ｐ）

那么有

∫Ｑ｜ｄｕ｜ｐ≤Ｃ∫σＱ｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜ｐ＋Ｃ′∫σＱ｜ｕ｜ｐ。
若用ｕ－ω代替ｕ，其中ω为任一闭形式，不

等式依然成立。于是完成了定理１的证明。
现在建立 Ｃａｃｃｉｏｐｐｏｌｉ型估计，从而进一步建

立反向Ｈｌｄｅｒ不等式。我们的证明是文献［８］中
定理证明的更改。

首先，若ｕ是一个 ０－形式，令
ｕ＋＝ｍａｘ｛ｕ，０｝，ｕ－＝ｍｉｎ｛ｕ，０｝。

类似地，规定１－形式的正部和负部

ω＋＝∑
Ｉ
ω＋ＩｄｘＩ，ω

－＝∑
Ｉ
ω－ＩｄｘＩ。

定理 ２　令ｕ∈Ｗｓｄ，ｌｏｃ为方程 （４）满足条件
（Ｈ１）和 （Ｈ３）的弱解。那么存在不依赖于ｕ的常
数Ｃ和Ｃ′，使得
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∫
Ω
｜ｕ＋｜ｓ｜ｄｕ＋｜ｐηｐ≤Ｃ∫

Ω
｜ｕ＋｜ｓ＋ｐ｜η｜ｐ

　　 ＋Ｃ′∫
Ω
｜ｋ（ｕ－ｕΩ）｜

ｓ＋ｐ｜η｜ｐ

对所有非负η∈Ｃ∞０（Ω）成立。同样，上述不
等式对ｕ－依然成立。

证明　对式（５）运用测试形式 φ＝－ｕ＋ηｐ

以及条件 （Ｈ１）～（Ｈ３）可得

∫
Ω
〈Ａ（ｘ，ｋ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ），－η

ｐｄｕ＋〉

＝∫
Ω
〈Ａ（ｘ，ｋ（ｕ－ｕΩ），ｄｕ

＋），ｕ＋ｐηｐ－１ｄη〉，

∫
Ω
ηｐ ｄｕ＋ （ｄｕ＋ ｐ－１－ ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ－１）

≤∫
Ω
ａｕ＋ ｐηｐ－１ ｄη（ｄｕ＋ ｐ－１＋ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ－１）。

于是，由Ｙｏｕｎｇ不等式有

∫
Ω
ηｐ ｄｕ＋ ｐ≤∫

Ω
ηｐ ｄｕ＋ ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ－１

＋∫
Ω
ａｐｕ＋ ｄη ηｐ－１ ｄｕ＋ ｐ－１

＋∫
Ω
ａｐｕ＋ ηｐ－１ ｄη ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ－１

≤∫
Ω
（μ－

ｑ
ｐ

１ ｄｕ＋ ｐ ηｐ＋μ１ ηｐ ｋ（ｕ－ｕΩ）
ｐ）

＋∫
Ω
ａｐ（μ－

ｑ
ｐ

２ ｕ＋ ｐ ｄηｐ＋μ２ ηｐ ｄｕ＋ ｐ

＋∫
Ω
ａｐ（μ－

ｑ
ｐ
３ ｕ＋ ｄηｐ＋μ３ ηｐ ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ）

其中ｑ＝ ｐ
ｐ－１。取μ１足够大且μ２够小，得到

　Ｃ０∫
Ω
ηｐ ｄｕ＋ ｐ

≤（μ１＋ａｐμ３）∫
Ω
ηｐ ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ

＋（ａｐμ－
ｐ
ｑ

２ ＋ａｐμ－
ｐ
ｑ

３ ）∫
Ω
ｕ＋ ｐ ｄηｐ。

于是有

　∫
Ω
ηｐ ｄｕ＋ ｐ

≤Ｃ１∫
Ω
ηｐ ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ＋Ｃ２∫
Ω
ｕ＋ ｐ ｄηｐ。

（６）

参考文献［８］中引理３．２７，令Ｔ＝∑ｔｄｘＩ，其中ｔ
＞０。那么ｕ－Ｔ依然是方程 （４）的解且满足上述
不等式。对于ｔ＞０考虑集合

Ａ＝｛ｘ｜｜（ｕ－Ｔ）＋｜≠０｝，
Ｂ＝∪Ｉ｛ｘ｜（ｕＩ－ｔ）

＋＞０｝，

Ｃ＝｛ｘ｜｜ｕ＋｜＞ｔ｝，
Ｄ＝｛ｘ｜ｕ＋Ｉ ＞ｔ｝。

有 ＤＩＢ＝ＡＣ对所有Ｉ成立。故由ｄｖ＝

ｄｕ＋ ｐηｐ和（６）式，有

　∫
Ω
ｄｕ＋ ｓｄｖ≤Ｃ０∑

Ｉ
∫
Ω
（ｄｕ＋Ｉ）

ｓｄｖ

＝Ｃ０∑
Ｉ
（ｓ∫

∞

０
ｔｓ－１∫ＤＩｄｖｄｔ）

≤Ｃ０∑
Ｉ
（ｓ∫

∞

０
ｔｓ－１∫Ｂ ｄ（ｕ－Ｔ）＋ ｐηｐｄｔ）

≤Ｃ１∫
∞

０
ｔｓ－１∫Ｂ ｄ（ｕ－Ｔ）＋ ｐηｐｄｔ

≤Ｃ１（Ｃ２∫
∞

０
ｔｓ－１∫Ｃ ｕ＋ ｐ ηｐｄｔ

　 ＋Ｃ３∫
∞

０
ｔｓ－１∫Ｃ η｜ｐ ｋ（ｕ－ｕΩ）ｐｄｔ）

≤Ｃ４∫
Ω
ｕ＋ ｓ＋ｐ ηｐ

　 ＋Ｃ５∫
Ω
ηｐ ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｓ＋ｐ。

于是便完成了定理２的证明。
下面建立关于ｕ的反向Ｈｌｄｅｒ等式并给出证

明。

定理 ３　令ｕ∈Ｗｓｄ，ｌｏｃ为方程 （４）满足条件
（Ｈ１）和（Ｈ３）的弱解。那么对任一同心球或方体
ＱσＱΩ，存在不依赖于ｕ的常数Ｃ和Ｃ′，使
得

‖ｕ‖ｒ，Ｑ≤Ｃ‖ｕ‖ｓ，σＱ ＋Ｃ′‖ｋ（ｕ－ｕΩ）‖ｓ，σＱ，

其中ｒ＝ ｓｐ
ｎ－ｐ。

证明　令η∈Ｃ∞０（σＱ）为非负函数且满足

在Ｑ中η＝１，η≤
Ｃ

ｄｉａｍＱ以及０≤η≤１。固

定ｔ≠０，ω＝ ｕ＋ １＋ｔ／ｐη，利用定理２以及不等式
（ａ＋ｂ）１／ｐ≤ａ１／ｐ＋ｂ１／ｐ，我们得到

　（∫
σＱ
ω ｐｄｘ）１／ｐ

≤（ｐ＋ｔｐ）（∫σＱ ｕ＋ ｐ ｕ＋ ｔηｐｄｘ）１／ｐ

　 ＋（∫
σＱ
ｕ＋ ｐ＋ｔηｐｄｘ）１／ｐ

≤Ｃ１（ｐ＋ｔ）（∫
σＱ
｜ｕ＋｜ｐ＋ｔηｄｘ）１／ｐ

　 ＋Ｃ２（ｐ＋ｔ）（∫
σＱ
ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ＋ｔηｐｄｘ）１／ｐ

≤Ｃ３
（ｐ＋ｔ）
ｄｉａｍＱ（∫σＱ ｕ＋ ｐ＋ｔｄｘ）１／ｐ

　 ＋Ｃ２（ｐ＋ｔ）（∫
σＱ
ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ＋ｔｄｘ）１／ｐ。

由Ｓｏｂｏｌｅｖ不等式（‖ｕ‖ ｎｐ
ｎ－ｐ
≤Ｃ‖ｕ‖ｐ），有

　（∫
σＱ
ω

ｎｐ
ｎ－ｐｄｘ）

ｎ－ｐ
ｎｐ

≤Ｃ４（ｐ＋ｔ）（∫
σＱ
ｕ＋ ｐ＋ｔｄｘ）１／ｐ

·７６１·
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　 ＋Ｃ５（ｐ＋ｔ）（∫
σＱ
ｋ（ｕ－ｕΩ）

ｐ＋ｔｄｘ）１／ｐ。

令ｓ＝ｐ＋ｔ并利用不等式（ａ１／ｐ＋ｂ１／ｐ）ｐ≤
（ａ１／ｓ＋ｂ１／ｓ）ｓ，对任意ａ，ｂ＞０和ｐ＜ｓ，可得
‖ｕ＋‖ ｓｐ

ｎ－ｐ，Ｑ
≤Ｃ６‖ｕ

＋‖ｓ，σＱ ＋Ｃ７‖ｋ（ｕ－ｕΩ）‖ｓ，σＱ。

　　同样的讨论对ｕ－一样成立。定理３证毕。
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