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Ｌéｖｙ过程驱动的随机非牛顿流的鞅解

黄建华 ，李　劲
（国防科技大学 理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：研究了Ｌéｖｙ过程驱动的随机非牛顿流动力系统。研究有限维近似问题解的分布在选定的
Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的胎紧性，通过Ｓｋｏｒｏｈｏｄ嵌入定理和鞅表示定理，得到随机非牛顿流鞅解的存在性。
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　　非牛顿流体普遍存在于自然界和现实生活
中，在通常情况下，其可以流动，可以看做流体，

同时它又具有某些固体的特性，如反弹等。数学

上，非牛顿流与牛顿流的最大区别在于非牛顿流

的应力张量与变形率张量不能通过牛顿线性本构

关系表示。Ｂｅｌｌｏｕｔ，Ｂｌｏｏｍ和Ｎｅｃａｓ等在总结多极
流模型的基础上，建立了如下非线性、等温、不可

压、双极粘性流模型

ρｕｔ
＋ρ（ｕ·）ｕ－·τ（ｅ（ｕ））＝－π＋ｆ，

·ｕ＝０
{ ．

（１）
其中τ（ｅ（ｕ））代表应力张量的粘性部分，仅依赖
于变形率张量，其本构方程为

τ（ｅ（ｕ））＝２（ε＋μ０｜ｅ（ｕ）｜
ｐ－２）ｅ（ｕ）－２μ１Δ（ｅ（ｕ））

（２）
当式（２）中的μ０＝μ１＝０时，方程即为不可压

ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程。关于非牛顿流的研究文献很
多，可参阅文献［５］及［１］，关于非自治非牛顿流
动力系统的研究参阅文献［８－９］。高斯噪声驱
动的随机非牛顿流动力系统参阅文献［１０］，文献
［６］利用Ｆｌａｎｄｏｌｉ和Ｇａｔａｒｅｋ提出的方法［４］研究了

乘性高斯噪声驱动的随机非牛顿流鞅解的存在

性。注意到高斯过程的样本轨道是连续的，而

Ｌéｖｙ噪声的样本轨道是不连续的，具有跳。关于
Ｌéｖｙ过程驱动的随机偏微分方程的研究很多，可
参阅文献［７］等，但研究 Ｌéｖｙ过程驱动的随机偏
微分方程的鞅解的结果并不多。文献［２］研究了
带跳的３ＤＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程鞅解的存在性。注
意到由于Ｌéｖｙ过程带有跳，在验证鞅解时变得更
加复杂和困难。

受文献［２］的启发，研究下面的 Ｌéｖｙ噪声驱
动的随机非牛顿流的鞅解：

ｄｕ＋（（ｕ·）ｕ－·τ（ｅ（ｕ））＋π）ｄｔ

＝ｆ（ｘ）ｄｔ＋∫｜ｘ｜Ｋ≤１Ｆ（ｕ（ｔ－，ｘ））槇Ｎｐ（ｄｔ，ｄｘ），
·ｕ＝０，ｘ∈Ｄ
ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ













）

（３）
边值条件

ｕ（ｘ，ｔ）＝０，τｉｊｋｎｊｎｌ＝０，ｘ∈Ｄ，ｔ∈［０，Ｔ］

其中τｉｊｌ＝２μ１
ｅｉｊ
ｘｌ
（ｎ＝２，ｉ，ｊ，ｌ＝１，２；ｎ＝３，ｉ，ｊ，

ｌ＝１，２，３）。Ｄ是Ｒ２中具有光滑边界的有界区域。
注意到边值条件中，ｕ（ｘ，ｔ）＝０表示不滑动条件，
τｉｊｋｎｊｎｌ＝０表示压力的一阶动量在边界上为零，π
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代表压力，τ（ｅ（ｕ））是一个对称压力张量，且满

足方程（２），ｅ（ｕ）＝１２（
ｕｉ
ｘｊ
＋
ｕｊ
ｘｉ
），｜ｅ（ｕ）｜２ ＝

∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｅｉｊ（ｕ）

２，ｎ＝２，３。其中 μ０ ＞０，μ１ ＞０。ｆ，

珟Ｎ珋ｐ（ｄｔ，ｄｘ）和Ｆ满足下面的假设：
（ｉ）ｕ０∈Ｈ，ｆ∈Ｌ

２（（０，∞）；Ｖ′）。
（ｉｉ）珋ｐ＝珋ｐ（ｔ），ｔ∈Ｄ珋ｐ是在可测空间Ｋ上具有

补偿测度 ｔλ（Ｕ）类（ＱＬ）的稳态 Ｆｔ－泊松点过

程。λ（ｄｘ）是 珋ｐ的特征测度，且满足∫Ｋ｜ｘ｜２Ｋ∧
１λ（ｄｘ）＜∞。Ｎ珋ｐ（ｄｔ，ｄｘ）是计数测度，定义为
Ｎ珋ｐ（（０，ｔ］×Ｕ）＝＃｛ｓ∈Ｄｐ：ｓ≤ｔ，珋ｐ（ｓ）∈Ｕ｝，

ｔ＞０，Ｕ∈Ｂ（Ｋ）
其中Ｄ珋ｐ是珋ｐ的定义域，珟Ｎ珋ｐ（ｄｔ，ｄｘ）＝Ｎ珋ｐ（ｄｔ，ｄｘ）－
ｄｔλ（ｄｘ）。

（ｉｉｉ）Ｆ（·，·）是Ｈ×Ｋ→Ｈ可测函数，且存在
０＜ｐ＜２使得对每个 ｕ，ｕ１，ｕ２∈Ｈ及ｘ∈Ｋ，都
有

∫｜ｘ｜≤１｜Ｆ（ｕ１，ｘ）－Ｆ（ｕ２，ｘ）｜２Ｈλｄｘ
　　≤Ｃ１｛｜ｕ１－ｕ２｜

２
Ｈ∧｜ｕ１－ｕ２｜

ｐ
Ｈ｝，

∫｜ｘ｜≤１｜Ｆ（ｕ，ｘ）｜２Ｈλｄｘ≤Ｃ２（１＋｜ｕ｜２Ｈ）。
１　泛函框架与引理

定义Ｖ×Ｖ→Ｒ上正定的椭圆对称双线性形
式ａ（·，·）为

ａ（ｕ，ｖ）＝∫Ｄ
ｅｉｊ（ｕ）
ｘｋ

ｅｉｊ（ｖ）
ｘｋ

ｄｘ，（ｕ，ｖ∈Ｖ）

由ＬａｘＭｉｌｇｒａｍ引理可知，存在线性算子 Ａ，
满足

〈Ａｕ，ｖ〉Ｖ′×Ｖ ＝ａ（ｕ，ｖ）＝〈ｆ，ｖ〉Ｖ′×Ｖ，ｖ∈Ｖ，
则Ａ的定义域为Ｄ（Ａ）＝｛ｕ∈Ｖ，ａ（ｕ，ｖ）＝（ｆ，ｖ），
ｆ∈ＨＶ′，ｖ∈Ｖ′｝，事实上，Ａ＝ＰΔ２，Ｐ是从
Ｌ２（Ｄ）到Ｈ上的投影算子，并且Ａ－１在Ｈ中紧，存
在可列个实特征值 λｎ使得０＜λ１≤λ２≤…≤
λｎ→∞，ｎ→∞，其相应的特征函数 ｛φｎ（ｘ）｝∞ｎ＝１
构成Ｈ中的标准正交基，使得Ａφｎ ＝λｎφｎ（ｘ），φｎ
∈Ｄ（Ａ）。

对ｕ∈Ｖ，令γ（ｕ）＝（ε＋｜ｅ（ｕ）｜２）
ｐ－２
２，定

义算子Ａｐ（·）：Ｖ→Ｖ′为

（Ａｐ（ｕ），ｖ）＝∫Ｄγ（ｕ）ｅｉｊ（ｕ）ｅｉｊ（ｖ）ｄｘ，ｕ，ｖ∈Ｖ
定义连续的双线性算子Ｂ（·，·）：Ｈ１（Ｄ）×Ｈ１（Ｄ）

→Ｈ－１（Ｄ）为

（Ｂ（ｕ，ｖ），ｗ）＝∫Ｄｕｉ
ｖｊ
ｘｉ
ｗｊｄｘ，ｕ，ｖ，ｗ∈Ｈ

１（Ｄ）

则（Ｂ（ｕ，ｖ），ｗ）＝－（Ｂ（ｕ，ｗ），ｖ），（Ｂ（ｕ，ｖ），ｖ）＝０。
方程（３）可写成Ｈ中抽象随机发展方程：
ｄｕ＋［μ１Ａｕ＋Ｂ（ｕ，ｕ）＋２μ０Ａｐ（ｕ）］ｄｔ

＝ｆｄｔ＋∫｜ｘ｜Ｋ≤１Ｆ（ｕ（ｔ－，ｘ））Ｎ
～
珋ｐ（ｄｔ，ｄｘ），

ｕ（０）＝ｕ０∈
{

Ｈ

（４）

下面给出方程（４）鞅解的定义。
定义 １　 给定Ｈ中的一个概率测度μ０，称空

间（Ωα，Ｆα）中的概率测度 Ｐ为满足初始分布 μ０
的鞅解，如果

（１）对任意的Ｔ＞０，Ｐ（ｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］｜ηｔ｜
２
Ｈ ＋

∫
Ｔ

０
‖ηｓ‖

２
Ｖｄｓ＜∞）＝１。

（２）对任意的 φ∈ Ｖα，随机过程〈ηｔ，φ〉Ｖ′α，Ｖα
是个半鞅，（Ｍφｔ，Ｆαｔ，Ｐ）是平方可积的ｃàｄｌàｇ鞅，
其中 Ｍφｔ定义为

Ｍφ
ｔ（η）〈ηｔ－η０，φ〉Ｈ ＋μ１∫

ｔ

０
〈η（ｓ），Ａφ〉Ｈｄｓ

　 －∫
ｔ

０
〈Ｂ（ηｓ，φ），ηｓ〉Ｈｄｓ－２μ０∫

ｔ

０
（Ａｐ（ｕ（ｓ）），φ）ｄｓ

　 －∫
ｔ

０
〈φ，ｆ（ｓ）〉Ｖ，Ｖ′ｄｓ

且满足

Ｍφｔ（η）＝∑０≤ｓ≤ｔ
Δ〈ηｓ，φ〉Ｈ

　 －∫
ｔ

０∫｜ｘ｜≤１〈Ｆ（ηｓ，ｘ），φ〉Ｈλｄｘｄｓ。
（３）μ０ ＝Π０Ｐ。
引理 １　（文献［６］，引理２．１－２．２）
（１）如果１＜ｐ＜２（ｎ＝２，３），或者 ２＜ｐ

≤２＋ ２
ｎ＋２（ｎ＝２，３），则Ａｐ（·）：Ｖ→Ｖ′是局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，即
　‖Ａｐ（ｕ）－Ａｐ（ｖ）‖Ｖ′

　　≤Ｃ（‖ｕ‖Ｖ，‖ｖ‖Ｖ，ｐ，ε）‖ｕ－ｖ‖Ｖ，

　　ｕ，ｖ∈Ｖ。
（２）假设ｕ∈Ｌ２（０，Ｔ；Ｖ）Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ），则

Ａｐ（ｕ）∈Ｌ
２（０，Ｔ；Ｖ′）。

定理１　（Ｓｋｏｒｏｈｏｄ嵌入定理，文献［３］，定理
２．４）对于Ｂ（Ｅ）中的任意概率测度序列｛μｎ｝，如
果弱收敛到概率测度 μ，则 存在一个概率空间
（Ω，Ｆ，Ｐ）和随机变量 Ｘ１，Ｘ２，… 使得 Ｌ（Ｘｍ）＝
μｍ，Ｌ（Ｘ）＝μ且

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ ＝Ｘ，　Ｐ．ａ．ｓ．

下面叙述本文的主要结论。

定理 ２　假设条件（ｉ）－（ｉｉｉ）成立，且对 Ｈ

·０７１·
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中任意的概率测度μ满足∫Ｈ｜χ｜２Ｈμ（ｄｘ）＜∞，则
方程 （３）存在一个鞅解。

２　主要结论的证明

这一节，将用经典 Ｇａｌｅｒｋｉｎ近似方法及在选
定的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的胎紧性，通过Ｓｋｏｒｏｈｏｄ嵌入
定理和鞅表示定理，通过验证 Ｍａｒｌｋｏｖ半群的强
Ｆｅｌｌｅｒ性和不可约性，得到随机非牛顿流鞅解的
存在性。

设ｕｎ（ｔ）是下面有限维近似方程在 Ｈｎ的
Ｃàｄｌàｇ适应解：
ｄｕｎ＋［μ１Ａｕｎ＋ＰｎＢｎ（ｕｎ，ｕｎ）＋２μ０ＰｎＡ

ｎ
ｐ（ｕｎ）］ｄｔ

＝Ｐｎｆｄｔ＋∫｜ｘ｜Ｋ≤１Ｆｎ（ｕｎ（ｔ－，ｘ））Ｎ
～
ｐ（ｄｔ，ｄｘ），

ｕｎ（０）＝Ｐｎｕ０∈Ｈｎ
{

。

（５）
引理 ２　假设Ｅｕｎ（０）

２
Ｈ ＜∞，则对于每个

Ｔ＞０，有

Ｅｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ｕｎ（ｔ）｜
２
Ｈ ＋Ｅ∫

Ｔ

０
‖ｕｎ（ｓ）‖

２
Ｖｄｓ

　≤Ｃ（Ｔ，μ１，∫
Ｔ

０
‖ｆｎ（ｓ）‖ｄｓ，Ｅ｜ｕｎ（０）｜

２
Ｈ）（６）

证明　对｜ｕｎ｜
２
Ｈ应用Ｉｔ^ｏ公式可得

｜ｕｎ（ｔ）｜
２＝｜ｕｎ（０）｜

２＋２∫
ｔ

０
（Ｑｕｎ（ｓ，ｘ），ｕｎ（ｓ，ｘ））ｄｔ

＋２∫
ｔ

０
（ｆｎ，ｕｎ（ｓ，ｘ））ｄｔ＋∫

ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１（｜ｕｎ（ｓ－，ｘ）
＋Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜

２－｜ｕｎ（ｓ－，ｘ）｜
２）Ｎ～珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）

＋∫
ｔ

０∫｜ｘ｜≤１（｜ｕｎ（ｓ，ｘ）＋Ｆｎ（ｕｎ（ｓ，ｘ），ｘ）｜２
－｜ｕｎ（ｓ，ｘ）｜

２－２（ｕｎ（ｓ，ｘ），Ｆｎ（ｕｎ（ｓ，ｘ）），ｘ））λ（ｄｘ）ｄｓ。
其中Ｑｕｎ＝－μ１Ａｕｎ－２μ０ＰｎＡ

ｎ
ｐｕｎ－ＰｎＢｎ（ｕｎ，ｕｎ），则

有

（Ｑｕｎ（ｔ），ｕｎ（ｔ））＝（－μ１Δ
２ｕｎ，ｕｎ）

　　 －２μ０（ＰｎＡ
ｎ
ｐｕｎ，ｕｎ）－（ＰｎＢｎ（ｕｎ，ｕｎ），ｕｎ）

由不可压缩条件·ｕ＝０可得（Ｂｎ（ｕｎ，ｕｎ），
ｕｎ）＝０。

注意到

２∫
ｔ

０
〈ｕｎ（ｓ，ｘ），ｆｎ（ｓ）〉ｄｓ≤μ１∫

ｔ

０
‖ｕｎ（ｓ，ｘ）‖

２
Ｖｄｓ

　　　　 ＋１
μ１∫

ｔ

０
｜ｆｎ（ｓ）｜

２
Ｖ′ｄｓ

则有

｜ｕｎ（ｔ）｜
２＋μ１∫

ｔ

０
‖ｕｎ（ｓ）‖

２
Ｖｄｓ

≤｜ｕｎ（０）｜
２＋１
μ１∫

ｔ

０
｜ｆｎ（ｓ）｜

２
Ｖ′ｄｓ

　　 ＋∫
ｔ

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ，ｘ），ｘ）｜２λｄｘｄｓ
　　 ＋∫

ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜２
　　 ＋２（ｕｎ（ｓ－，ｘ），Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）Ｎ

～
ｐ（ｄｓ，ｄｘ）

由ＢｕｒｋｈｏｌｄＤａｖｉｓＧｕｎｄｙ不等式可得
Ｅ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜（｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜
２＋２〈ｕｎ（ｓ－，ｘ），

Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）〉Ｎ
～
珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）｜

≤Ｅ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜（｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜
２｜

＋Ｅ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜（｜２〈ｕｎ（ｓ－，ｘ），Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），

ｘ）〉Ｎ～珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）｜

≤Ｅ［∫
Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜４Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］１／２
　　 ＋Ｅ［［∫

Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１（４〈ｕｎ（ｓ－，ｘ），Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），
ｘ）〉２Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］

１／２

≤２Ｅ｛ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕｎ（ｓ）｜［∫
Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），
ｘ）｜２Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］

１／２｝

＋Ｅ［∫
Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜２Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］
≤ １４Ｅｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕｎ（ｓ）｜
２＋５Ｅ［∫

Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），
ｘ）｜２Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］
直接计算可得

Ｅ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕｎ（ｔ）｜
２

≤Ｅ｜ｕｎ（０）｜
２＋Ｅ１

μ１∫
Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ

＋Ｅ∫
ｔ

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜２λ（ｄｘ）ｄｓ
＋Ｅ ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
｜｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜

２

＋２〈ｕｎ（ｓ－），Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）〉Ｎ
～
珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）｜

≤｜ｕｎ（０）｜
２＋１４Ｅ ｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕｎ（ｓ）｜
２

＋５Ｅ［∫
Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜２Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］
＋１
μ１∫

Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ

＋Ｅ［∫
Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜２Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］，
这表明

３
４Ｅ ｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕｎ（ｔ）｜
２

≤｜ｕｎ（０）｜
２＋１
μ１∫

Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ

＋６Ｅ［∫
Ｔ＋

０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）｜２Ｎ珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）］

·１７１·
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｜ｕｎ（０）｜
２＋１
μ１∫

Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ

＋６ＣＥ∫
Ｔ

０
（１＋｜ｕｎ（ｓ）｜

２ｄｓ

≤｜ｕｎ（０）｜
２＋１
μ１∫

Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ

＋６ＣＴ＋６Ｃ∫
Ｔ

０
Ｅ（ｓｕｐ
ｌ∈［０，ｓ］

｜ｕｎ（ｌ）｜
２）ｄｓ

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得

Ｅｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕｎ（ｔ）｜
２≤Ｃ（Ｔ，μ１，｜ｕｎ（０）

２，∫
Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ｜）

类似地

Ｅ∫
Ｔ

０
‖ｕｎ（ｓ）‖

２
Ｖｄｓ

　　≤｜ｕｎ（０）｜
２＋１
μ１∫

Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ

　　　 ＋６ＣＴ＋６ＣＴＥ（ｓｕｐ
ｌ∈［０，ｓ］

｜ｕｎ（ｌ）｜
２）

推论 １　 设 τ≥ ０是停时，（ｕｎ（ｔ））ｔ≥０是
Ｃàｄｌàｇ适应过程，且在 ［０，τ］上几乎必然满足方
程（５）。如果Ｅ｜ｕｎ（０）｜Ｈｎ ＜∞，则对于每个Ｔ＞０，
Ｅ（ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
｜ｕ（ｔ∧τ）｜２Ｈｎ）

　　≤Ｃ（Ｔ，μ１，∫
Ｔ

０
｜ｆｎ（ｓ）｜

２
Ｖ′ｄｓ，Ｅ｜ｕｎ（０）｜

２
Ｈｎ）

引理 ３　对每个Ｆ０－可测的ｕｎ（０）：Ω→Ｈｎ，
如果对某个常数Ｃ＞０，｜ｕｎ（０）｜Ｈｎ≤Ｃ，则方程
（５）在（Ω，Ｆ，（Ｆｔ）ｔ≥０，Ｐ）上都存在唯一适应的解
（ｕｎ（ｔ））ｔ≥０。

证明　对每个ｍ＞Ｃ，令Ｂｍｎ（·）：Ｈｎ→Ｈｎ是
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数，使得 对任意的｜ｕ｜Ｈｎ≤ｍ，定
义Ｂｍｎ（ｕ）＝Ｂｎ（ｕ，ｕ）。

考虑下面的方程

ｄｕｎ＋［μ１Ａｕｎ＋ＰｎＢ
ｍ
ｎ（ｕｎ，ｕｎ）＋２μ０ＰｎＡ

ｎ
ｐ（ｕｎ）］ｄｔ

＝Ｐｎｆｄｔ＋∫｜ｘ｜Ｋ≤１Ｆｎ（ｕｎ（ｔ－，ｘ））Ｎ
～
ｐ（ｄｔ，ｄｘ），

ｕｎ（０）＝Ｐｎｕ０∈Ｈｎ
{

。

（７）
由引理 １可知，Ａｎｐ，Ｂ

ｍ
ｎ，Ｆｎ，Ａｎ都是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续

的。由标准的讨论可知，方程（７）存在唯一的
ｃàｄｌàｇ适应解（ｕｍｎ（ｔ））ｔ≥０。

定义停时τｍ如下
τｍ ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０，｜ｕ

ｍ
ｎ（ｔ）｜Ｈｎ≥ｍ｝∧Ｔ

注意到ｕｍｎ（τｎ）由ｔ∈［０，τｍ）决定，则由推
论１可知

Ｅ（ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕ（ｍ）ｎ （ｔ∧τｍ）｜
２
Ｈｎ）

　　≤Ｃ（Ｔ，μ１，∫
Ｔ

０
｜ｆｎ（ｓ）｜

２
Ｖ′ｄｓ，Ｅ｜ｕｎ（０）｜

２
Ｈｎ）

及

　Ｅ（１τｍ＜Ｔ｜ｕ
（ｍ）
ｎ （τｍ）｜

２
Ｈｎ）

　≤Ｃ（Ｔ，μ１，∫
Ｔ

０
｜ｆｎ（ｓ）｜

２
Ｖ′ｄｓ，Ｅ｜ｕｎ（０）｜

２
Ｈｎ）

这表明

　Ｐ（τｍ ＜Ｔ）≤
１
ｍ２
Ｃ（Ｔ，μ１，Ｅ｜ｕｎ（０）｜

２
Ｈｎ，

　　　　　　　　∫
Ｔ

０
｜ｆ（ｓ）｜２Ｖ′ｄｓ）

注意到在｛τｍ ＜Ｔ｝上，｜ｕ
（ｍ）
ｎ （Ｔ∧τｍ）｜

２
Ｈｎ≥ｍ

２，

当Ｍ ＞ｍ时，ｔＭ≥τｍ，且满足性质：
Ｐ（ｕ（Ｍ）ｎ （ｔ）＝ｕ

（ｍ）
ｎ （ｔ），ｔ∈［０，τｍ））＝１。当τ∞ ＝

ｓｕｐｍ＞Ｃ｛τｍ｝时，定义随机过程 ｕ∞ｎ（ｔ）：ｔ∈ ［０，
τ∞），对任意正整数 ｍ，在区间［０，τｍ）上满足
ｕ∞ｎ（ｔ）＝ｕ

（ｍ）
ｎ （ｔ），因此 ｕ∞ｎ（ｔ）为［０，τ∞）上的解。

由于对每个ｍ，Ｐ（τ∞ ＜Ｔ）≤Ｐ（τｍ ＜Ｔ）≤
Ｃ
ｍ２
，且 Ｐ（τ∞ ＜Ｔ）＝０，因此，对每个ε＞０，当ｔ

∈［０，Ｔ－ε］时，ｕ∞ｎ（ｔ）是方程（７）的解。再由Ｔ
的任意性可知，该解是整体存在的。

推论 ２　对每个Ｆ０－可测的ｕｎ（０）：Ω→Ｈｎ，
方程（７）在（Ω，Ｆ，（Ｆｔ）ｔ≥０，Ｐ）上都存在唯一的适
应解（ｕｎ（ｔ））ｔ≥０。

证明　定义Ω＝｛｜ｕｎ（０）｜Ｈｎ≤ｍ｝，则Ωｍ

∈ Ｆ。定义 ｕ（ｍ）ｎ （０）＝
ｕｎ（０），ｕｎ（０）∈Ω，{
其他

，设

（ｕ（ｍ）ｎ （ｔ））ｔ≥０是方程（７）的满足初始条件ｕ
（ｍ）
ｎ （０）

的唯一解。如果Ｍ ＞ｍ，则
Ｐ（Ωｍ∩（ｕ

（Ｍ）
ｎ （ｔ）＝ｕ

（ｍ）
ｎ （ｔ）），ｔ≥０）＝Ｐ（Ωｍ）

这样可以在Ω＇＝∪
ｍ
Ωｍ上唯一定义 ｕｍ（ｔ），注意

到Ｐ（Ω＇）＝１，因此得到整体解。
引理 ４　 ｛ｕｎ（ｔ）｝∞ｎ＝１在 Ω∩ Ｌ

２（［０，Ｔ］；Ｈ）
中是Ｄ弱胎紧的。

证明　选择α≥１，令Ｄ＝Ｖα，只需证ｕｎ是
Ｄ－弱胎紧即可。由文献［２］的引理２．５可知，只
需证明φ∈Ｄ，｛＜ｕｎ（·），φ＞Ｄ′，Ｄ｝在ＤＲ［０，Ｔ］
上胎紧即可。由引理２可知，对每个Ｔ＞０，有

Ｅφ［ｓｕｐ（ｕｎ（ｔ），φ）Ｄ′，Ｄ］≤｜φ｜
２
ＨＥ［ｓｕｐ｜ｕｎ（ｔ）｜

２
Ｈ］

≤｜φ｜２ＨＣ（Ｔ，∫
Ｔ

０
‖ｆ（ｓ）‖２

Ｖ′ｄｓ，Ｅ｜ｕｎ（０）｜
２
Ｈ）。

对于任意的τｎ，δｎ满足假设
（１）对每个ｎ，τｎ是关于σ－域的停时，且取

有限多个值。

（２）对每个ｎ，常数δｎ∈［０，Ｔ］，且当ｎ→∞
时，δｎ→０。
则有

｜〈ｕｎ（τｎ＋δｎ）－ｕｎ（τｎ），φ〉Ｄ′，Ｄ｜

·２７１·
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　≤∫
τｎ＋δｎ

τｎ
｜〈φ，Ｂｎ（ｕ

ｎ（ｓ），ｕｎ（ｓ））Ｈ〉｜ｄｓ

　 ＋∫
τｎ＋δｎ

τ
｜〈φ，μ１Ａｕｎ（ｓ）〉Ｈ｜ｄｓ

　 ＋∫
τｎ＋δｎ

τ
｜〈φ，２μ０Ａｐｕｎ（ｓ）〉Ｈ｜ｄｓ

　 ＋∫
τｎ＋δｎ

τ
｜〈φ，ｆｎ（ｓ）〉Ｖ，Ｖ′｜ｄｓ

　＋｜∫
Ｔ

０∫｜ｘ｜≤１１（τｎ，τｎ＋δｎ）〈Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－），ｘ），φ〉ＨＮ
～
珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）｜

　 ＝Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３＋Ｉ４＋Ｉ５
　　由关于Ｆｎ的假设可知

Ｅ（Ｉ４）＝Ｅ［｜∫
Ｔ

０∫｜ｘ｜≤１１（τｎ，τｎ＋δｎ）〈Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－），ｘ），φ〉ＨＮ
～
ｐ（ｄｓ，ｄｘ）｜

２］

　 ＝Ｅ［∫
Ｔ

０∫｜ｘ｜≤１１（τｎ，τｎ＋δｎ）〈Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－），ｘ），φ〉２Ｈλ（ｄｘ）ｄｓ］
≤Ｅ［∫

Ｔ

０
１（τｎ，τｎ＋δｎ）｜φ｜

２
ＨＣ（｜ｕｎ（ｓ）｜

２
Ｈ ＋１）ｄｓ］

≤Ｃ｜φ｜２ＨＥ［ｓｕｐｓ∈［０，Ｔ］
｜ｕｎ（ｓ）｜

２
Ｈ ＋１］δｎ

即Ｉ４以概率趋于零。
最后证｛ｕｎ｝在Ｌ

２（［０，Ｔ］；Ｈ）上是胎紧的。事
实上

ｕｎ（ｔ）＝ｕｎ（０）－∫
ｔ

０
μ１Ａｎｕｎ（ｓ）ｄｓ

－∫
ｔ

０
Ｂｎ（ｕｎ（ｓ），ｕｎ（ｓ））ｄｓ

＋∫
ｔ

０
２μ０Ａ

ｐ
ｎｕｎ（ｓ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆｎ（ｓ）ｄｓ

＋∫
ｔ＋

０
Ｆｎ（ｕｎ（ｓ－，ｘ），ｘ）Ｎ

～
珋ｐ（ｄｓ，ｄｘ）

＝Ｊ１ｍ（ｔ）＋Ｊ
２
ｍ（ｔ）＋Ｊ

３
ｍ（ｔ）＋Ｊ

４
ｍ（ｔ）＋Ｊ

５
ｍ（ｔ）＋Ｊ

６
ｍ（ｔ）

容易证明 Ｅ‖Ｊ１ｍ‖
２ ≤ Ｃ，Ｅ‖Ｊ５ｍ‖

２ ≤ Ｃ，
Ｅ‖Ｊ２ｍ‖

２
Ｈ１（０，Ｔ，Ｖ′）≤Ｃ。注意到当α∈（０，１／２）时，

Ｈ１（０，Ｔ；Ｖ′）嵌入Ｗα，２（０，Ｔ；Ｖ′）中。下面估计Ｊ３ｍ，
Ｊ４ｍ，Ｊ

６
ｍ。注意到对所有的ｖ∈Ｈ

２（Ｄ），有
　　｜（Ｂ（ｕ，ｕ），ｖ）｜≤‖ｕ‖‖ｕ‖１‖ｖ‖∞

≤Ｃ‖ｕ‖‖ｕ‖１‖ｖ‖２

则有

　Ｅ‖Ｊ３ｍ‖
２
Ｈ′（０，Ｔ；Ｖ′）≤Ｃｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ

‖ｕｍ（ｔ）‖
２

　　　　　　　　　∫
Ｔ

０
‖ｕｍ（ｓ）‖

２
１ｄｓ≤Ｃ

当ｎ＝２，３，１＜ｐ＜２时，

‖Ａｐｍ（ｕｍ）‖
２
Ｌ２（０，Ｔ；Ｖ′）≤Ｃ∫

Ｔ

０
‖ｕｍ（ｓ）‖

２
２ｄｓ；

当ｎ＝２，２＜ｐ≤ ５２时，

‖Ａｐｍ（ｕｍ）‖
２
Ｌ２（０，Ｔ；Ｖ′）≤Ｃ∫

Ｔ

０
‖ｕｍ（ｓ）‖

２
２ｄｓ

＋ＣＴ
５－２ｐ
２ ｓｕｐ
０≤ｓ≤Ｔ

‖ｕｍ（ｓ）‖（∫
Ｔ

０
‖ｕｍ（ｓ）‖

２
２ｄｓ）

２ｐ－３
２

当ｎ＝３，２＜ｐ≤１２５时，

‖Ａｐｍ（ｕｍ）‖
２
Ｌ２（０，Ｔ；Ｖ′）≤Ｃ∫

Ｔ

０
‖ｕｍ（ｓ）‖

２
２ｄｓ

＋ＣＴ
１２－５ｐ
４ ｓｕｐ
０≤ｓ≤Ｔ
‖ｕｍ（ｓ）‖

４－ｐ
２（∫

Ｔ

０
‖ｕｍ（ｓ）‖

２
２ｄｓ）

５ｐ－８
４

当θ∈（０，１２）时，直接计算得到

Ｅ［‖Ｊ６ｍ（·）‖
２
Ｗθ，２（［０，Ｔ］，Ｈ）］

　 ＝Ｅ［∫Ｔ０｜Ｊ６ｍ（ｔ）｜２Ｈｄｔ］
　 ＋Ｅ［∫

Ｔ

０∫
Ｔ

０

｜Ｊ６ｍ（ｔ）－Ｊ
６
ｍ（ｓ）｜

２
Ｈ

｜ｔ－ｓ｜１＋２θ
ｄｔｄｓ］

　 ＝∫
Ｔ

０
Ｅ［｜Ｊ６ｍ（Ｔ）｜

２
Ｈ］ｄｔ

　 ＋∫
Ｔ

０∫Ｔ０
Ｅ｜Ｊ６ｍ（ｔ）－Ｊ

６
ｍ（ｓ）｜

２
Ｈ

｜ｔ－ｓ｜１＋２θ
ｄｔｄｓ］

　 ＝∫Ｔ０Ｅ［∫ｔ０∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｓ），ｘ）｜２Ｈλ（ｄｘ）ｄｓ］ｄｔ

　 ＋∫
Ｔ

０∫
Ｔ

０

Ｅ［∫
ｔ

ｓ∫｜ｘ｜≤１｜Ｆｎ（ｕｎ（ｚ），ｘ）｜２Ｈλ（ｄｘ）ｄｚ］
｜ｔ－ｓ｜１＋２θ

ｄｔｄｓ

　≤Ｃ（Ｔ＋θ）｛∫
Ｔ

０
Ｅ［｜ｕｎ（ｓ）｜

２
Ｈ］ｄｓ

　 ＋∫
Ｔ

０∫
Ｔ

０

∫
ｔ

ｓ
Ｅ［｜ｕｎ（ｚ）｜

２
Ｈ］ｄｚ

｜ｔ－ｓ｜１＋２θ
｝ｄｔｄｓ

　≤Ｃ（Ｔ，θ，∫‖ｆ（ｓ）‖２
Ｖ′ｄｓ，ｍ２）

因此

Ｅ［‖ξ（·）‖Ｗθ，２（［０，Ｔ］；Ｄ（Ａ－γ））］

　　　≤Ｃ（ｍ２，Ｔ，∫
Ｔ

０
‖ｆ（ｓ）‖２

Ｖ′ｄｓ）

由文献［４］的定理４．６可知，Ｐｎ在Ｌ
２（［０，Ｔ］；Ｈ）

是胎紧的，因此在Ω∪Ｌ２Ｌｏｃ（［０，∞）；Ｈ）中子序列
｛Ｐｎｋ｝存在弱极限Ｐ，其是一个概率测度。

引理 ５　Ｐ是鞅解。
证明　定义截断函数ｇ（ｘ）∈Ｃ（Ｒ，Ｒ），｜ｇ（ｘ）｜

≤｜ｘ｜，｜ｇ′（ｘ）｜≤Ｃ且ｇ（ｘ）＝
ｘ，｜ｘ｜≥１，
０，｜ｘ｜≤１／{ ２

。

对任意∈Ｄ，选择ｔ∈Ｚ，并令

Ｙｍｎ（ξ）（ｔ）＝∑ｓ∈［０，ｔ］

１
ｍｇ（ｍ·〈Δξ（ｓ），〉Ｄ′，Ｄ）

－∫
ｔ

０∫｜ｘ｜≤１
１
ｍｇ（ｍ·〈Ｆｎ（ξ（ｓ），ｘ），〉）λｄｘｄｓ，

Ｙｍ（ξ）（ｔ）＝∑ｓ∈［０，ｔ］

１
ｍｇ（ｍ·〈Δξ（ｓ），〉Ｄ′，Ｄ）

－∫
ｔ

０∫｜ｘ｜≤１
１
ｍｇ（ｍ·〈Ｆ（ξ（ｓ），ｘ），〉）λｄｘｄｓ

类似文献［２］的讨论可知，（ｕｍ，Ｆｓ，Ｐ）是平
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方可积鞅，（Ｙｍｎ（ξ）（ｔ），Ｐｎ）是平方可积 Ｃｄｌｇ
鞅。由Ｓｋｏｒｏｋｈｏｄ嵌入定理，可以证明（Ｙｍ，Ｐ）在
Ｌ２（Ω×［０，Ｔ］；Ｒ）中是柯西序列，且ｌｉｍ

ｍ→∞
Ｙｍ ＝

Ｙ。下面验证 ＥＰｅｉｕ［Ｍｅｉｔ－Ｙｅｉ（ｔ）］＝１。固定 ｎ，设（Ｙｍｎ，
Ｐｎ）是Ｌ

２（Ω×［０，Ｔ］；Ｒ）中的柯西序列，并记Ｙｍ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｙｍｎ，则对任意固定的ｎ＞ｉ，令

Ｍｎｍ（ξ）（ｔ）＝〈ξｔ－ξ０，ｅｉ〉Ｈ ＋∫
ｔ

０
〈ξｓ，μ１Ａｅｉ〉Ｈｄｓ

－∫
ｔ

０
〈Ｂ（πｍξｓ，ｅｉ），πｍξｓ〉Ｈｄｓ＋∫

ｔ

０
〈ξｓ，２μ０Ａｐｅｉ〉Ｈｄｓ

－∫
ｔ

０
〈ｅｉ，ｆｎ（ｓ）〉Ｖ，Ｖ′ｄｓ，

Ｍｎ（ξ）（ｔ）＝〈ξｔ－ξ０，ｅｉ〉Ｈ ＋∫
ｔ

０
〈ξｓ，μ１Ａｅｉ〉Ｈｄｓ

－∫
ｔ

０
〈Ｂ（ξｓ，ｅｉ），ξｓ〉Ｈｄｓ＋∫

ｔ

０
〈ξｓ，２μ０Ａｐｅｉ〉Ｈｄｓ

－∫
ｔ

０
〈ｅｉ，ｆｎ（ｓ）〉Ｖ，Ｖ′ｄｓ，

Ｍｍ（ξ）（ｔ）＝〈ξｔ－ξ０，ｅｉ〉Ｈ ＋∫
ｔ

０
〈ξｓ，μ１Ａｅｉ〉Ｈｄｓ

－∫
ｔ

０
〈Ｂ（πｍξｓ，ｅｉ），πｍξｓ〉Ｈｄｓ＋∫

ｔ

０
〈ξｓ，２μ０Ａｐｅｉ〉Ｈｄｓ

－∫
ｔ

０
〈ｅｉ，ｆ（ｓ）〉Ｖ，Ｖ′ｄｓ。

则有

Ｅｅｉｕ［Ｍｅｉｔ］－Ｙｅｉ（ｔ）－１
＝ｌｉｍ
ｍ→∞
ｌｉｍ
ｋ→∞
ｌｉｍ
ｎ→∞

ＥＰｎｅｉｕ［Ｍｎｍ（ｔ）－Ｙｋｎ（ｔ）］－ＥＰｎｅｉｕ［Ｍｎ（ｔ）－ｎＹ（ｔ）］

≤ ｌｉｍ
ｍ→∞
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｌｉｍ
ｋ→∞
ＥＰｎ

ｅｉｕ［∫
ｔ

０
＜Ｂ（ξｓ，ｅｉ），ξ）Ｈ－＜Ｂ（πｍξｓ，ｅｉ），πｍξｓ＞Ｈｄｓ］＋ｉｕ［ｎＹ（ｔ）－Ｙｋｎ（ｔ）］－１

≤ ｌｉｍ
ｍ→∞
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｌｉｍ
ｋ→∞
［ＥＰｎ

ｅｉｕ［∫
ｔ

０
＜Ｂ（ξｓ，ｅｉ），ξ）Ｈ－＜Ｂ（πｍξｓ，ｅｉ），πｍξｓ＞Ｈｄｓ］－１

＋ＥＰｎ ｅｉｕ［ｎＹ（ｔ）－Ｙｋｎ（ｔ）］－１］

由文献［２］的定理３．３和定理４．１的证明可
知，上式最后一行的两部分均为０，从而Ｐ是方程
的鞅解。

综合引理２至引理５的证明，结合鞅解的定义
１即可证得定理２。
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