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基于 Ｇａｕｓｓ伪谱法的空空导弹最优中制导律设计

杨希祥，张为华
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：研究Ｇａｕｓｓ伪谱法在空空导弹最优中制导律设计中的应用。建立空空导弹中制导律设计问题最
优控制模型，首次提出采用Ｇａｕｓｓ伪谱法求解最优中制导律设计问题的思路，详细阐述了求解流程，通过仿真
算例验证了求解方法的有效性，并同比例导引、打靶法等传统方法进行了对比。仿真结果表明，综合考虑性

能指标、计算精度、计算效率等因素，Ｇａｕｓｓ伪谱法具有明显优势，Ｇａｕｓｓ伪谱法求解结果和求解效率与配点个
数密切相关。研究结果为空空导弹中制导律设计提供理论参考。
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　　空空导弹在现代空战中发挥着举足轻重的作
用。空空导弹中制导的目的是，将导弹导引到导

引头能够截获目标的区域，它决定了末制导的初

始运动参数，因此，空空导弹中制导律设计受到广

泛关注。

空空导弹中制导律设计方法大致可分为两

类，一类是比例导引规律及其改进形式，另一类则

是将中制导律设计问题看作最优控制问题，采用

求解最优控制问题的方法求解，得到满足攻击时

间最短或燃料最省的最优中制导律。新一代中距

空空导弹中制导律设计常常采用后者［１－２］。

求解最优控制问题的数值方法很多，一般分

为间接法和直接法。间接法将最优控制问题转换

为Ｈａｍｉｌｔｏｎ边值问题，然后通过数值方法求解，
存在推导过程复杂、难以估计共轭变量初值等诸

多不足。直接法采用参数化方法，将连续空间的

最优控制问题转化为非线性规划（Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＮＬＰ）问题，通过数值求解非线性规
划问题来获得最优解。根据参数化方法不同，直

接法分为两种基本类型：仅离散控制变量的打靶

法和同时离散控制变量和状态变量的配点法。

Ｇａｕｓｓ伪谱法（ＧａｕｓｓＰｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌＭｅｔｈｏｄ，ＧＰＭ）
是近年来在飞行器最优控制领域备受关注的新方

法。Ｇａｕｓｓ伪谱法是配点法的一种，它采用全局
插值多项式在一系列 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ（ＬＧ）点上
近似状态变量和控制变量。与一般的配点法相

比，Ｇａｕｓｓ伪谱法能够以较少的节点获得较高的
求解精度，同时，根据Ｇａｕｓｓ伪谱法共轭变量映射
定理［３－４］，采用Ｇａｕｓｓ伪谱法转化得到的 ＮＬＰ问
题的ＫＫＴ（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ）条件与原最优控
制问题一阶最优必要条件的离散形式具有一致

性，避免了一般直接法的不足。

本文探索Ｇａｕｓｓ伪谱法在空空导弹中制导律
设计问题中的应用，以期为空空导弹中制导律设
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计方法和在线制导研究提供有益参考。

１　空空导弹中制导律设计问题

１．１　动力学模型

不考虑地球旋转，建立空空导弹平面内三自

由度动力学模型
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式中，Ｖ为导弹飞行速度，γ为弹道倾角，为弹
道偏角，Ｔ为导弹发动机推力，假设其方向与速度
矢量方向相同，Ｄ为阻力，ｍ为导弹质量，导弹的
位置用纵程ｘ，横程ｙ和高度 ｈ来描述，控制变量
为加速度的水平分量ａｈ和垂直分量ａｖ。

１．２　阻力模型

导弹飞行过程中受到的气动阻力采用如下计

算模型，

Ｄ＝Ｄ０＋Ｄｉ （２）
Ｄ０＝Ｃｄ０ＱＳ （３）

ＤＩ＝
Ｋｍ２（ａ２ｈ＋ａ

２
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ＱＳ （４）

Ｋ＝ １
πＡｒｅ

（５）

Ｑ＝１２ρＶ
２ （６）

式中，Ｃｄ０为零升阻力系数，Ｋ为诱导阻力系数，Ａｒ
为长细比，ｅ为效率因子，ρ为大气密度，Ｓ为参考
面积，Ｑ为动压。

１．３　中制导律设计问题

空空导弹中制导律设计问题可描述为如下最

优控制问题［５］，对于给定的导弹初始状态 Ｘ０＝
（ｘ０，ｙ０，ｈ０，Ｖ０，０，γ０）和终端状态 Ｘｆ＝（ｘｆ，ｙｆ，ｈｆ，
Ｖｆ，ｆ，γｆ），寻找最优控制变量 ａｈ和 ａｖ，在满足
（１）式所示的６个状态方程约束，以及路径约束
和控制变量约束

Ｑ≤Ｑｍａｘ （７）
ａｈ≤ａｍａｘ （８）
ａｖ≤ａｍａｘ （９）

的前提下，使得导弹由初始状态达到终端状态的

时间最短，即最优控制问题的目标函数为

ｍｉｎ
ａｈ，ａｖ
∫
ｔｆ

０

ｄｔ （１０）

２　求解最优控制问题的Ｇａｕｓｓ伪谱法

Ｇａｕｓｓ伪谱法将最优控制问题的状态变量和
控制变量在一系列ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ（ＬＧ）点上离
散，并以离散点为节点构造Ｌａｒｇｒａｎｇｅ插值多项式
来逼近状态变量和控制变量。通过对全局插值多

项式求导来近似状态变量对时间的导数，从而将

微分方程约束转换为一组代数约束［４，６－７］。

２．１　最优控制问题

将空空导弹中制导律设计问题描述为一般的

最优控制问题：寻找控制变量ｕ（ｔ）∈Ｒｍ，最小化
具有一般性的Ｂｏｌｚａ型性能指标

Ｊ＝Φ ｘ（ｔ０），ｔ０，ｘ（ｔｆ），ｔ( )
ｆ ＋∫

ｔｆ

ｔ０
ｇ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）ｄｔ

（１１）
其中，状态变量ｘ（ｔ）∈Ｒｎ、初始时间ｔ０和终端时
间ｔｆ（自由）满足动力学微分方程约束

ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）　ｔ∈［ｔ０，ｔｆ］（１２）
边界条件

（ｘ（ｔ０），ｔ０，ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＝０ （１３）
路径约束

Ｃ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）≤０ （１４）

２．２　时域变换

由于 Ｇａｕｓｓ伪谱法的配点都分布在区间
［－１，１］上，因此伪谱法的第一步都是将２１节
中最优控制问题的时间区间由ｔ∈［ｔ０，ｔｆ］转换到
τ∈［－１，１］，对时间变量ｔ作变换

τ＝ ２ｔ
ｔｆ－ｔ０

－
ｔｆ＋ｔ０
ｔｆ－ｔ０

（１５）

将上述转换应用于最优控制问题的表达式

（１１）～（１４），
最小化性能指标

Ｊ＝Φ ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔ( )
ｆ

　 ＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∫

１

－１
ｇ（ｘ（τ），ｕ（τ），τ）ｄｔ （１６）

动力学微分方程约束

ｘ（τ）＝
ｔｆ－ｔ０
２ ｆ（ｘ（τ），ｕ（τ），τ）　τ∈［－１，１］

（１７）
边界条件

（ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ）＝０ （１８）
路径约束

Ｃ（ｘ（τ），ｕ（τ），τ）≤０ （１９）

·９２·
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２．３　状态变量与控制变量近似

Ｇａｕｓｓ伪谱法选取Ｋ个ＬＧ点以及τ０＝－１为

节点，构成Ｋ＋１个Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式Ｌｉ（τ）（ｉ
＝０，…，Ｋ），并以此为基函数近似状态变量

ｘ（τ）≈Ｘ（τ）＝∑
Ｋ

ｉ＝０
Ｌｉ（τ）ｘ（τｉ） （２０）

其中，Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数

Ｌｉ（τ）＝∏
Ｋ

ｊ＝０，ｊ≠ｉ

τ－τｊ
τｉ－τｊ

（２１）

使得节点上的近似状态与实际状态相等。

采用Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式槇Ｌｉ（τ），（ｉ＝１，…，
Ｋ）作为基函数近似控制变量，

ｕ（τ）≈Ｕ（τ）＝∑
Ｋ

ｉ＝１

槇Ｌｉ（τ）Ｕ（τｉ） （２２）

其中τｉ ｉ＝１，…，( )Ｋ为ＬＧ点。

２．４　动力学微分方程约束转换为代数约束
对（２０）式求导可得状态变量导数，从而将动

力学微分方程约束转换为代数约束，即

ｘ（τｋ）≈Ｘ
·
（τｋ）＝∑

Ｋ

ｉ＝０
Ｌ·ｉ（τｋ）Ｘ（τｉ）

＝∑
Ｋ

ｉ＝０
Ｄｋｉ（τｋ）Ｘ（τｉ） （２３）

其中微分矩阵Ｄ∈ＲＫ×（Ｋ＋１）可离线确定，

Ｄｋｉ＝Ｌ
·
ｉτ( )

ｋ

＝

１＋τ( )
ｋ Ｐ
·
Ｋ τ( )

ｋ ＋ＰＫ τ( )
ｋ

τｋ－τ( )
ｉ （１＋τｉ）Ｐ

·
Ｋ（τｉ）＋ＰＫ（τｉ[ ]）

，ｉ≠ｋ

（１＋τｉ）Ｐ̈Ｋ（τｉ）＋２Ｐ
·
Ｋ（τｉ）

２（１＋τｉ）Ｐ
·
Ｋ（τｉ）＋ＰＫ（τｉ[ ]）

，











 ｉ＝ｋ

（２４）
其中，τｋ ｋ＝１，…，( )Ｋ 为集合 κ中的点，而

τｉ ｉ＝０，…，( )Ｋ属于集合κ０ ＝｛τ０，τ１，…，τＫ｝。

这样，将最优控制问题的动力学微分方程约

束转换为代数约束

∑
Ｋ

ｉ＝０
ＤｋｉＸ（τｉ）－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ（Ｘ（τｋ），Ｕ（τｋ），τｋ；ｔ０，ｔｆ）＝０，

（ｋ＝１，…，Ｋ） （２５）

２．５　离散条件下的终端状态约束

Ｇａｕｓｓ伪谱法中的节点包括Ｋ个配点（τ１，…，

τＫ）和初始点τ０≡－１以及终点τｆ≡１。式（２０）未
定义终端状态Ｘｆ，终端状态也应满足动力学方程
约束，

　ｘ（τｆ）＝ｘ（τ０）＋∫
１

－１
ｆ（ｘ（τ），ｕ（τ），τ）ｄτ（２６）

将终端状态约束条件离散并用Ｇａｕｓｓ积分近似，

Ｘ（τｆ）＝Ｘ（τ０）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｋ－１
ｗｋｆ（Ｘ（τｋ），

Ｕ（τｋ），珔τ，ｔ０，ｔｆ） （２７）

２．６　离散条件下的性能指标

将性能指标函数中的积分项用Ｇａｕｓｓ积分来
近似，

Ｊ＝Φ Ｘ０，ｔ０，Ｘｆ，ｔ( )
ｆ

　 ＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｗｋｇＸｋ，Ｕｋ，珔τｋ；ｔ０，ｔ( )

ｆ （２８）

基于上述数值近似方法，Ｇａｕｓｓ伪谱法将连续
最优控制问题离散，并转换为非线性规划问题：求

离散状态变量（Ｘ０，Ｘ１，…，ＸＫ）和控制变量（Ｕ１，
…，ＵＫ）、初始时刻ｔ０和终端时刻ｔｆ（如果ｔ０和ｔｆ未
知），使性能指标（２８）式最小，并满足配点处状态
约束（２３）式，终端状态约束（２７）式，边界条件

（Ｘ０，ｔ０，Ｘｆ，ｔｆ）＝０ （２９）
和路径约束

　Ｃ（Ｘｋ，Ｕｋ，珔τｋ；ｔ０，ｔｆ）≤０（ｋ＝１，…，Ｎ） （３０）

３　仿真结果与分析

３．１　仿真条件

假设某空空导弹发动机推力模型可表示为如

下简化形式：

Ｔ＝
３３０００，０≤ｔ≤１．５
７５００， ０＜ｔ≤８．５
０， ｔ＞８．

{
５

（３１）

质量模型

　ｍ＝
１３５－１４．５３ｔ，　０≤ｔ≤１．５
１１３．２０５－３．３１ｔ，０＜ｔ≤８．５
９０．０３５， ｔ＞８．

{
５

（３２）

零升阻力系数Ｃｄ０和诱导阻力系数Ｋ采用如
下形式：

Ｃｄ０ ＝

０．０２，　　　　　　　　　　Ｍ ＜０．９３
０．０２＋０．２（Ｍ－０．９３）， Ｍ ＜１．０３
０．０４＋０．０６（Ｍ－１．０３）， Ｍ ＜１．１０
０．０４４２－０．００７（Ｍ－１．１０），Ｍ≥０．

{
９３
（３３）

Ｋ＝ ０．２，　　　　　　　　　Ｍ ＜１．１５
０．２＋０．２４６（Ｍ－１．１５），Ｍ≥１．{ １５

（３４）
空空导弹初始状态为

Ｘ０ ＝（０，０，１００００，４００，４５，０）
终端状态

（ｘｔ，ｙｔ，ｈｔ）＝（３５０００，０，８０００）
即导弹初始高度１０ｋｍ，初始速度４００ｍ／ｓ，初始弹
道偏角４５°，终端高度８ｋｍ，飞过纵程３５ｋｍ，终端
速度、弹道倾角和弹道偏角自由。

控制变量约束：
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ａｈ≤５０ｍ／ｓ
２，ａｖ≤５０ｍ／ｓ

２ （３５）
应用Ｇａｕｓｓ伪谱法时，转换所得ＮＬＰ问题采用

序列二次规划（ＳＱＰ）方法求解［８］。优化计算所用

微机ＣＰＵ为３８ＧＨｚ／Ｉｎｔｅｌ６３００，内存为ＤＤＲ２０Ｇ，
操作系统为ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ，编译环境为Ｍａｔｌａｂ７０。

３．２　仿真结果与分析

Ｇａｕｓｓ伪谱法ＬＧ点数分别取为２０、３０、４０和５０，
仿真结果如表１所示，为进行对比，表中同时给出了
比例导引（ＰｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌＮａｖｉｇａｔｉｏｎ，ＰＮ）、打靶法和奇
异摄动（ＳｉｎｇｕｌａｒＰｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ，ＳＰ）法计算结果［５］。

表１　中制导律设计结果
Ｔａｂ．１　Ｄｅｓｉｇｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｉｄｃｏｕｒｓｅｇｕｉｄａｎｃｅｌａｗ

飞行时间／ｓ 脱靶量／ｍ 计算时间／ｓ

２０个ＬＧ点
３０个ＬＧ点
４０个ＬＧ点
５０个ＬＧ点
ＰＮ
打靶法

ＳＰ

８８．８４
８６．８２
８５．２０
８４．６４
９７．８２
８４．８０
８９．９３

０．０
０．０
０．０
０．０
０．４１２
０．０８２
０．７２３

３８．１３
１３９．４９
２６２．３３
３１６．０９
０．８
１０１９
４６６

　　由表１可以看出，在计算精度方面，采用Ｇａｕｓｓ
伪谱法，配点个数取为２０、３０和４０时，得到的优化
目标，即导弹飞行时间均优于比例导引和奇异摄动

方法计算结果；配点数取５０时，飞行时间优于打靶
法计算结果。伪谱法具有很高的边界控制精度（脱

靶量均为０）。在计算效率方面，Ｇａｕｓｓ伪谱法计算
效率虽明显低于比例导引，但优于打靶法和奇异摄

动方法，尤其和间接法相比，具有明显优势。

（ａ）ｘ，ｙ，ｈ变化曲线
（ａ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆ　ｘ，ｙ，ｈ

（ｂ）ｖ变化曲线
（ｂ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｆｌｉｇｈｔｖｅｌｏｃｉｔｙｖｓ．ｔｉｍｅ

（ｃ），γ变化曲线
（ｃ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆ，γ

（ｄ）ａｈ，ａｖ变化曲线

（ｄ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆａｈ，ａｖ
图１　状态变量和控制变量变化曲线（３０个ＬＧ点）

Ｆｉｇ．１　Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓａｎｄ
ｃｏｎｔｒｏｌｖａｒｉａｂｌｅｓ

由表１还可以看出，Ｇａｕｓｓ伪谱法计算精度
和计算时间与配点个数有关，配点数目越多，计算

精度越高，计算时间越长。

图１和图２分别给出了ＬＧ点个数取为３０和
５０时，状态变量和控制变量变化曲线。

由图１和图２可以看出，采用 Ｇａｕｓｓ伪谱法
得到的控制变量过渡平滑，具有较好的工程可实

现性。

（ａ）ｘ，ｙ，ｈ变化曲线
（ａ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆ　ｘ，ｙ，ｈ

（ｂ）ｖ变化曲线
（ｂ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｆｌｉｇｈｔｈｅｉｇｈｔｖｓ．ｔｉｍｅ
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（ｃ），γ变化曲线
（ｃ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆ，γ

（ｄ）ａｈ，ａｖ变化曲线

（ｄ）Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆａｈ，ａｖ
图 ２　状态变量和控制变量变化曲线（５０个ＬＧ点）

Ｆｉｇ．２　Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｖａｒｉａｂｌｅｓ

４　结论

（１）建立了空空导弹最优中制导律设计问题
数学模型，包括目标函数、控制变量和约束条

件等。

（２）首次采用 Ｇａｕｓｓ伪谱法解决空空导弹最
优中制导律设计问题，仿真计算结果表明，综合考

虑设计的中制导律性能、计算效率和计算精度，相

对比例导引、打靶法、奇异摄动等传统中制导律求

解方法，Ｇａｕｓｓ伪谱法具有较明显优势；配点个数
对Ｇａｕｓｓ伪谱法计算精度和计算效率具有一定
影响。

（３）本文研究成果为空空导弹先进制导方法

设计提供有益参考，后续将进一步研究提高

Ｇａｕｓｓ伪谱法计算效率，以实现空空导弹制导指
令在线生成。
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