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摘　要：如何利用非线性特性来改善压电振动能量捕获性能是工程实际中需要解决的一个问题，为此建
立了非线性压电振动能量捕获行为的数学模型，利用定积分法推导了该模型的数值计算方法，并针对不同参

数对非线性压电振子输出电能的影响特性进行了数值仿真，结果表明：减小非线性阻尼、增大非线性压电耦

合系数均有利于提高非线性压电振动能量俘获的性能；减小非线性刚度能提高低频振动能量俘获的输出，但

减小了共振带宽。
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　　当前机械系统健康监控技术的一个重要发展
趋势是在设计阶段将微小传感节点嵌入机械结构

中［１－２］，实现自传感、自诊断，但如何供电是其关

键技术难点之一。常用的电池方式存在使用寿命

有限、体积较大不易集成嵌入等不足。近年来，俘

获环境振动能量转化为电能已被公认为是未来解

决无线传感节点供电问题最具潜力的技术途

径［３－５］。特别地，与电磁转换方式相比，压电转换

方式具有高的力 －电耦合效应和能量密度、无电
磁干扰以及易于微小化集成等突出优点，更适合

用于无线传感节点的自供电。

目前，国内外相关技术研究主要集中于线性

悬臂梁压电振子结构，它必须与环境振动产生共

振时，才能获得最大能量，否则一旦偏离共振，其

输出电能会显著减小［４］，且振动源频率越低，振

幅越小，其输出电能也会急剧减小［４－５］。机械系

统振动一般具有低频、宽带的特点，这使得线性压

电振子应用严重受限，必须研究非线性压电振动

能量俘获技术，这也是国内外开始关注的前沿课

题之一。Ｓｐｒｅｅｍａｎ等［６］利用非线性电磁力代替

传统的弹簧力，研究了一种非线性电磁式振动能

量俘获装置，结果表明非线性越强，其共振带宽越

大；Ｊｅｆｆ等［７］探索了非线性刚度对压电振子共振

带宽的影响。但由于非线性压电振子动力学行为

的复杂性以及非线性模型求解困难，目前如何从

理论上深入揭示非线性特性对压电振动能量捕获

性能的影响机理还缺乏有效的方法。为此，本文

建立了非线性压电振动能量捕获行为的数学模

型，推导了该模型的快速数值计算方法，并对模型

不同参数对压电振子输出电能的影响特性进行了

数值仿真分析。

１　非线性压电振动能量俘获数学建模

悬臂梁压电振动能量俘获系统可等效为一个
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｛质量（ｍ）＋刚度（ｋ）＋阻尼（η）＋压电耦合系数
（Θ）｝的集中参数模型［５］，如图１所示。

图１　悬臂梁压电振子集中参数模型
Ｆｉｇ．１　Ｌｕｍｐｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｍｏｄｅｌｏｆａｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍ

在线性框架下，ｍ、η、Θ均看成是不变的常
数，此时线性压电振子质量块的动力学方程如式

（１）所示。

ｍ̈ｘ（ｔ）＋ηｘ（ｔ）＋ｋｘ（ｔ）－ΘＣＱ（ｔ）＝ｍ̈ｕ（ｔ）（１）

其中：ｘ（ｔ）表示质量块的相对位移，ｕ（ｔ）表示外界
振动源位移，Ｑ（ｔ）表示压电振子产生的电荷，Ｃ
表示压电振子的等效电容。

实际上，刚度、阻尼和机电耦合系数往往是随

着质量块位移非线性变化的，从而可以建立质量

块的非线性动力学方程如式（２）所示。

ｍ̈ｘ（ｔ）＋η（ｘ）ｘ（ｔ）＋ｋ（ｘ）ｘ（ｔ）－Θ（ｘ）Ｃ Ｑ（ｔ）＝ｍ̈ｕ（ｔ）

（２）
进一步，由于在线性范围外压电振子弹性恢

复力表现为渐硬非线性，故刚度系数近似为ｋ（ｘ）
＝ｂ１＋ｂ２ｘ

２；压电振子工作时振动速度较快，需要

考虑平方阻尼，故阻尼系数近似为η（ｘ）＝ａ１＋ａ２

｜ｘ｜；压电耦合系数为 Θ（ｘ）＝ｄ１＋ｄ２ ｜ｘ槡 ｜
［８］
，代

入式（２）可得
ｍ̈ｘ＋（ａ１＋ａ２｜ｘ｜）ｘ＋（ｂ１＋ｂ２ｘ

２）ｘ

－（ｄ１＋ｄ２ ｜ｘ槡 ｜）ＱＣ＝ｍ̈ｕ （３）

其中：ａ１表示线性阻尼系数，ａ２表示非线性阻尼
系数；ｂ１表示线性刚度系数，ｂ２表示非线性刚度
系数；ｄ１表示线性压电耦合系数，ｄ２表示非线性
压电耦合系数。

假设压电振子两电极间所接负载为纯电阻，

则根据电路回路可得压电振子输出电压为

Ｖ＝－ΘＣｘ＋
Ｑ
Ｃ （４）

电阻两端电压为

ＶＲ＝－ＲＱ
·

（５）
由于Ｖ＝ＶＲ，则组合式（３）、（４）、（５）可建立

非线性压电振动能量俘获集中参数模型

ｍ̈ｘ＋（ａ１＋ａ２｜ｘ｜）ｘ＋（ｂ１＋ｂ２ｘ
２）ｘ－（ｄ１＋ｄ２ ｜ｘ槡 ｜）ＱＣ＝ｍ̈ｕ

ＲＱ－
ｄ１＋ｄ２ ｜ｘ槡 ｜

Ｃ ｘ＋ＱＣ
{ ＝０

（６）
为了简化分析过程，需要对方程（６）进行无

量纲处理［９］。记 ｘ＝ｃｚｚ，ｕ＝ｃｚｖ，Ｑ＝ｃｑｑ，ｔ＝

ｍ／ｂ槡 １τ，ｃｚ量纲为米，ｃｑ量纲为库仑，从而ｚ、ｖ、ｑ、
τ均为无量纲物理量，代入式（６）可得

ｚ̈＋（
ａ１
ｂ１槡 ｍ
ｚ＋
ｃｚａ２
ｍ

ｚｚ）＋（ｚ＋
ｂ２ｃ
２
ｚ

ｂ１
ｚ３）－

ｃ２ｑ
ｃ２ｚｂ１Ｃ

ｃｚ
ｃｑ
（ｄ１＋ｄ２ ｃｚ槡 ｚ）ｑ＝̈ｖ

ＲＣ
ｂ１
槡ｍ

ｑ－
ｃｚ
ｃｑ
（ｄ１＋ｄ２ ｃｚ槡 ｚ）ｚ＋ｑ{ ＝０

（７）

再记２μ＝ａ１／ ｂ１槡 ｍ，η＝ａ２ｃｚ／ｍ，α＝ｂ２ｃ
２
ｚ／ｂ１，

ε＝ｃ２ｑ／ｃ
２
ｚｂ１Ｃ，θ＝ｃｚｄ１／ｃｑ，β＝ ｃ３槡ｚｄ２／ｃｑ，ρ＝ＲＣ

ｂ１槡 ／ｍ，得到无量纲非线性微分方程组：

ｚ̈＋（２μｚ＋η｜ｚ｜ｚ）＋（ｚ＋αｚ３）－ε（θ＋β ｜ｚ槡 ｜）ｑ＝̈ｖ

ρｑ－（θ＋β ｜ｚ槡 ｜）ｚ＋ｑ{ ＝０
（８）

其中：ｚ表示位移量，μ表示线性阻尼系数，η表示
非线性阻尼系数，α表示非线性刚度系数，θ表示
线性机电耦合系数，β表示非线性机电耦合系数，
ｑ表示电荷量，ρ表示负载电阻，̈ｖ表示外部振动
激励。

假设外界激励为正弦振动，即 ｕ̈（ｔ）＝
Ａｓｉｎ（Ωｔ），则无量纲振动激励表示为

ｖ̈＝ｍｃｚｂ１
Ａｓｉｎ（Ω ｍ

ｂ槡１
τ）＝γｓｉｎ（ωτ） （９）

其中：γ＝ｍＡ／ｃｚｂ１，ω＝ ｍ／ｂ槡 １Ω，将式（９）代入式
（８）可得到无量纲的非线性数学模型

ｚ̈＋（２μｚ＋η｜ｚ｜ｚ）＋（ｚ＋αｚ３）－ε（θ＋β ｜ｚ槡 ｜）ｑ＝γｓｉｎ（ωτ）

ρｑ－（θ＋β ｜ｚ槡 ｜）ｚ＋ｑ{ ＝０
（１０）

在式（１０）中，ρ对应无量纲的负载电阻，ｑ对
应无量纲的压电陶瓷片两极产生电荷，则无量纲

的瞬时输出功率可表示为

Ｐ＝ρｑ２ （１１）
给定时间段Ｔ内无量纲的平均输出功率为

Ｐａｖｇ ＝
１
Ｔ∫

Ｔ

０

Ｐ（ｔ）ｄτ （１２）

２　非线性压电振动能量俘获模型的快速
数值计算方法

　　显然，很难得到式（１０）非线性模型的解析

·５５１·
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解，需要研究快速、准确的数值计算方法。本文采

用定积分法推导了压电振子无量纲位移 ｚ与输出
平均功率Ｐａｖｇ的数值解，详细过程如下：
１）由于式（１０）中含二阶微分项，首先需要对

其进行降阶处理，令

ｙ（τ）＝ｚ（τ） （１３）
将时间区间［０，Ｔ］Ｎ等分，记 ｔｉ＝ｉ（Ｔ／Ｎ）＝

ｉΔｔ（ｉ＝１，２，…，Ｎ），将式（１０）、（１３）在区间［ｔｉ，
ｔｉ＋１］内进行积分，根据定积分定义，当Δｔ足够小
时，有

ｙ（ｔｉ＋１）＝ｙ（ｔｉ）－２μｙ（ｔｉ）Δｔ－η｜ｙ（ｔｉ）｜ｙ（ｔｉ）Δｔ－ｚ（ｔｉ）Δｔ

　　－αｚ（ｔｉ）
３Δｔ＋ε［θ＋β ｜ｚ（ｔｉ）槡 ｜］ｑ（ｔｉ）Δｔ＋γｓｉｎ（ωｔｉ）Δｔ

ｚ（ｔｉ＋１）＝ｚ（ｔｉ）＋ｙ（ｔｉ）Δｔ

ρｑ（ｔｉ＋１）＝ρｑ（ｔｉ）＋（θ＋β ｜ｚ（ｔｉ）槡 ｜）ｚ（ｔｉ）Δｔ－ｑ（ｔｉ）Δ













ｔ

（１４）
２）令Ｙ（ｉ）＝ｙ（ｔｉ），Ｚ（ｉ）＝ｚ（ｔｉ），Ｑ（ｉ）＝

ｑ（ｔｉ），Ｓ（ｉ）＝ｓｉｎ（ωｔｉ）（ｉ＝１，…，Ｎ），代入式（１４）
得到递推关系式

Ｙ（ｉ＋１）＝Ｙ（ｉ）－２μＹ（ｉ）Δｔ－η｜Ｙ（ｉ）｜Ｙ（ｉ）Δｔ－Ｚ（ｉ）Δｔ

　－αＺ（ｉ）３Δｔ＋ε［θ＋β ｜Ｚ（ｉ）槡 ｜］Ｑ（ｉ）Δｔ＋γＳ（ｉ）Δｔ
Ｚ（ｉ＋１）＝Ｚ（ｉ）＋Ｙ（ｉ）Δｔ

ρＱ（ｉ＋１）＝ρＱ（ｉ）＋（θ＋β ｜Ｚ（ｉ）槡 ｜）Ｚ（ｉ）Δｔ－Ｑ（ｉ）Δ










ｔ

（１５）
进一步，根据式（１１）可得到无量纲的瞬时输

出功率为

Ｐ（ｉ）＝［（θ＋β ｜Ｚ（ｉ）槡 ｜）Ｚ（ｉ）－Ｑ（ｉ）］２

ρ
（１６）

根据式（１２）可得压电振子在时间［０，Ｔ］内输
出的无量纲平均输出功率为

Ｐａｖｇ ＝
１
Ｔ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｉ）Δｔ （１７）

假定初始值 Ｙ（１）＝０，Ｚ（１）＝０，Ｑ（１）＝０，
给定模型参数μ，η，α，θ，β，ε和外部振动激励 γＳ
后，根据递推关系式（１５）利用ＭＡＴＬＡＢ等数值计
算软件可编程计算 Ｙ（ｉ）、Ｚ（ｉ）与 Ｑ（ｉ）的值（ｉ＝
２，…，Ｎ），再根据式（１６）、（１７）即可计算出Ｐａｖｇ的
值。需要指出的是，运用数值积分法，所取的时间

间隔Δｔ越小，数值计算结果误差越小，Ｔ时刻误
差应满足 Ｅ ｚＮ－ｚ（Ｔ{ }）≤ＫΔｔ１／２，其中 ｚ（Ｔ）为实
际值，ｚＮ为计算值，Ｋ为误差系数，实际中可根据
给定的误差系数Ｋ来确定合适的时间间隔Δｔ。

３　不同参数对非线性压电振动能量俘获
性能的影响分析

　　为了分析式（１０）中各种非线性参数对非线

性压电振动能量俘获性能的影响关系，下面采用

上述快速数值计算方法对其进行仿真分析，计算

过程中所采用的模型参数及其无量纲模型参数值

如表１所示。

表１　压电振子模型参数及其无量纲模型参数
Ｔａｂ．１　Ｄｅｔａｉｌｅｄｖａｌｕｅｓｏｆｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

模型参数 参数值 无量纲参数 参数值

等效质量ｍ ５．０９×１０－２ｋｇ 等效质量Ｍ １．００

线性刚度ｂ１ １．７６×１０３Ｎ／ｍ 线性刚度 珓ｋ １．００
线性阻尼

系数ａ１

０．２５０×１０
Ｎ／（ｍ／ｓ）

线性阻尼

系数μ
０．０１３２

线性机电

耦合系数ｄ１
４．６０×１０－３Ｎ／Ｖ

线性机电耦合

系数Θ
１．００

等效电阻Ｒ ８．８７×１０４Ω 等效电阻ρ １．９８

等效电容Ｃ １．２０×１０－７Ｆ 等效电容 珘Ｃ １．００

激励幅值Ａ ２０．０Ｎ／ｋｇ 激励幅值γ ０．１９３

激励频率Ω １～４００Ｈｚ 激励频率珟Ω
０．００１
～２．００

固有频率Ωｎ １８６Ｈｚ 固有频率ωｎ １．００

参数Ｃｚ ３．００×１０－３ｍ 参数ε ０．１００

参数Ｃｑ １．３８×１０－５Ｃ

　　为了模拟宽频带振动激励，本文采用了扫频
输入，即输入振动信号为 ｕ̈（ｔ）＝Ａｓｉｎ（Ωｔ）（Ω＝１
～４００Ｈｚ）；然后每次单独改变｛η，α，β｝中的一个
非线性参数值，利用上述数值方法计算出非线性

压电振子无量纲位移 Ｚ与输出平均功率 Ｐａｖｇ的
值；最后，通过比较Ｚ与Ｐａｖｇ的大小来分析不同参
数对非线性压电振子能量输出的影响。

３．１　非线性阻尼系数η对非线性压电振子能量
输出的影响

　　数值仿真结果如图２所示，可以看出：η值不
变时，随着频率 ω的增加，Ｚ和 Ｐａｖｇ先增加后减
小，在ω＝ωｒ（ωｒ为非线性压电振子谐振频率）处
达到最大值，分别记作 Ｚｍａｘ，Ｐｍａｘ，且在偏离谐振
频率附近仍然有较大的 Ｚ和 Ｐａｖｇ值；逐步增大 η
值，在相同振动激励条件下，其谐振频率 ωｒ几乎
不变，但Ｚｍａｘ和Ｐｍａｘ值在逐步减小，具体结果如表
２所示，这是因为增大阻尼会减小非线性压电振
子位移，使得压电材料的形变量越小，从而导致两

电极间产生的电压和输出功率越低。由此可见，

减小非线性阻尼有利于提高非线性压电振子振动

能量俘获的输出电能。
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（ａ）位移—频率

（ｂ）平均功率—频率
图２　不同η值时非线性压电振子位移Ｚ与输出

平均功率Ｐａｖｇ的频响曲线

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆηｏｎＺａｎｄＰａｖｇ

表２　不同η值时的最大位移、谐振频率与最大功率值
Ｔａｂ．２　ＶａｌｕｅｓｏｆＺｍａｘ，ωｒａｎｄＰｍａｘｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔη

参数值 Ｚｍａｘ ωｒ Ｐｍａｘ

η＝０．０ ０．５４ ０．９６ ０．１１

η＝０．２ ０．４７ ０．９６ ０．０８

η＝０．５ ０．３７ ０．９６ ０．０５

η＝１．０ ０．２９ ０．９５ ０．０３

３．２　非线性刚度系数α对非线性压电振子能量
输出的影响

　　数值仿真结果如图３所示，可以看出：α值不
变时，同样在 ω＝ωｒ处位移 Ｚ和输出平均功率
Ｐａｖｇ均达到最大值，且在偏离谐振频率附近仍然
有较大的Ｚ和Ｐａｖｇ值；逐步增大α值，其谐振频率
ωｒ变大，同时 Ｚｍａｘ与 Ｐｍａｘ值减小，具体 Ｚｍａｘ、Ｐｍａｘ、
ωｒ的值如表３所示。由此可见，非线性刚度系数
α越小，非线性压电振子的谐振频率越低，Ｚｍａｘ与
Ｐｍａｘ值越大，这说明减小非线性刚度有利于提高
低频振动能量的输出，但共振带宽会减小。

（ａ）位移—频率

（ｂ）平均功率—频率
图３　不同α值时非线性压电振子位移Ｚ与输出

平均功率Ｐａｖｇ的频响曲线

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆαｏｎＺａｎｄＰａｖｇ

表３　不同α值时最大位移、谐振频率与最大功率值
Ｔａｂ．３　ＶａｌｕｅｓｏｆＺｍａｘ，ωｒａｎｄＰｍａｘｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔα

参数值 Ｚｍａｘ ωｒ Ｐｍａｘ

α＝－０．５ ０．６０ ０．８８ ０．１２

α＝０．０ ０．５４ ０．９６ ０．１１

α＝０．５ ０．４８ １．０４ ０．０９

α＝１．５ ０．４３ １．１２ ０．０８

３．３　非线性压电耦合系数β对非线性压电振子
能量输出的影响

　　数值仿真结果如图４所示。

（ａ）位移—频率
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（ｂ）平均功率—频率
图４　不同β值时非线性压电振子位移Ｚ与输出

平均功率Ｐａｖｇ的频响曲线

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆβｏｎＺａｎｄＰａｖｇ

可以看出：β值不变时，同样在ω＝ωｒ处位移
Ｚ和输出平均功率 Ｐａｖｇ均达到最大值，且在偏离
谐振频率附近仍然有较大的 Ｚ和 Ｐａｖｇ值；当激励
频率ω＞０．７时，随着 β值的增大，Ｚｍａｘ减小，Ｐｍａｘ
增大，而当激励频率 ω＜０．７时，随着 β值的增
大，Ｚｍａｘ与Ｐｍａｘ均增大；但β值增大时，谐振频率几
乎保持不变，具体值如表 ４所示；随着 β值的增
大，非线性压电振子电能输出的谐振带宽明显增

加。由此可见，增大非线性机电耦合系数 β有利
于提高宽带低频振动能量俘获的性能。

表４　不同β值时的最大位移、谐振频率与最大功率值
Ｔａｂ．４　ＶａｌｕｅｓｏｆＺｍａｘ，ωｒａｎｄＰｍａｘｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔβ

参数值 Ｚｍａｘ ωｒ Ｐｍａｘ

β＝０．０ ０．５４ ０．９６ ０．１１
β＝１．０ ０．４７ ０．９６ ０．２６
β＝１．５ ０．４３ ０．９６ ０．３１
β＝２．５ ０．３５ ０．９６ ０．３４

　　特别地，在图２～图４中，η＝０，α＝０，β＝０
时分别对应相应的线性压电振子，对比可以看出

不同的非线性参数对振动能量俘获性能的影响规

律是不同的，需要区别对待。

４　结论

本文在悬臂梁压电振子线性模型基础上，综

合考虑非线性阻尼系数、刚度系数与压电耦合系

数，建立了非线性压电振动能量捕获行为的数学

模型，运用数值积分法提出了一种快速求解该非

线性模型的数值计算方法，并仿真分析了模型不

同参数对非线性压电振子输出电能的影响关系，

主要结论如下：１）减小非线性阻尼、增大非线性
压电耦合系数均有利于提高非线性压电振子振动

能量俘获的性能；２）减小非线性刚度能提高低频
振动能量俘获的输出，但减小了共振带宽。上述

研究结果可为工程实际中如何优化设计非线性压

电振子提供一定的理论指导，进一步的研究工作

是通过实验进行验证。
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