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高超声速流动计算中 ＬＵＳＧＳ隐式算法的应用

曹文斌，李　桦，丁国昊
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：在高超声速条件下，对原始ＬＵＳＧＳ格式及其改进方法的收敛速度做了深入的比较分析，目的是
进一步更好地将ＬＵＳＧＳ算法用于工程上复杂外形的计算模拟中。二维圆柱，三维钝锥及空天飞机算例的结
果表明：对于高超声速粘性流动的计算，粘性项应进行隐式处理；ＢＬＵＳＧＳ方法给出的内迭代方式的收敛性
优于ＤＰＬＵＲ方法所给出的内迭代方式；ＬＵＳＧＳ算法中雅克比系数矩阵的计算方式对计算量及收敛性影响
较大，若采用精确的矩阵形式，则在流动无分离情况下能取得快速收敛的效果，而在含有流动分离的情况，因

受稳定性的影响，精确的矩阵形式的收敛表现不及对角近似形式。
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　　随着数值算法的快速发展及计算机性能的显
著提高，计算流体力学（ＣＦＤ）在最近几年得到了
广泛的应用并在高超声速飞行器的气动力与热环

境的预测中成为了最有用的工具。在高超声速流

动中，为了准确预测物体表面的摩擦阻力与热流

分布，与亚声速及超声速流动相比，需要更密的网

格才能准确分辩边界层内的大的物理量梯度，而

数值计算中迭代时间步的大小与网格尺度有关，

网格越密，时间步越小。另一方面，高超声速飞行

器所处的高空大气环境，气体密度相对较低，此时

流动的雷诺数较小，低雷诺数的流动因粘性力占

主导相对于低空的高雷诺数流动而言往往需要更

多的迭代步才能达到定常收敛的状态。计算网格

的苛刻要求及收敛特性的缓慢导致了数值模拟高

空高超声速流动需要消耗较多的计算机时。快速

收敛的算法是数值模拟方法在工程实际问题中能

得到应用的前提条件。随着计算几何外形和流动

特性的复杂性越来越高，精确模拟的难度及所需

要的网格量也急剧增大。为了缩短求解时间及提

高对复杂问题的模拟能力，大规模并行计算已在

ＣＦＤ中得到普遍应用。然而受负载平衡及边界
数据交换等问题的影响，大规模并行计算的并行

效率往往不高且很难提高，因此算法收敛性的改

善能极大地节省并行计算的ＣＰＵ时间消耗。
显式时间推进方法因简单，程序易实现，计算

量和内存消耗都较小，及有利于并行化等特点，得

到了广泛的应用，其中比较有效的方法有 Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ多步格式［１］及最近发展的隐式 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ
方法［２－３］。尽管目前显式类方法计算效率有所提

高，但受ＣＦＬ条件的限制，其加速收敛效果有限，
特别是对于大的网格长宽比的情况，加速收敛效

果不理想。提高计算效率的有效方法是采用隐式
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时间推进方法，隐式格式受 ＣＦＬ数限制较小，可
以取较大的时间步长，从而提高计算效率。

很多类隐式时间推进方法已经成功地应用到

ＮＳ方程的定常计算当中，其中应用最广泛的方
法为ＬＵＳＧＳ隐式格式［４］。原始的 ＬＵＳＧＳ格式
最早被Ｊａｍｅｓｏｎ等当做松弛方法用于跨声速的流
动求解，之后被发展到高超声速粘性流动的计算

中。它具有算法简单，内存消耗中等及无条件稳

定且无需矩阵求解等优点，在结构网格及非结构

网格都可得到有效应用。应用表明，原始ＬＵＳＧＳ
格式得到一个收敛解所需的迭代步数多，其加速

收敛效果不及一些高效隐式迭代格式，如ＧＭＲＥＳ
方法［５］及ＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖ方法［６］。因此，诸多文献

提出了不同的改进策略。针对高超声速流动最有

效的改进来自文献［７］。文中给出了一种有利于
并行计算的 ＤＰＬＵＲ方法，其内迭代步的引入有
效地提高了加速效果；针对大长宽比网格的情况，

文中指出矩阵 ＤＰＬＵＲ方法虽然涉及矩阵求逆，
计算量大，但是收敛速度明显快于对角近似 ＤＰ
ＬＵＲ方法。文献［８］的 ＢＬＵＳＧＳ方法给出了一
种不同于文献［７］的内迭代方式，并指出应用精
确的雅克比系数矩阵方法能得到与全隐式方

法［８］可比的收敛速度。

本文基于结构网格有限体积法，在高超声速

条件下以 ＬＵＳＧＳ隐式算法为研究对象，比较上
述不同内迭代方式的收敛快慢，在不同情况下雅

克比系数矩阵选取精确的矩阵形式与近似的对角

化形式对收敛速度的影响，给出适合于工程上复

杂外形计算的高效时间推进方法。

１　控制方程

在一般曲线坐标系下，二维可压缩 ＮＳ方程
的守恒形式为

１
Ｊ
Ｑ
ｔ
＋
（珘Ｆ－珘Ｆｖ）
ξ

＋
（珘Ｇ－珘Ｇｖ）
η

＝０ （１）

其中 Ｊ为坐标变换雅克比行列式，其值为单元控
制体体积Ｖ的倒数，Ｑ为守恒变量，珘Ｆ、珘Ｇ为无粘通
量，珘Ｆｖ、珘Ｇｖ为粘性通量，具体形式见文献［９］。对
上述控制方程组运用基于单元中心型的有限体积

法进行空间离散，无粘通量采用ＭＡＵＳＭＰＷ＋格
式［１０］，通过ＭＵＳＣＬ方法选用Ｖａｎｌｅｅｒ平均限制器
进行空间重构，达到二阶精度，粘性通量采用二阶

中心格式离散。

２　ＬＵＳＧＳ隐式算法

在方程（１）中，对无粘通量及粘性通量均采

用隐式格式离散，对时间采用一阶离散后可得

ＶΔＱ
Δｔ
＋
（珘Ｆ－珘Ｆｖ）

ｎ＋１

ξ
＋
（珘Ｇ－珘Ｇｖ）

ｎ＋１

η
＝０（２）

式中ΔＱ＝Ｑｎ＋１－Ｑｎ，Δｔ为当地时间步长，由
下面表达式计算

Δｔ＝ＣＦＬ Ｖ
（ρＡ＋ρＢ）＋２（ρ

ｖ
Ａ＋ρ

ｖ
Ｂ）

（３）

其中ＣＦＬ为 ＣＦＬ数，ρＡ、ρＢ与 ρ
ｖ
Ａ、ρ

ｖ
Ｂ分别为无粘

与粘性雅克比系数矩阵谱半径。对式（２）中无粘
通量的隐式部分进行线性化处理，即

珘Ｆｎ＋１＝珘Ｆｎ＋ＡΔＱ
珘Ｇｎ＋１＝珘Ｇｎ＋ＢΔＱ

（４）

由于粘性通量无齐次性质，无法直接得到其

雅克比系数矩阵的具体形式，一般由薄层近似假

设给出，此时粘性通量的隐式部分线性化处理

如下

珘Ｆｎ＋１ｖ ＝珘Ｆｎｖ＋珔ＡｖΔＱ
珘Ｇｎ＋１ｖ ＝珘Ｇｎｖ＋珔ＢｖΔＱ

（５）

式中 珔Ａｖ、珔Ｂｖ的具体公式见文献［９］。将式
（４）和（５）代入式（２）就可以得到ＮＳ方程全隐式
时间离散的一般形式

ＶΔＱ
Δｔ
＋
（ＡΔＱ－珔ＡｖΔＱ）

ξ
＋
（ＢΔＱ－珔ＢｖΔＱ）

η
＝－ＲＨＳ

（６）
式中ＲＨＳ为右端残值项，由空间离散得到。
在ＬＵＳＧＳ算法中，式（６）等号左侧的无粘通

量雅克比系数矩阵先按照特征值的符号进行正负

分裂，再根据迎风原则进行前后向差分，而粘性通

量雅克比系数矩阵采用中心差分，可得到

ΔＱｎｉ，ｊ＝
Δｔ／Ｖ
Ｄ （Ａ

＋
ｉ－１ΔＱ

ｎ
ｉ－１＋Ｂ

＋
ｊ－１ΔＱ

ｎ
ｊ－１　　　

　－Ａ－ｉ＋１ΔＱ
ｎ
ｉ＋１－Ｂ

－
ｊ＋１ΔＱ

ｎ
ｊ＋１－ＲＨＳ） （７）

其中

Ｄ＝Ｉ＋ΔｔＶ（Ａ ＋ Ｂ ＋２Ａｖ＋２Ｂｖ）

Ａ＋＝１２（Ａ＋ Ａ ＋２Ａｖ）

Ａ－＝１２（Ａ－ Ａ －２Ａｖ）

值得注意的是，将珔Ａｖ中的导数项换成相应的
物理量即可得到Ａｖ。

在原始的 ＬＵＳＧＳ算法中，为了避免矩阵求
逆运算及保证上下三角矩阵具有对角占优性能，

Ａ、Ｂ及Ａｖ、Ｂｖ都用相应的矩阵谱半径进行近
似，此时矩阵Ｄ为标量对角矩阵

Ａ ＝ Ｕ ＋ｃ Ｓ２ｘ＋Ｓ
２

槡 ｙ

·９１·
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Ａｖ＝
μ

Ｒｅ·Ｖ·ρ
（Ｓ２ｘ＋Ｓ

２
ｙ）·ｍａｘ（

４
３，
γ
ｐｒ） （８）

上式中 Ｕ为ｘ方向的逆变速度，Ｓｘ与 Ｓｙ分
别为单元在ｘ与ｙ方向的投影面积，式（８）的给出
可参见文献［９］。而在矩阵ＤＰＬＵＲ方法及ＢＬＵ
ＳＧＳ方法中，为了获得更好的收敛性，Ａ、Ｂ及
Ａｖ、Ｂｖ均采用精确成立的矩阵形式，此时需要进
行矩阵求逆运算，计算量及内存消耗量都有所增

加。为叙述简便，本文将上述系数矩阵的两种不

同取法分别称为对角近似法与精确矩阵法。

在原始 ＬＵＳＧＳ算法中，对式（７）进行近似
ＬＵ分解，再使用一次对称ＧａｕｓｓＳｅｉｄａｌ迭代，得到
如下表达式

ΔＱｉ，ｊ＝
Δｔ／Ｖ
Ｄ （Ａ

＋
ｉ－１ΔＱｉ－１＋Ｂ

＋
ｊ－１ΔＱｊ－１－ＲＨＳ）

ΔＱｎｉ，ｊ＝ΔＱｉ，ｊ－
Δｔ／Ｖ
Ｄ （Ａ

－
ｉ＋１ΔＱ

ｎ
ｉ＋１＋Ｂ

－
ｊ＋１ΔＱ

ｎ
ｊ＋１）

（９）
为了提高ＬＵＳＧＳ算法的收敛速度，ＤＰＬＵＲ

方法对式（７）的求解引入了一种含内迭代步的方
法，其表达式有

　

ΔＱ０ｉ，ｊ＝－
Δｔ／Ｖ
Ｄ ＲＨＳ

ΔＱｋｉ，ｊ＝
Δｔ／Ｖ
Ｄ （Ａ

＋
ｉ－１ΔＱ

ｋ－１
ｉ－１＋Ｂ

＋
ｊ－１ΔＱ

ｋ－１
ｊ－１

　 －Ａ－ｉ＋１ΔＱ
ｋ－１
ｉ＋１－Ｂ

－
ｊ＋１ΔＱ

ｋ－１
ｊ＋１－ＲＨＳ）

ΔＱｎｉ，ｊ＝ΔＱ
ｋｍａｘ
ｉ，ｊ

（１０）

上式中 ｋｍａｘ代表内迭代的总步数，其取值的
大小对算法的稳定性和收敛性有影响，且存在一

个最优解，使计算效率最高。为了简便，将此迭代

求解方式定义为内迭代方式１。ＢＬＵＳＧＳ方法给
出了另一种内迭代方式

前向扫描：

　ΔＱｉ，ｊ＝
Δｔ／Ｖ
Ｄ （Ａ

＋
ｉ－１ΔＱｉ－１＋Ｂ

＋
ｊ－１ΔＱｊ－１　　　　

－Ａ－ｉ＋１ΔＱ
ｋ－１
ｉ＋１－Ｂ

－
ｊ＋１ΔＱ

ｋ－１
ｊ＋１－ＲＨＳ）（１１）

后向扫描：

　ΔＱｋｉ，ｊ＝
Δｔ／Ｖ
Ｄ （Ａ

＋
ｉ－１ΔＱｉ－１＋Ｂ

＋
ｊ－１ΔＱｊ－１

　 －Ａ－ｉ＋１ΔＱ
ｋ
ｉ＋１－Ｂ

－
ｊ＋１ΔＱ

ｋ
ｊ＋１－ＲＨＳ） （１２）

流场更新：

ΔＱｎｉ，ｊ＝ΔＱ
ｋｍａｘ
ｉ，ｊ （１３）

式（１１）中初始值 ΔＱ０＝０。本文将此迭代求
解方式定义为内迭代方式２。分析可知，当ｋｍａｘ＝
１时，内迭代方式２与原始ＬＵＳＧＳ求解方式是等
价的。

３　数值验证与分析

３．１　二维圆柱绕流

本文选取了文献［１１］中二维圆柱算例为验
证算例，以验证本文所用计算程序的正确性。文

献提供了 ＣＦＤ及 ＤＳＭＣ方法的模拟结果。计算
条件如下：圆柱半径为０．１５２４ｍ，氩气，γ＝４／３，ｐｒ
＝２／３，来流温度 ２００Ｋ，马赫数 ２５，壁面温度
１５００Ｋ，来流密度１．４０８×１０－４ｋｇ／ｍ３，相应的克努
森数Ｋｎ为０．００２；粘性系数公式对应 ＤＳＭＣ的变
径硬球模型的幂次式，其幂次指数 ω＝０．７３４，参
考温度为１０００Ｋ。壁面边界条件为无滑移边界条
件。网格量为２０１×２７１（０°至１８０°范围），周向网
格均匀分布，壁面法向第一层网格高度取为５．０
×１０－５ｍ，相应的网格雷诺数为２．９８。

图１　收敛过程的对比
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｈｉｓｔｏｒｙ

图１给出了应用显式方法，原始的 ＬＵＳＧＳ
方法半隐式及全隐式残值随迭代步数与 ＣＰＵ时
间的变化历程。在此算例中，显式方法的最大

ＣＦＬ数只可取到０．３，半隐式ＬＵＳＧＳ方法的最大
ＣＦＬ数可取到１．０，而全隐式方法最大 ＣＦＬ数能
取到无穷大。可以看出，粘性项的隐式处理能够

保证计算的稳定性，有效地提高 ＣＦＬ数，从而使
ＣＰＵ时间消耗大大减少，计算效率显著提高。

图２给出了本文应用无滑移边界条件所得到
的摩阻系数及热流系数分布与文献无滑移边界条

件及ＤＳＭＣ所得结果的对比。虽然计算采用了三
种不同的时间推进方法，但是最终的收敛结果差

别非常小，故未分开列出结果。该算例的来流条

件按流域的划分处于连续流区。由图可知：文献

的无滑移边界条件及 ＤＳＭＣ的结果都非常接近；
本文应用无滑移边界条件所得的表面摩阻系数及

热流系数分布与文献的结果都吻合得较好。

３．２　钝锥绕流

几何外形：球头半径０．１ｍ，锥身半锥角１０°，
总长１ｍ。来流条件：空气，来流温度２００Ｋ，马赫
数１５，密度 １．０×１０－４ｋｇ／ｍ３。计算条件：攻角

·０２·
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（ａ）摩阻系数

（ｂ）热流系数
图２　摩阻系数及热流系数的比较
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ａｎｄｈｅａｔｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

０°，壁面温度５００Ｋ，钝锥前体及含尾流的网格如
图３所示，壁面第一层网格高度１．０×１０－５ｍ，因
流场对称只考虑外形的一半，网格量１１２．５万（前
体）及１７５万（含尾流），采用分区并行计算每个
分区网格量１２．５万。值得注意的是，与二维情况
相比，在三维问题中精确矩阵法的计算效率相对

对角近似法而言有所降低。这是因为精确矩阵法

涉及矩阵乘法及求逆运算，计算量随矩阵的增大

增加很多。

为了考察内迭代的总步数对收敛性的影响，

本文以钝锥前体为例进行计算分析。图４为雅克
比系数矩阵采用对角近似法两种不同内迭代方式

的收敛历程随ｋｍａｘ的变化。图中所有计算均从自
由来流开始考虑，ＣＦＬ数由小变化到最大值，最大
值均取为１０４。由图可知，随着 ｋｍａｘ的增大，两种
内迭代方式的收敛速度先升高后降低，即存在一

个最优解，使计算效率最高；内迭代步的引入能有

（ａ）前体　　　　　　 （ｂ）含尾流
图３　钝锥对称面及表面网格

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｇｒｉｄｏｆｂｌｕｎｔｃｏｎｅｏｎｓｕｒｆａｃｅａｎｄ
ｓｙｍｍｅｔｒｙｐｌａｎｅ

效地提高计算效率，迭代方式２的收敛速度明显
快于迭代方式１，迭代方式２的最优结果残值达
到１０－１２量级所需的 ＣＰＵ时间为迭代方式 １的
５０％左右。从图中结果还可以得到与文献［７］相
一致的结论：在取得较大值之后，ｋｍａｘ的继续增大
并不能使算法的收敛性得到明显的改善。考虑到

取较大的值影响计算初期的稳定性，在实际应用

中ｋｍａｘ一般选取较小的值。

（ａ）内迭代方式１

（ｂ）内迭代方式２
图４　ｋｍａｘ的变化对收敛速度的影响

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｋｍａｘｏｎｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅ

为了比较雅克比系数矩阵的两种不同计算方

·１２·
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图５　钝锥（前体）收敛过程的比较
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒ

ｂｌｕｎｔｃｏｎｅｆｏｒｅｂｏｄｙ

式的收敛速度及考察流场结构对算法收敛性的影

响，选取了钝锥前体流场与含尾流的流场进行了

对比计算。因内迭代方式１的结果与内迭代方式
２的类似，考虑到内迭代方式２收敛较快，故此处
仅给出了内迭代方式２（ｋｍａｘ＝４）的计算结果。由
图５可知，对于钝体前体流场的计算，采用精确的
雅克比系数矩阵可有效地提高计算效率，比较残值

达到１０－１２量级所需的ＣＰＵ时间，精确矩阵法的时
间消耗仅为对角近似法的６４．４％左右，即精确矩阵
法的计算速度为对角近似法的１．５５倍左右。

图６所示为钝锥含尾流的计算中残值及阻力
系数的收敛历程。精确矩阵法受稳定性的影响，

其最大的ＣＦＬ数只能取到２０，而对角近似法不受
影响，最大 ＣＦＬ数仍可取到１０４。从图中结果可
以看出，精确矩阵法的收敛速度不及对角近似法。

图７给出了钝锥含尾流的对称面温度场及流线分
布，从图中的流场结构可以看到，尾流部分存在大

的流动分离，这使建立在薄层近似基础上的精确

矩阵法对粘性，项的计算产生很大的误差，从而影

响了稳定性，导致收敛性变差。

３．３　空天飞机算例

针对文献［１２］所述的空天飞机外形，本文给
出了马赫数２０，攻角１５°，飞行高度７０ｋｍ的情况
下得到的模拟结果。本文计算中将原始模型放大

了１０倍，此时空天飞机的长度Ｌ＝２．９ｍ。计算方
法如前所述，按层流状态考虑，壁温１０００Ｋ，粘性
系数由Ｓｕｒｔｈｅｒｌａｎｄ公式得到。图８所示为空天飞
机的表面及空间网格，网格总量为４８０万左右，共
３６个分区，采用并行计算，壁面第一层网格高度
１．０×１０－５ｍ。

图６　钝锥（含尾流）残值与阻力系数的收敛历程
Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎｄｒａｇｆｏｒ

ｂｌｕｎｔｃｏｎｅｗｉｔｈｗａｋｅ

图７　钝锥（含尾流）对称面温度场及流线分布
Ｆｉｇ．７　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄａｎｄｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ

ｏｆｂｌｕｎｔｃｏｎｅｗｉｔｈｗａｋｅ

图９所示为空天飞机的温度场及流线分布。
因计算外形复杂且攻角较大，因此不可避免会出

现激波附面层干扰及流动分离等现象。图１０给
出了空天飞机轴向力的收敛历程。图中所有计算

均从自由来流开始考虑，ＣＦＬ数由小变化到最大

·２２·
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图８　空天飞机计算网格
Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｇｒｉｄｆｏｒｔｈｅｓｐａｃｅｓｈｕｔｔｌｅ

图９　空天飞机的温度场与流线分布
Ｆｉｇ．９　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄａｎｄｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓｏｆ

ｔｈｅｓｐａｃｅｓｈｕｔｔｌｅ
值，同时ｋｍａｘ的取值都为较优的结果。对于对角
近似法，最大 ＣＦＬ均为１０４，内迭代方式１的 ｋｍａｘ
取为１２，内迭代方式２的 ｋｍａｘ给定为４；对于精确
矩阵法，内迭代方式１的最大 ＣＦＬ数为１５，相应
的ｋｍａｘ为６，内迭代方式２的最大ＣＦＬ数为２０，相
应的ｋｍａｘ为４。由图可知，对角近似法的收敛速度
快于精确矩阵法及原始 ＬＵＳＧＳ方法，其中内迭
代方式２的收敛速度最快，约为原始 ＬＵＳＧＳ方
法的１．８倍。对角近似法的内存消耗比精确矩阵
法少３０％以上。因此，从计算效率及内存消耗考
虑，对角近似法与内迭代方式２的组合适合于工
程上复杂外形的计算。

图１０　空天飞机轴向力的收敛历程
Ｆｉｇ．１０　Ａｘｉａｌｆｏｒｃｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｆｏｒ

ｔｈｅｓｐａｃｅｓｈｕｔｔｌｅ

４　结论

（１）针对高空高超声速粘性流动的数值模
拟，粘性项的隐式处理对提高算法的稳定性及计

算效率非常重要。

（２）内迭代步的引入能有效地提高 ＬＵＳＧＳ
方法的收敛速度，内迭代方式２的收敛性优于内
迭代方式１。

（３）对于不含流动分离的计算，精确的雅克
比系数矩阵方法收敛速度明显快于对角近似方

法；对于含大的流动分离的计算，精确的雅克比系

数矩阵方法受稳定性的限制收敛速度不及对角近

似方法。
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