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基于 Ｐｏｗｅｌｌ法的 ＧＮＳＳ卫星轨道拟合算法

沙　海，仝海波，张国柱，欧　钢
（国防科技大学 电子科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：针对ＧＮＳＳ导航信号模拟源中卫星轨道计算的高精度实时性要求，提出了一种基于 Ｐｏｗｅｌｌ最优
化理论的卫星轨道拟合算法。该算法将有限点卫星位置拟合问题转化为无约束极小值问题，使用最优化理

论求解卫星轨道模型参数，从而可以方便计算任意时刻的卫星速度、加速度等高阶量。算例结果表明计算卫

星星历时，位置误差小于１×１０－４ｍ，速度误差小于１×１０－６ｍ／ｓ，计算量为广播星历直接计算的１／３；计算精密
星历时，位置精度在２ｃｍ左右，拟合精度较拉格朗日插值算法提高了大约１倍。通过实际应用，充分验证了
算法的有效性。
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　　随着 ＧＰＳ、ＧＬＯＮＡＳＳ、ＧＡＬＩＬＥＯ和北斗卫星
导航系统的不断发展和广泛应用，ＧＮＳＳ信号模
拟源的研发成为人们研究的热点。ＧＮＳＳ信号模
拟源的主要作用是产生多个系统的导航信号，为

了保证信号的精度和连续性，需要实时高精度地

计算伪距及其变化率，而在伪距及其各阶变化量

的计算过程中，卫星轨道的计算精度是必须考虑

的关键因素。同时传统卫星轨道的计算量较大，

在全导航系统仿真模式运行时，ＧＮＳＳ信号源需
要实时计算 １００颗左右的卫星轨道数据，这对
ＧＮＳＳ信号源硬件的实时计算能力提出了很大挑
战。因此，为了减少卫星轨道的计算量，同时保证

卫星轨道的高精度，有必要开展 ＧＮＳＳ卫星轨道
插值拟合算法的研究。此外，ＧＮＳＳ精密数据处
理、多模接收机等实际应用中对实时、高效的星历

插值拟合算法亦有很大的需求。

目前常用的卫星轨道插值拟合算法包括拉格

朗日、牛顿、尼维勒、三角函数插值方法以及切比

雪夫、勒让德多项式拟合方法等。文献［１－４］通
过比较拉格朗日、尼维勒、三角函数插值算法计算

ＧＰＳ精密星历精度得出，在相同阶数条件下，三角
函数插值法无论内插还是外推，其精度都高于其

他算法。文献［５］进一步分析了切比雪夫多项
式、勒让德多项式拟合算法与拉格朗日、尼维勒插

值算法的精度，得出在相同阶次条件下，算法精度

相当。由此可见，三角函数插值算法是目前插值

卫星轨道精度最高的算法。但是三角函数插值算

法为了保证高精度，在计算卫星轨道时，需要频繁

地更新插值系数，编程实现十分不便。此外在计

算卫星速度、加速度等高阶量时，通常采用计算较
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小距离前后点位置的差商方法，其计算精度和前

后点间距的选取准则，可供参考的文献很少。

本文在建立卫星轨道模型的基础上，提出了

一种基于Ｐｏｗｅｌｌ最优化理论的高精度ＧＮＳＳ卫星
轨道拟合方法。算例结果表明，该算法能够在离

散点卫星位置已知条件下，高精度、快速拟合出任

意时刻的卫星位置、速度和加速度。

１　卫星轨道模型

ＧＰＳ卫星在地心地固系（ＥＣＥＦ）和地心惯性
系（ＥＣＩ）下的位置，存在明显的周期性，并且位置
坐标的曲线特性与三角函数近似［３］，因此使用三

角函数表示卫星轨道最接近真实轨道的特性，这

也是三角函数插值算法精度较高的内在原因。三

角函数插值算法的数学表达式为［３－４］

ｙ（ｔ）＝ａ０＋ａ１ｃｏｓ（ωｔ）＋ｂ１ｓｉｎ（ωｔ）＋…
　＋ａｎｃｏｓ（ｎωｔ）＋ｂｎｓｉｎ（ｎωｔ） （１）

式中，ω为固定特征频率，由ＩＥＲＳ组织负责发布，
ａ０，ａ１，ｂ１，…，ａｎ，ｂｎ为待求系数，ｎ为三角函数的
阶数，即最高频率的倍数，ｔ为卫星位置对应的历
元时刻。

若使用式（１）列出的三角函数多项式形式拟
合卫星位置时，可将该拟合过程看作如下数学

问题：

已知卫星轨道坐标ｙ与历元时刻 ｔ的函数关
系为 ｙ（ｔ），求 解 未 知 参 数 ｘ∈ Ｘ，使 得
ｙ－ｙ（ｘ）≤ε，ε为允许最小误差。其矩阵表达
形式如下：

　　Ｙ＝［ｙ１　ｙ２　…　ｙｋ］
Ｔ

　　Ｘ＝［ω　ａ０　…　ａｎ　ｂ１　…　ｂｎ］
Ｔ

　　Ｈ＝

０ １ ｃｏｓ（ωｔ１） … ｓｉｎ（ｎωｔ１）

０ １ ｃｏｓ（ωｔ２） … ｓｉｎ（ｎωｔ２）

   

０ １ ｃｏｓ（ωｔｋ） … ｓｉｎ（ｎωｔｋ













）

Ｅ ＝Ｙ－ＨＸ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｅ２１≤ε （２）

当ω作为未知量时，ｙ（ｔ）为非线性函数，上
述问题无法采用线性最小二乘法解决。若采用非

线性最小二乘法（如高斯 －牛顿法、莱文 －马夸
特法等）对其进行求解时，则对初始值的精度要

求较高，当初始值偏差较大时，非线性最小二乘法

很难收敛到最优解［６］，并且由于拟合阶数不定，

函数的偏导数也无法求得。从数学建模角度分

析，该问题本质上为一个无约束极小值问题，且目

标函数不可微，全局的精确解计算比较复杂且难

以得到，对于此类问题，采用最优化理论中的

Ｐｏｗｅｌｌ算法可以取得很好的计算效果。

２　基于Ｐｏｗｅｌｌ法的拟合算法

２．１　Ｐｏｗｅｌｌ算法简介

Ｐｏｗｅｌｌ算法是 Ｐｏｗｅｌｌ于１９６４年提出的一种
求解无约束最优化问题的直接法，该方法对初值

要求不高、收敛速度也非常快而且只用到了函数

值，不必求解函数导数，其计算步骤为［６］：

Ｓｔｅｐ１　选取初始数据。选取初始点ｘ０，ｎ个
线性无关的初始搜索方向ｄ０，ｄ１，…，ｄｎ－１，给定允
许误差ε＞０，令ｋ＝０。

Ｓｔｅｐ２　进行基本搜索。令 ｙ０＝ｘｋ，依次沿
ｄ０，ｄ１，…，ｄｎ－１进行一维搜索。对一切ｊ＝１，２，…，
ｎ，记

ｆ（ｙｊ－１＋λｊ－１ｄｊ－１）＝ｍｉｎｆ（ｙｊ－１＋λｄｊ－１）（３）
ｙｊ＝ｙｊ－１＋λｊ－１ｄｊ－１ （４）

Ｓｔｅｐ３　检查是否满足终止准则。取加速方
向ｄｎ＝ｙｎ－ｙ０，若 ｄｎ ＜ε，迭代终止，得 ｙｎ为问
题的近似最优解；否则，转Ｓｔｅｐ４。

Ｓｔｅｐ４　确定搜索方向。按式 （５）确定 ｍ（０
≤ｍ≤ｎ－１），若式（６）也成立，转Ｓｔｅｐ５；否则，转
Ｓｔｅｐ６。
ｆ（ｙｍ）－ｆ（ｙｍ＋１）＝ ｍａｘ０≤ｊ≤ｎ－１

｛ｆ（ｙｊ）－ｆ（ｙｊ＋１）｝

（５）
ｆ（ｙ０）－２ｆ（ｙｎ）＋ｆ（２ｙｎ－ｙ０）＜２［ｆ（ｙｍ）－ｆ（ｙｍ＋１）］

（６）
Ｓｔｅｐ５　调整搜索方向。从点ｙｎ出发沿方向

ｄｎ进行一维搜索，求出λｎ，使得
ｆ（ｙｎ＋λｎｄｎ）＝ｍｉｎ

λ
ｆ（ｙｎ＋λｄｎ） （７）

令ｘｋ＋１＝ｙｎ＋λｎｄｎ，再令 ｄｊ：＝ｄｊ＋１，ｊ＝ｍ，ｍ
＋１，…，ｎ－１，ｋ：＝ｋ＋１，返回Ｓｔｅｐ２。
Ｓｔｅｐ６　不调整搜索方向。令 ｘｋ＋１＝ｙｎ，ｋ：＝

ｋ＋１，返回Ｓｔｅｐ２。
Ｐｏｗｅｌｌ算法的计算过程略显复杂，但目前已

有很多组织免费提供了这些常用科学计算方法

的函数库，例如 ＧＮＵ的 ＧＳＬ库，Ｂｌｉｔｚ＋＋以及
ＭＴＬ，这些科学计算库以 Ｌｉｂ版本形式将 Ｐｏｗｅｌｌ
算法封装为单独函数，操作简单，且代码优化后

计算效率很高。本文使用 ＧＮＵ的 ＧＳＬ函数库，
该函数库可在ＧＮＵ网站（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｇｎｕ．ｏｒｇ）
下载得到。

２．２　拟合算法

采用 Ｐｏｗｅｌｌ算法拟合卫星轨道时，卫星位置
坐标已知，需要分别求解 Ｘ，Ｙ，Ｚ轴的拟合系数，
式（１）可重写为

·４５１·
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ｘ＝∑
ｎｘ

ｋ＝０
ａｘｋｃｏｓ（ｋωｘｔ）＋ｂ

ｘ
ｋｓｉｎ（ｋωｘｔ）

ｙ＝∑
ｎｙ

ｋ＝０
ａｙｋｃｏｓ（ｋωｙｔ）＋ｂ

ｙ
ｋｓｉｎ（ｋωｙｔ）

ｚ＝∑
ｎｚ

ｋ＝０
ａｚｋｃｏｓ（ｋωｚｔ）＋ｂ

ｘ
ｋｓｉｎ（ｋωｚｔ













）

（８）

其中 ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ为拟合阶数，也作为未知数使用
Ｐｏｗｅｌｌ算法求解。

为了方便计算，对历元时刻ｔ进行化简
ｔｉ＝（ｉ－１）ｔｓ

ｔ′ｉ＝ｔｉ／ｔｓ＋１

ｔ″ｉ＝
ｔ′ｉ－ｔ′
σ
，ｉ＝１，２，…，









 Ｎ

（９）

其中，ｔｓ为卫星轨道数据的采样间隔，Ｎ为数据个
数，ｔ′为ｔ′的均值，σ为 ｔ′的方差，ｔ″为最终化简的
时间变量。化简后，ｄｔ与ｄｔ″的关系为

ｄｔ″＝ｄｔｔｓσ
（１０）

进一步对式（８）求导，得到卫星速度和加速
度的表达式，如式（１１）、（１２）所示。

ＧＮＳＳ信号源中卫星轨道数据包括卫星星历
参数、卫星精密星历、其他轨道数据等，结合基于

Ｐｏｗｅｌｌ法的轨道拟合算法，完整的卫星位置和速
度计算流程如图 １所示，分为以下步骤：

Ｓｔｅｐ１　根据载入的卫星轨道数据，计算固定
时间间隔的卫星位置。卫星轨道数据可以包括

ＧＰＳ、ＧＬＯＮＡＳＳ精密星历，ＧＰＳ、北斗系统、Ｇａｌｉｌｅｏ
广播星历，以及轨道积分数据等；

Ｓｔｅｐ２　设置拟合允许最小误差 ε，采用
Ｐｏｗｅｌｌ法分别计算ｘ，ｙ，ｚ轴的拟合系数及阶数；

Ｓｔｅｐ３　计算当前时刻的卫星位置、速度和加
速度，输出至伪距及其变化率计算等模块；

Ｓｔｅｐ４　判断是否到达拟合区间终点，若不
是，返回Ｓｔｅｐ３，否则结束。
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图１　星轨道计算流程图
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔ：ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｔｈｅｓａｔｅｌｌｉｔｅｏｒｂｉｔ

３　算例分析与实例应用

为了评估基于 Ｐｏｗｅｌｌ法卫星轨道拟合算法
的性能，本文主要从拟合精度和实时性两个方面

进行分析。首先，拟合精度是指拟合后计算的卫

星位置和速度与星历计算的误差大小，卫星位置

和速度的拟合精度直接影响ＧＮＳＳ信号源生成伪
距的精度，而伪距的跳变会造成导航信号的失真，

接收设备无法持续锁定信号；其次，实时性是指拟

合算法与星历计算相比，计算量减少多少，计算平

均耗时多少，最后通过实例应用，充分验证该算法

的可靠性。

３．１　拟合精度分析

３．１．１　卫星星历拟合
ＧＰＳ卫星星历的时效范围为２ｈ，其计算误差

随着时间的推移而不断增大。实验时，从 ＩＧＳ网
站ｆｔｐ：／／ｃｄｄｉｓ．ｇｓｆｃ．ｎａｓａ．ｇｏｖ／ｇｐｓ／ｄａｔａ／ｄａｉｌｙ下载
得到２０１１年１月２３日０时ＰＲＮ编号为２的ＧＰＳ
卫星的广播星历数据，将其计算出来的 １０ｍｓ间
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隔的卫星位置和速度作为真值，分别抽取２ｈ段内
３００ｓ间隔的卫星位置数据进行拟合计算，通过拟
合算法得到１０ｍｓ间隔的卫星位置和速度进行比
较，结果如图２、图３所示。

图２　位置误差
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

图３　速度误差
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｅｒｒｏｒ

其中Ｘ轴、Ｙ轴的拟合阶数为４阶，Ｚ轴的拟合阶
数为３阶。由１０ｍｓ间隔采样比较结果可以看出，
拟合算法对２ｈ广播星历拟合时，位置精度达到了
１×１０－４ｍ量级，速度精度达到了１×１０－６ｍ／ｓ
量级。

３．１．２　精密星历拟合
对精密星历拟合时，采用文献［２，７］的实验

方法。首先从 ＩＧＳ网站下载 ２００２年 １月 １日
ＧＰＳ编号为 １的卫星的 ２４ｈ快速精密星历
ｉｇｒ１１４７２．ｓｐ３，该精密星历时间间隔为 ５ｍｉｎ。然
后将该快速精密星历按照１５ｍｉｎ间隔抽取为原始
精密星历。最后对抽取后的原始精密星历采用拟

合算法，求出时间间隔５ｍｉｎ的卫星轨道数据，与
抽取前的快速精密星历进行比较。文献［２］通过
遍历阶数，得出拉格朗日和切比雪夫插值算法精

度相当，且阶数为１１阶时精度最高，所以实验采
用１１阶拉格朗日插值算法进行对比，比较结果如
表１、图４所示。

表１　与拉格朗日插值法比较（单位：ｃｍ）
Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅＬａｇｒａｎｇｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ（Ｕｎｉｔ：ｃｍ）

１１阶Ｌａｇｒａｎｇｅ Ｐｏｗｅｌｌ法

ＳＴＤ Ｍａｘ ＳＴＤ Ｍａｘ
Ｘ轴 ０．３１ ３．９ ０．１６ ２．２１
Ｙ轴 ０．１０ ０．４４ ０．０６ ０．３４
Ｚ轴 ０．１３ ０．４３ ０．０６ ０．３４
位置 ０．３１ ４．１８ ０．１６ ２．２７

图４　Ｘ轴误差
Ｆｉｇ．４　ＴｈｅＸａｘｉｓｅｒｒｏｒ

　　其中 Ｘ轴的拟合阶数为１０阶，Ｙ轴、Ｚ轴的
拟合阶数为 ９阶，Ｘ轴误差范围在 ３ｃｍ以内，Ｙ
轴、Ｚ轴的误差范围均在１ｃｍ以内，位置精度在
２ｃｍ左右，相比拉格朗日插值算法，精度提高了大
约１倍，与文献［２］给出的三角函数插值算法精
度相当。

３．２　实时性分析

为了便于比较计算耗时，使用 Ｃ语言分别实
现卫星星历算法和基于 Ｐｏｗｅｌｌ的拟合算法，通过
比较两种算法计算２ｈ时间间隔为１０ｍｓ的卫星位
置、速度和加速度的时间，得出 Ｐｏｗｅｌｌ拟合算法
的实时性，比较结果如图５所示。图中计算量的
定义为不同阶数拟合算法与星历直接计算所耗时

间之比。

图５　拟合阶数与计算量关系示意图
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒａｎｇｅａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔｅ

可以看出拟合阶数为３阶时，计算量为星历
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直接计算的１／３，但随着阶数的增加，拟合算法的
计算量也逐步增大，拟合阶数为１０阶时与星历直
接计算量基本一致，但拟合时间区间范围可增大

至２４ｈ。

３．３　实例应用

实际应用中，ＧＮＳＳ信号源产生的导航信号，最
终由监测接收机捕获跟踪。如果信号源产生的伪

距及其变化率不连续，或出现抖动，会造成接收机

失锁、假捕等异常现象。因此，通过实际观察监测

接收机的工作状态，可以验证拟合算法的可靠性。

实验时，由ＧＮＳＳ信号源产生导航信号，分别
经过低噪声放大器和衰减器后，通过射频线缆接

入监测接收机，设备连接如图６所示。ＧＮＳＳ信号
源使用Ｐｏｗｅｌｌ拟合算法分别拟合两颗 ＧＥＯ卫星
间隔１５ｍｉｎ的７２ｈ观测数据。监测接收机每秒记
录伪距等测量值，伪距变化如图７所示。测试结
果显示，监测接收机７２ｈ工作状态稳定，没有出现
失锁点，伪距变化连续。

图６　实际设备连接图
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｅｑｕｉｐｍｅｎｔｌｉｎｋ

图７　监测接收机测量伪距
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｐｓｅｕｄｏｒａｎｇｅｉｎｒｅｃｅｉｖｅｒ

４　结论

（１）从拟合卫星星历来看，拟合 ２ｈ卫星星
历，拟合阶数不大于４阶，卫星位置精度可达到１
×１０－４ｍ量级，速度精度达到１×１０－６ｍ／ｓ量级，
并且计算量为星历直接计算的１／３。

（２）从拟合精密星历来看，拟合２４ｈ精密星

历，拟合阶数不大于１０阶，Ｘ轴误差范围在３ｃｍ
以内，Ｙ轴、Ｚ轴的误差范围均在１ｃｍ以内，位置
精度在２ｃｍ左右，拟合精度较拉格朗日插值算法
提高了约１倍。

（３）基于Ｐｏｗｅｌｌ的拟合算法拟合２ｈ卫星广
播星历时，计算量较星历直接计算减少了 ２／３。
但拟合２４ｈ卫星星历时，相同精度条件下，拟合阶
数为１０阶，其计算量与星历计算量相当。下一步
将重点研究降低该算法计算量的方法。
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