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摘　要：为了避免奇异状态，单框架控制力矩陀螺（ＳＧＣＭＧ）操纵律要求框架角进行快速转动，需要消耗
较多的能量，并会对ＳＧＣＭＧ和卫星系统带来一系列潜在危害。针对该问题，提出基于路径规划和反馈控制
相结合的姿态机动控制方法。根据固定时间姿态机动的任务需求，以能量为优化指标，采用伪谱法优化机动

路径并回避奇异状态；将最优控制量作为参考数输入，并利用基于系统限制状态的反馈控制方法消除不确定

性和扰动的影响。反馈控制基于名义输入进行数值积分得到的预测状态量，并与期望终端状态比较形成控

制误差信号。该方法将卫星和 ＳＧＣＭＧ作为整体规划姿态运动，能够有效避免奇异状态。结合工程实际，在
闭环控制仿真中考虑了卫星角速度和ＳＧＣＭＧ框架角的初始偏差。仿真结果表明：本文算法能够有限避免奇
异状态，且能消除初始姿态角速度和框架角不确定的影响。
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　　随着对高分辨成像的需求，新一代高精度成
像卫星成为航天应用的一个发展方向［１］。这类

卫星需要进行快速的姿态机动，为了获得较大的

控制能力，一般采用单框架控制力矩陀螺（Ｓｉｎｇｌｅ
ＧｉｍｂａｌＣｏｎｔｒｏｌＭｏｍｅｎｔＧｙｒｏ，ＳＧＣＭＧ）作为姿态机
动的执行机构。与反作用轮相比，ＳＧＣＭＧ主要以
改变自身角动量方向的方式与卫星进行动量交换

并产生控制力矩，具有输出力矩大的优点。

ＳＧＣＭＧ应用的主要困难在于奇异问题，即在
特定框架角状态下无法获得期望的力矩。因此，

在ＳＧＣＭＧ操纵律设计中需要考虑奇异的回避，

这也是当前ＳＧＣＭＧ操纵律研究的热点［２－１０］。现

有的奇异回避操纵律包括：奇异方向回避方法［７］、

广义奇异鲁棒逆方法［１０］等。这些ＳＧＣＭＧ操纵律
存在一个共同的问题：当框架角处于奇异点附近

时，为了回避奇异状态，框架角需要进行快速转

动，从而消耗较多的能量并有可能引起 ＳＧＣＭＧ
的破坏。此外，由于对卫星和 ＳＧＣＭＧ分别进行
控制，对于卫星系统而言，通常不具有能量最优

性［１１］。若要以较少能量完成姿态机动同时回避

奇异，通常需要进行轨迹规划。文献［１２］采用自
适应高斯伪谱法进行 ＳＧＣＭＧ卫星的姿态大角度
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机动轨迹规划，考虑了时间和能量加权的性能指

标。但是该方法无法抑制扰动和不确定性的影

响，不具有鲁棒性。

针对上述问题，本文提出基于路径规划和反

馈控制相结合的姿态机动控制方法。基于路径规

划的 ＳＧＣＭＧ卫星姿态机动控制可以有效避免奇
异状态并能够获得系统近似能量最优的姿态机动

路径。首先采用高斯伪谱法优化出能量最优姿态

机动轨迹，包括姿态四元数、角速度、ＳＧＣＭＧ框架
角和角速率等，然后以规划的姿态轨迹为参考轨

迹，采用基于系统限制状态的反馈控制策略［１１，１３］

进行闭环控制。系统限制状态是指通过数值积分

预报得到的终端状态变量。最后结合具体算例给

出了数值仿真结果，在闭环控制仿真中同时考虑

了卫星角速度和ＳＧＣＭＧ框架角初始偏差。

１　ＣＭＧ卫星姿态机动模型

ＳＧＣＭＧ主要通过角动量交换产生反作用力
矩。一个ＳＧＣＭＧ通常由一个恒速转动的飞轮和
安装飞轮的框架组成，该框架可以在控制系统的

作用下转动。当框架转动时，ＳＧＣＭＧ角动量方向
发生变化，产生进动力矩。该进动力矩可作为卫

星姿态的控制力矩。因此，对 ＳＧＣＭＧ而言，采用
相对小的输入力矩就可以产生较大的输出控制力

矩。为了实现三轴姿态控制，并考虑到避免奇异

的需要，在实际应用中通常至少需要配置四个

ＳＧＣＭＧ组成一定的构型。本文假设 ＳＧＣＭＧ系
统具有金字塔构型，如图１所示，其中 β为安装
倾角。

图１　金字塔构型ＳＧＣＭＧ组
Ｆｉｇ．１　ＰｙｒａｍｉｄｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎＳＧＣＭＧｓ

１．１　姿态动力学方程

根据角动量定理，基于ＣＭＧ卫星的姿态动力
学方程可简化表示为

Ｊω＋ｈ＋ω×（Ｊω＋ｈ）＝Ｔｅｘｔ１ （１）

其中ω为角速度，Ｊ为卫星惯量矩阵，Ｔｅｘｔ为外部
扰动力矩，包括引力梯度力矩和 ＳＧＣＭＧ建模误
差。ｈ为ＳＧＣＭＧ系统总角动量，对于金字塔构型
ＳＧＣＭＧ系统可表示如下

ｈ＝ｈＣＭＧ

－ｃβｓδ１－ｃδ２＋ｃβｓδ３＋ｃδ４
ｃδ１－ｃβｓδ２－ｃδ３＋ｃβｓδ４
ｓβｓδ１＋ｓβｓδ２＋ｓβｓδ３＋ｓβｓδ









４

（２）

这里δｉ（ｉ＝１，２，３，４）为ＳＧＣＭＧ框架角，ｈＣＭＧ为单
个ＳＧＣＭＧ的角动量大小。

ＳＧＣＭＧ系统总角动量ｈ的时间导数为
ｈ＝Ａ（δ）δ

·

（３）
其中

Ａ（δ）＝ｈＣＭＧ

－ｃβｃδ１ ｓδ２ ｃβｃδ３ －ｓδ４
－ｓδ１ －ｃβｃδ２ ｓδ３ ｃβｃδ４
ｓβｃδ１ ｓβｃδ２ ｓβｃδ３ ｓβｃδ









４
（４）

δ
·

ｉ（ｉ＝１，２，３，４）为ＳＧＣＭＧ框架角速率。

１．２　姿态运动方程

采用四元数描述卫星姿态，其动力学方程

如下

ｑ１＝
１
２（ω１ｑ４－ω２ｑ３＋ω３ｑ２）

ｑ２＝
１
２（ω１ｑ３＋ω２ｑ４－ω３ｑ１）

ｑ３＝
１
２（－ω１ｑ２＋ω２ｑ１＋ω３ｑ４）

ｑ４＝
１
２（－ω１ｑ１－ω２ｑ２＋ω３ｑ３













 ）

（５）

其中四元数 ｑＴ＝（ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４）＝（槇ｑ，ｑ４）满足
ｑ＝１。

１．３　姿态机动路径规划问题

令系统状态变量为

ｘ＝［ｑＴ ωＴ δＴ］Ｔ （６）
控制变量为

ｕ＝δ （７）
卫星大角度姿态机动要求在给定的时间内姿

态从初始状态 ｘ０机动到期望状态 ｘｆ。优化中取
如下能量指标

Ｊ＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｕＴｕｄｔ （８）

状态方程约束包括卫星运动学、动力学约束

ｑ＝１２Ωｑ

ω＝－Ｊ－１［ｈ＋ω×（Ｊω＋ｈ）］
δ

{
＝ｕ

（９）

·２·
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路径约束主要考虑卫星机动最大允许角速

度、ＳＧＣＭＧ框架角范围、框架角最大允许角速
率等。

ωｉ≤ωｉｍａｘ，ｉ＝１，２，３ （１０）

δｉ≤δｉｍａｘ，ｉ＝１，２，３，４ （１１）

ｕｉ≤ｕｍａｘ，ｉ＝１，２，３，４ （１２）
另外，边界条件为

ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ （１３）

２　基于伪谱法的路径规划

式（８）～（１３）给出了基于ＳＧＣＭＧ的卫星大角
度姿态机动的轨迹优化问题。轨迹优化问题的数值

解法大体分为直接法和间接法两类［１４］。间接法根

据变分原理和极大值原理推导一阶必要条件，将最

优控制量表示为状态变量和伴随状态变量的函数，

然后转换为两点边值问题来求解。间接法具有求解

精度高的优点，但是存在收敛半径小、伴随状态初

始值不易获得、难以处理路径约束的缺点。而直接

法是采用参数化方法将原最优控制问题转化为一

个非线性规划问题，然后直接利用成熟的非线性规

划算法求解。直接法具有较大的收敛半径，不需要

求解伴随状态。近年来，由于求解精度高、收敛速度

快，直接法中的伪谱法（ＰｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌＭｅｔｈｏｄ，
ＰＭ）得到了广泛应用［１５］，适合于求解具有复杂约

束的工程应用问题。由于高斯伪谱法得到的非线

性规划ＫＫＴ条件与离散 ＨＢＶＰ问题的一阶最优
性条件一致，本文采用高斯伪谱法［１６］（ＧＰＭ）求
解卫星大角度姿态机动的最优路径。

伪谱法利用全局插值多项式的有限基，在一

系列离散点上近似状态变量和控制变量，将最优

控制问题转化为非线性规划问题来求解。微分方

程中状态的时间导数通过插值多项式的导数来近

似，进而在一组配点上将微分方程转化为代数方

程。配点一般是取正交多项式的根。对光滑问题，

伪谱法的优势是能够以较少的离散点获得较高的

精度。根据计算配点的多项式的类型，可划分不同

的伪谱法。高斯伪谱法采用 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ（ＬＧ）
多项式，相应的配点称为ＬＧ点或高斯点。

为了采用高斯点作为配点，首先需要进行时

域变换。将轨迹优化问题的时间区间［ｔ０，ｔｆ］转换
到［－１，１］，对时间变量作如下变换

τ＝ ２ｔ
ｔｆ－ｔ０

－
ｔｆ＋ｔ０
ｔｆ－ｔ０

（１４）

高斯伪谱法取Ｋ个高斯点和 τ＝－１作为节
点，构成Ｋ＋１个Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式，并以此作
为基函数近似状态量和控制量

ｘ（τ）≈Ｘ（τ）＝∑
Ｋ

ｉ＝０
Ｌｉ（τ）ｘ（τｉ） （１５）

ｕ（τ）≈Ｕ（τ）＝∑
Ｋ

ｉ＝０

槇Ｌｉ（τ）ｕ（τｉ） （１６）

其中Ｌｉ（τ）为Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，满足 Ｌｉ（τｉ）
＝１，Ｌｉ（τｊ）＝０（ｉ≠ｊ）。
对状态量近似表达式（１５）求导有

ｘ（τｋ）≈Ｘ
·

（τｋ）＝∑
Ｋ

ｉ＝０
ＤｋｉＸｉ （１７）

其中矩阵Ｄ可表示为

Ｄｋｉ＝Ｌ
·

ｉ（τｋ）

＝

（１＋τｋ）Ｐ
·

Ｋ（τｋ）＋ＰＫ（τｋ）

（τｋ－τｉ）［（１＋τｋ）Ｐ
·

Ｋ（τｋ）＋ＰＫ（τｋ）］
　ｉ≠ｋ

（１＋τｉ）Ｐ̈Ｋ（τｉ）＋２Ｐ
·

Ｋ（τｉ）

２［（１＋τｉ）Ｐ
·

Ｋ（τｉ）＋ＰＫ（τｉ）］









 ｉ＝ｋ

（１８）
从而可将微分方程转换为代数等式约束

∑
Ｋ

ｉ＝０
ＤｋｉＸｉ－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τｋ；ｔ０，ｔｆ）＝０

（ｋ＝１，…，Ｋ） （１９）
为了表示方便，这里Ｘｋ＝Ｘ（τｋ），Ｕｋ＝Ｕ（τｋ）。
由于高斯节点不包含终端时刻节点，终端边

界条件和指标中用到的终端状态量采用高斯积分

来近似。

Ｘ（τｆ）＝Ｘ（τ０）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｗｋｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τｋ；ｔ０，ｔｆ）

（２０）
性能指标中的积分项同样采用高斯积分获

得，性能指标可近似为

Ｊ＝Φ（Ｘ０，ｔ０；Ｘｆ，ｔｆ）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｗｋｇ（Ｘｋ，Ｕｋ；ｔ０，ｔｆ）

（２１）
基于高斯点，边界条件和路径约束可改写为

Ｇ（Ｘ０，ｔ０；Ｘｆ，ｔｆ）＝０ （２２）
Ｃ［Ｘｋ，Ｕｋ，τｋ］≤０ （２３）

根据上述变换，高斯伪谱法将连续最优控制

问题离散为非线性规划问题：求离散状态变量

［Ｘ０，…，ＸＫ］和控制变量［Ｕ１，…，ＵＫ］、初始时间
ｔ０和终端时间ｔｆ使性能指标式（２１）最小，并满足
约束（１９），（２２）和（２３）式。

利用伪谱法求解卫星大角度姿态机动轨迹优

化问题虽然计算效率较高［１２］，但是限于星载计算

机能力，仍然需要进行离线规划。

３　基于限制状态的反馈控制

一般情况下，采用伪谱法求解的最优路径

·３·
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已经具有较高的精度，但是采用开环控制方法

通常不具有对初始条件和扰动的鲁棒性。例如

由于离线规划需要已知初始框架角 δ，当利用规
划好的姿态轨迹进行控制时，初始框架角通常

已经发生改变；另外，由于对 ＳＧＣＭＧ建模所进
行的简化，忽略了框架角动量、动量轮框架轴方

向和控制力矩方向角动量以及环境扰动力矩。

这些初始条件不确定和扰动将对开环控制造成

较大影响，使得终端姿态偏离期望姿态。因此需

要进行反馈控制，这里采用基于系统限制状态

的反馈控制方法［１３］。因此，控制量由两部分组

成，一部分是伪谱法优化得到的参考控制 ｕｎｏｍ，
另一部分是反馈控制 ｕｆ。

基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法推导反馈控制，首先给出
系统限制状态的定义，将其与期望状态比较得到

误差函数，然后基于误差函数定义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数，选择适当的反馈增益矩阵使得Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
非正，并给出反馈控制律。

首先将非线性系统动力学方程改写为如下

形式

ｘ＝ｇ（ｘ）＋ｆ（ｘ）ｕ （２４）
其中

ｇ（ｘ）＝

１
２Ωｑ

－Ｊ－１（ω×Ｊω＋ω×ｈ（δ））











０

ｆ（ｘ）＝
０

－Ｊ－１Ａ（δ）






















Ｅ

（２５）

以当ｔ时刻实际状态量ｘ（ｔ）为初始值，基于
伪谱法优化得到的参考控制量ｕｎｏｍ得到的终端状
态的预测值ｘｐｒｅ称为系统限制状态

［１３］，定义为

ｘｐｒｅ（ｔｆ｜ｔ）＝ｘ（ｔ）＋∫
ｔｆ

ｔ
（ｇ（ｘ）＋ｆ（ｘ）ｕｎｏｍ）ｄτ

（２６）

系统限制状态与期望状态ｘｆ的误差定义为

β（ｔ）＝ｘｐｒｅ（ｔｆ｜ｔ）－ｘｆ （２７）

反馈控制系统的目的是上述状态误差趋于

零，定义Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ＝βＴβ （２８）
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ在经历一个时间步的变分为
ΔＶ＝２βＴΔβ＝２βＴΔｘｐｒｅ＝２β

Ｔ（ＦｄδΔｔ）

（２９）
其中Δｘｐｒｅ是系统限制状态的变分，Ｆ＝（ｇ／ｘ

Ｔ

＋ｆｕｎｏｍ／ｘ
Ｔ）ｆ。取

ｄδ＝－ＫｐＦ
Ｔβ （３０）

其中Ｋｐ为正定反馈增益矩阵，可得
ΔＶ＝－２βＴＦＫｐＦ

ＴβΔｔ≤０ （３１）
对于基于ＳＧＣＭＧ卫星的大角度姿态机动问

题，Ｆ不是方阵，因此在式（３０）中采用其转置形
式。最后反馈控制系统具有如下形式

ｕ（ｔ）＝ｕｎｏｍ（ｔ）－ＫｐＦ
Ｔ（ｔ）β（ｔ） （３２）

４　仿真算例和结果

以某太阳同步轨道卫星为例，卫星质量特性

为Ｊ＝ｄｉａｇ（３５０，３００，４５０）（单位：ｋｇ·ｍ２）。采用
金字塔构型，安装倾角为５４．１３°，单个ＳＧＣＭＧ角
动量大小ｈＣＭＧ ＝６Ｎｍｓ。

采用高斯伪谱法Ｍａｔｌａｂ软件包ＧＰＯＰＳ［１７］对
基于ＳＧＣＭＧ卫星的大角度姿态机动进行路径规
划，路径约束条件（１０）～（１２）中，ωｉｍａｘ≤３５°／ｓ，
δｉｍａｘ＝π，δｉｍａｘ＝１ｒａｄ／ｓ。考虑绕滚动轴的４５°大角
度机动，初始姿态为零，初末角速度均为零，初始

框架角δ０＝［３０°，９０°，－９０°，－３０°］
Ｔ，终端框架

角不作约束。

以ＧＰＯＰＳ优化得到的框架角速率作为反馈
控制的参考输入ｕｎｏｍ（ｔ），反馈增益矩阵取４阶单
位矩阵。为了考察算法的鲁棒性，在仿真中考虑了

三轴初始角速度偏差 ω０ ＝ ［０００１，０００１，
０００１］Ｔ（单位：ｒａｄ／ｓ）和初始框架角偏差 δ０ ＝
［３２，９２，－９２，－３２］Ｔ（单位：°）。计算结果如图２
～６所示，图２是姿态角曲线，图３是角速度曲线，

图２　姿态角曲线
Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｔｔｉｔｕｄｅａｎｇｌｅ

图４是框架角曲线，图５是奇异指标曲线。图中点
划线表示无初始偏差路径规划结果，虚线表示基

于路径规划的开环控制的仿真结果，实线表示开

·４·
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环控制 ＋反馈控制的仿真结果。直接基于轨迹规
划的开环控制的终端姿态角、角速度误差如表１
所示。通过反馈控制，姿态角和角速度控制精度相

比开环控制得到了较大改善。另外，从图５可知，

采用基于限制状态的闭环反馈后，相对伪谱法规

划结果，奇异量度值变大，说明所代表的框架构型

更加远离奇异状态。这主要是由本算例的初始条

件所决定的，不具有一般性。

表１　开环控制与开环 ＋反馈控制终端状态误差的对比
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｅｒｍｉｎａｌｓｔａｔｅｅｒｒｏｒｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌ

控制方法
滚动角偏差

（°）
俯仰角偏差

（°）
偏航角偏差

（°）

角速度ωｘ
（°／ｓ）

角速度ωｘ
（°／ｓ）

角速度ωｘ
（°／ｓ）

开环 ＋反馈控制 ２．２８×１０－２ －１．２９×１０－２ ２．０９×１０－３ －１．６６×１０－２ －２．６１×１０－２ １．２６×１０－２

开环控制 １．１３ ６．３３×１０－１ １．５７ ５．５２×１０－２ １．０３×１０－１ １．３１×１０－２

图３　角速度曲线
Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙ

图４　框架角曲线
Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｇｉｍｂａｌａｎｇｌｅ

图５　奇异度量曲线
Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｉｎｄｅｘ

５　结　论

本文基于轨迹规划和系统限制状态反馈控制

设计了ＳＧＣＭＧ卫星大角度机动的控制方法。该
方法首先采用高斯伪谱法优化出开环能量最优姿

态机动轨迹，并考虑了工程应用中存在的各种复

杂约束条件。为了提高鲁棒性，在开环最优轨迹

的基础上采用基于系统限制状态的反馈控制方法

进行闭环控制。针对具体算例进行了仿真分析，

并与仅基于路径规划结果的开环控制进行了对

比，其中在仿真中考虑了卫星初始角速度和

ＳＧＣＭＧ初始框架角偏差的影响。数值仿真结果
表明本文算法能够有限避免奇异状态，且能消除

初始姿态角速度和框架角的影响。

由于在太空环境下存在太阳光压等扰动，在

下一步的研究中应着重考察算法抗干扰力矩的鲁

棒性。
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