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一元二次四元数单边多项式的求根公式

许　伟，冯良贵
（国防科技大学 理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：随着四元数代数广泛应用于量子力学、惯性导航及控制论等学科，四元数多项式的求根问题被
许多学者关注。最近Ｊａｎｏｖｓｋａ和Ｏｐｆｅｒ从理论上给出了一种ｎ次四元数单边多项式零点的求解方法，Ｆｅｎｇ和
Ｚｈａｏ进一步给出了一般ｎ次四元数单边多项式的零点显性表达式。本文根据Ｆｅｎｇ和 Ｚｈａｏ的结果对一元二
次四元数单边方程的根进行了讨论，并利用复数域上四次多项式的 Ｆｅｒｒａｒｉ求根公式建立了一元二次四元数
单边方程的求解公式。与文献中现有的结果相比，本文建立的求根公式在许多方面展现了优越性。
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　　随着四元数代数的广泛应用［１－３］，四元数单

边多项式的求根问题被众多学者所关注［４－７］。但

由于四元数乘法的不可交换性，直到最近该问题

的研究才获得突破性进展。对于一般的ｎ次四元
数单边多项式ｐ（ｘ）＝ｑｎｘ

ｎ＋ｑｎ－１ｘ
ｎ－１＋… ＋ｑ１ｘ＋

１，ｑｉ∈Ｈ，２０１０年Ｊａｎｏｖｓｋａ和Ｏｐｆｅｒ在文献［８］中
首次从理论上给出了一种求 ｐ（ｘ）所有四元数零
点的方法。

最近，Ｆｅｎｇ和 Ｚｈａｏ给出了一般 ｎ次四元数
单边多项式的零点显性表达式［１１］。本文应用该

结果对一元二次单边四元数系数方程的零点进行

研究，给出了一元二次四元数单边方程的根式求

解公式。

文中，用Ｒ表示实数域，用Ｃ表示复数域，用
Ｈ表示实四元数体，即Ｈ中的任何元素具有下面
的形式ｑ＝ａ０＋ａ１ｉ＋ａ２ｊ＋ａ３ｋ，其中 ｉ，ｊ，ｋ是通

常的四元数虚单位，满足 ｉ２＝ｊ２＝ｋ２＝－１，ｉｊ＝
－ｊｉ＝ｋ，ｊｋ＝－ｋｊ＝ｉ，ｋｉ＝－ｉｋ＝ｊ，ａ０，ａ１，ａ２，ａ３∈

Ｒ。实数 ａ２０＋ａ
２
１＋ａ

２
２＋ａ槡

２
３称为 ｑ的模，记为｜ｑ｜；

ａ０称为ｑ的实部，记为 Ｒｅｑ，而 ｑ－Ｒｅｑ称为四元
数ｑ虚部，并记为Ｉｍｑ。两个四元数ｂ，ｃ称为虚部
线性相关是指存在不全为零的实数ｒ，ｓ，使得ｒＩｍｂ
＋ｓＩｍｃ＝０。若ｂ∈Ｒ，如往常，定义符号函数

Ｓｉｇｎ（ｂ）＝
１，　若ｂ＞０
－１，若ｂ＜０
０， 若ｂ＝０{ ．

１　一元二次四元数单边方程的一般解

本文主要研究一元二次单边四元数多项式

ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ｂ，ｃ∈Ｈ）。为方便，约定一些记
号如下。
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约定：对于多项式ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ｂ，ｃ∈Ｈ），
我们总是记

　ｂ＝ｂ１＋ｂ２ｊ（ｂ１，ｂ２∈Ｃ），ｃ＝ｃ１＋ｃ２ｊ（ｃ１，ｃ２∈Ｃ），
ｆ１（ｘ）＝ｘ

２＋ｂ１ｘ＋ｃ１，ｆ１（ｘ）＝ｘ
２＋ｂ１ｘ＋ｃ１，

ｆ２（ｘ）＝ｂ２ｘ＋ｃ２，ｆ２（ｘ）＝ｂ２ｘ＋ｃ２，

ｐ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）ｆ２（ｘ）。
那么ｐ（ｘ）是实系数多项式。可设η１，η１，η２，η２为
ｐ（ｘ）的四个复根，并且η１，η２的虚部大于等于零，
这里允许η１＝η２。

首先，给出如下的引理１。
引理 １　设四元数系数一元二次多项式为

ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ。则 ｆ（ｘ）在四元数体 Ｈ上的每
个零点都与某个ηｉ共轭，而且每个ηｉ（ｉ＝１，２）也
都有ｆ（ｘ）的零点与之共轭，并且与ηｉ共轭的零点
集合按如下方式给出：

（１）当ｆ１（ηｉ）＝ｆ１（ηｉ）＝ｆ２（ηｉ）＝ｆ２（ηｉ）＝０
时，任何与ηｉ共轭的四元数都是零点；

（２）否则，或者（ｆ１（ηｉ），ｆ２（ηｉ））≠（０，０），则
与ηｉ共轭的零点为（ｆ２（ηｉ）＋ｆ１（ηｉ）ｊ）ηｉ（ｆ２（ηｉ）
＋ｆ１（ηｉ）ｊ）

－１；或者（ｆ１（ηｉ），ｆ２（ηｉ））≠（０，０），则
与ηｉ共轭的零点取（ｆ１（ηｉ）－ｆ２（ηｉ）ｊ）ηｉ（ｆ１（ηｉ）
－ｆ２（ηｉ）ｊ）

－１。注意，当（ｆ１（ηｉ），ｆ２（ηｉ））≠（０，０）
和（ｆ１（ηｉ），ｆ２（ηｉ））≠（０，０）同时发生时，上述两
种取值是一样的。

证明　见文献［１１］中的定理１的证明。
引理２　设 ａ和 ｂ是两个四元数，那么 ａ，ｂ

共轭当且仅当Ｒｅａ＝Ｒｅｂ，并且｜ａ｜＝｜ｂ｜相等。
证明．见文献［９］中的定理２．２。
根据引理１，我们知道多项式 ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｂｘ

＋ｃ（ｂ，ｃ∈Ｈ）的零点个数只有三种可能：有无穷
多个零点、有两个不同零点、只有一个零点。我们

下面按零点可能出现的个数对一元二次单边四元

数多项式的系数进行刻画，并找出相应的具体的

零点表达式。

推论１　四元数系数多项式ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ
在四元数体 Ｈ上有无穷多个零点当且仅当它的
系数ｂ，ｃ满足条件：ｂ，ｃ∈Ｒ且 ｂ２－４ｃ＜０。在这
种情形下，多项式ｘ２＋ｂｘ＋ｃ的零点集合为

ｑηｑ－１｜η＝－ｂ＋ ４ｃ－ｂ槡
２ｉ

２ ，ｑ≠０，ｑ∈{ }Ｈ
换言之，多项式的零点集合可以表示为

１
２（－ｂ＋αｉ＋βｊ＋γｋ）｜α，β，γ∈Ｒ，ａ

２＋ｂ２＋ｇ{ ２

＝　４ｃ－ｂ}２ ．

证明　 ）由引理１知道，ｆ（ｘ）有无穷多个
零点当且仅当复系数多项式ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），ｆ１（ｘ），

ｆ２（ｘ）在复数域上有公共的非实数解η。注意到ｂ
＝ｂ１＋ｂ２ｊ（ｂ１，ｂ２∈Ｃ），ｃ＝ｃ１＋ｃ２ｊ（ｃ１，ｃ２∈Ｃ），于

是由η是ｆ１（ｘ）－ｆ１（ｘ）的零点知ｂ１，ｃ１∈Ｒ。再由

η是ｆ２（ｘ）与ｆ２（ｘ）的公共零点知ｂ２＝ｃ２＝０。由此
得到ｂ１，ｃ∈Ｒ且ｂ

２－４ｃ＜０。
）利用引理１，结论显然。
推论２　若四元数系数多项式 ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｂｘ

＋ｃ的系数 ｂ，ｃ都是复数，并且 ｂ，ｃ不满足推论１
的条件，那么ｆ（ｘ）在四元数体Ｈ上的所有零点为

ξ１，２＝
－ｂ± ｂ２－４槡 ｃ

２ ，其中，若复数 ｂ２－４ｃ写成 ｒ１

＋ｒ２ｉ（ｒ１，ｒ２∈ Ｒ），则 ｂ２－４槡 ｃ的 值 取 为

ｒ２１＋ｒ槡
２
２＋ｒ１

槡 ２ ＋ｓｉｇｎ（ｒ２）
ｒ２１＋ｒ槡

２
２－ｒ１

槡 ２ ｉ。因此，

此时ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｂｘ＋ｃ有且仅有一个零点当且仅
当ｂ２－４ｃ＝０。

证明　首先，由ｂ，ｃ不满足推论１的条件知，
多项式ｆ（ｘ）至多有两个零点。如果ξ１≠ξ２，则已
经有两个不同的零点，所以它们是全部零点。下

面假设 ξ１＝ξ２。此时 ｂ
２＝４ｃ。多项式 ｐ（ｘ）＝

ｆ１（ｘ）ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）ｆ２（ｘ）的四个复根为 －
ｂ
２，

－ｂ２，－
ｂ
２，－

ｂ
２。若 ｂ为实数，由引理 １立知

ｆ（ｘ）的所有零点即为 －ｂ２。若 ｂ不为实数，则

ｆ１（－
ｂ
２）≠０，即ｆ１（－

ｂ
２）≠０，进而根据引理１中

的第二项得ｆ（ｘ）的所有零点为－ｂ２。

我们知道，任何一个四元数 ｑ都可以表示为
ｑ＝ａ＋ｒθ，其中ａ，ｒ∈Ｒ，ｒ≥０，而θ＝αｉ＋βｊ＋γｋ，
α，β，γ∈Ｒ，使得θ２＝－１。特别地，当ｑ为非实的
四元数时，该表示法是唯一的。

推论３　设ｂ＝ａ１＋ｒ１θ１，ｃ＝ａ２＋ｒ２θ，θ１，θ２∈
Ｒｉ＋Ｒｊ＋Ｒｋ，θ２１＝θ

２
２＝－１。若 θ１＝θ２（记为 θ），

并且ｂ，ｃ不满足推论１的假设条件，则 ｆ（ｘ）＝ｘ２

＋ｂｘ＋ｃ在Ｈ上的零点可以由通常的二次求根公
式求出，准确地说，ｆ（ｘ）的零点是

－ｂ± Ａ２＋Ｂ槡
２＋Ａ

槡 ２ ＋ｓｉｇｎ（Ｂ） Ａ２＋Ｂ槡
２－Ａ

槡 ２( )θ
２

（１）

·５７·
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其中Ａ＝ａ２１－ｒ
２
１－４ａ２，Ｂ＝２ａ１ｒ１－４ｒ２。特别地，如

果ｂ，ｃ之中有一个是实数，但另外一个不是实数，
总是属于这种情形的。

证明　若Ａ，Ｂ不全为零，则式（１）已经给出
了两个不共轭的零点，所以他们是全部零点。若

Ａ，Ｂ全为零，即ｂ２－４ｃ＝０。我们知道θ是共轭于
ｉ的，于是存在非零的四元数 ｑ，使得 ｑθｑ－１＝ｉ，从
而 ｑｂｑ－１，ｑｃｑ－１都是复数。考虑 （ｑｘｑ－１）２ ＋
（ｑｂｑ－１）（ｑｘｑ－１）＋ｑｃｑ－１＝０，由于此时（ｑｂｑ－１）２

－４（ｑｃｑ－１）＝０，根据推论２，知道 ｑｘｑ－１只有一个

取值，为－ｑｂｑ
－１

２ ，所以原来方程的零点也只有一

个取值，为－ｂ２。

对于一般的二次方程，可以直接引用引理１
的结果以及复数域上的四次求根公式来得到一元

二次单边四元数多项式零点的表达式。

首先简要介绍复系数四次方程在复数上求解

的Ｆｅｒｒａｒｉ求根公式。对复系数方程 ａｘ４＋ｂｘ３＋
ｃｘ２＋ｄｘ＋ｅ＝０（ａ≠０），方程的复数解可由下面的
计算（即，Ｆｅｒｒａｒｉ公式）给出。下文中如果无特殊
说明，遇到取根式总表示随便取定一个即可。

Ｆｅｒｒａｒｉ求根公式　令α＝－３ｂ
２

８ａ２
＋ｃａ，β＝

ｂ３

８ａ３
－

ｂｃ
２ａ２
＋ｄａ，γ＝

－３ｂ４

２５６ａ４
＋ｃｂ

２

１６ａ３
－ｂｄ
４ａ２
＋ｅａ。如果 β＝０，

那么方程的解为 ｘ１，２＝
－ｂ
４ａ＋

－α± α２－４槡 γ
槡 ２ ，

ｘ３，４＝
－ｂ
４ａ－

－α± α２－４槡 γ
槡 ２ 。否则，让 Ｐ＝－α

２

１２

－γ，Ｑ＝－α
３

１０８＋
ａγ
３－
β２
８，Ｒ＝－

Ｑ
２±

Ｑ２
４＋
Ｐ３

槡 ２７，

Ｕ＝３槡Ｒ，令ｙ＝
－５６α＋Ｕ－

Ｐ
３Ｕ，　如果Ｕ≠０

－５６α＋Ｕ－
３
槡Ｑ， 如果Ｕ{ ＝０

，

Ｗ＝ α＋２槡 ｙ，方程的解为

ｘ１，２＝－
ｂ
４ａ＋

Ｗ± － ３α＋２ｙ＋２β( )槡 Ｗ
２ ，

ｘ３，４＝－
ｂ
４ａ＋

－Ｗ± － ３α＋２ｙ－２β( )槡 Ｗ
２ 。

综合上面的陈述，并结合前面已经得到的结

果，我们得到下面的定理。

定理１　一元二次四元数系数方程 ｘ２＋ｂｘ＋

ｃ＝０在四元数体 Ｈ上的全部零点可以通过下面
的计算得到：

情形１　若系数 ｂ，ｃ都是实数，并且满足 ｂ２

－４ｃ＜０，则

ｑηｑ－１｜η＝－ｂ＋ ４ｃ－ｂ槡
２ｉ

２ ，ｑ≠０，ｑ∈{ }Ｈ
是该方程根的集合，或者也可表示为

１
２（－ｂ＋αｉ＋βｊ＋γｋ）｜α，β，γ∈{ Ｒ，

　α
２＋β２＋γ２＝４ｃ－ｂ}２ ．

情形２　若存在 ａ１，ａ２，ｒ１，ｒ２∈Ｒ，θ∈Ｒｉ＋Ｒｊ

＋Ｒｋ，θ２＝－１，使得ｂ＝ａ１＋ｒ１θ，ｃ＝ａ２＋ｒ２θ，并且
ｂ，ｃ不满足情形１的条件，则

ｘ＝
－ｂ± Ａ２＋Ｂ槡

２＋Ａ
槡 ２ ＋ｓｉｇｎ（Ｂ） Ａ２＋Ｂ槡

２－Ａ
槡 ２( )θ

２
其中Ａ＝ａ２１－ｒ

２
１－４ａ２，Ｂ＝２ａ１ｒ１－４ｒ２。特别地，如

果ｂ，ｃ之中有一个是实数，另外一个不是实数，该
方程根可以通过上式计算得到。

情形３　若ｂ，ｃ不满足情形１的条件，也不满
足情形２的条件，方程的根取下面的值：

如果｜ｆ１（ηｉ）｜
２＋｜ｆ２（ηｉ）｜

２≠０，取
１

｜ｆ１（ηｉ）｜
２＋｜ｆ２（ηｉ）｜

２≠０

｜ｆ２（ηｉ）｜
２ηｉ＋｜ｆ１（ηｉ）｜

２ηｉ－２ｆ２（ηｉ）ｆ１（ηｉ）（ｌｍηｉ）( )ｋ
如果｜ｆ１（ηｉ）｜

２＋｜ｆ２（ηｉ）｜
２＝０，则取

１
｜ｆ１（ηｉ）｜

２＋｜ｆ２（ηｉ）｜
２≠０

｜ｆ２（ηｉ）｜
２ηｉ＋｜ｆ１（ηｉ）｜

２ηｉ＋２ｆ２（ηｉ）ｆ１（ηｉ）（ｌｍηｉ）( )ｋ．
其中，ηｉ是实系数多项式ｐ（ｘ）的虚部大于等于０
的复根，他们可以由复数域上的 Ｆｅｒｒａｒｉ四次求根
公式求得。

证明　只需证明第三种情形。首先，系数
ｂ，ｃ不满足情形２的条件说明ｐ（ｘ）无实根，亦即
η１，η２均是非实的复数。其次 ｂ，ｃ不满足情形１
的条件说明此时 ｆ（ｘ）至多有两个零点。因此，
若ｂ，ｃ不满足情形１的条件，也不满足情形２的
条件，则由引理１得，多项式 ｆ（ｘ）的零点由引理
１的第二种情形给出。所以，当 ｜ｆ１（ηｉ）｜

２＋

｜ｆ２（ηｉ）｜
２≠０时，取（ｆ２（ηｉ）＋ｆ１（ηｉ）ｊ）ηｉ（ｆ２（ηｉ）

＋ｆ１（ηｉ）ｊ）
－１。易知，（ｆ２（ηｉ）＋ｆ１（ηｉ）ｊ）ηｉ

（ｆ２（ηｉ）＋ｆ１（ηｉ）ｊ）
－１＝ １
｜ｆ１（ηｉ）｜

２＋｜ｆ２（ηｉ）｜
２≠０

｜ｆ２（ηｉ）｜
２ηｉ＋｜ｆ１（ηｉ）｜

２ηｉ－２ｆ２（ηｉ）ｆ１（ηｉ）（ｌｍηｉ）( )ｋ。
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注意到，当｜ｆ１（ηｉ）｜
２＋｜ｆ２（ηｉ）｜

２＝０时，此时必有

（ｆ１（ηｉ），ｆ２（ηｉ））≠（０，０），再由引理１，与 ηｉ共

轭的零点取为（ｆ１（ηｉ）－ｆ２（ηｉ）ｊ）ηｉ（ｆ１（ηｉ）

－ｆ２（ηｉ）ｊ）
－１，它等于

１
｜ｆ１（ηｉ）｜

２＋｜ｆ２（ηｉ）｜
２≠０

｜ｆ２（ηｉ）｜
２ηｉ＋｜ｆ１（ηｉ）｜

２ηｉ＋２ｆ２（ηｉ）ｆ１（ηｉ）（ｌｍηｉ）( )ｋ．

２　结束语

四元数代数中的许多问题涉及或可归结为一

元二次单边四元数方程的求解。例如，可将二阶

四元数方阵的左特征值求解问题转化为对一元二

次单边四元数方程进行求解［１０］。鉴此 Ｈｕａｎｇ和
Ｗａｓｉｎ先于本文给出了一种一元二次四元数单边
方程的求根公式［７］。其具体内容见表１。本文使

用的方法不同于文献［７］的方法。为方便对比，
把本文的主要结果概括为表２。

对比两个表格可以看出，表１以及表２的最
后一款都是计算比较复杂的。当所给方程系数能

满足前面几款之一的条件时，用对应情形给出的

计算公式进行计算是比较快捷的。另外，我们还

可以看出，表１和表２的第一款是一样的。而根
据定理１可以知道，表２的第二款包括了表１的
第二和第三款，并且表１的第四款中也有部分情
形是落在表２的第二款。因此在实际计算中，我
们可以通过表２的第二款的计算公式更加快捷地
给出属于该情形的零点表达式。以上分析表明，

本文所建立的一元二次四元数单边方程求根公式

在某些方面展现了其优越性。

表１　文献［７］中的求根公式

情形 零点表达式 零点个数

情形１．
ｂ，ｃ∈Ｒ且

ｂ２＜４ｃ

ｘ＝１２（－ｂ＋αｉ＋βｊ＋γｋ）其中α，β，γ∈Ｒ且α
２＋β２＋γ２＝４ｃ－ｂ２ 无穷多个零点

情形２．
ｂ，ｃ∈Ｒ

且ｂ２≥４ｃ
ｘ＝－ｂ± ｂ２－４槡 ｃ

２

情形３．
ｂ∈Ｒ而ｃＲ

ｘ＝－ｂ２ ±
ρ
２ｉ

ｃ２
ρ
ｊ
ｃ３
ρ
ｋ，其中ｃ＝ｃ０＋ｃ１ｉ＋ｃ２ｊ＋ｃ３ｋ，

ρ＝ １
２（ｂ

２－４ｃ０＋ （ｂ２－４ｃ０）
２＋１６（ｃ２１＋ｃ

２
２＋ｃ

２
３槡槡 ））

情形４．
ｂＲ

ｘ＝－Ｒｅｂ２ －（ｂ′＋Ｔ）－１（ｃ′－Ｎ），其中ｂ′＝ｂ－Ｒｅｂ＝Ｉｍｂ，ｃ′＝ｃ－（（Ｒｅｂ）／２）

（ｂ－（Ｒｅｂ）／２），（Ｔ，Ｎ）按如下方式选择：

１．如果Ｄ＝０，Ｂ２≥４Ｅｈ，则Ｔ＝０，Ｎ＝Ｂ± Ｂ２－４槡 Ｅ
２ ；

２．如果Ｄ＝０，Ｂ２＜４Ｅ，则Ｔ＝± ２槡Ｅ－槡 Ｂ，Ｎ＝槡Ｅ；

３．如果Ｄ≠０，则Ｔ＝±槡ｚ，Ｎ＝（Ｔ
３＋ＢＴ＋Ｄ）／２Ｔ，其中ｚ是ｚ３＋２Ｂｚ２＋（Ｂ２－

４Ｅ）ｚ－Ｄ２的正根。

这里Ｂ＝｜ｂ′｜２＋２Ｒｅｃ′，Ｅ＝｜ｃ′｜２，Ｄ＝２Ｒｅｂ′ｃ′。

至多两个
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表２　本文中的求根公式

条件 零点表达式 零点个数

条件１．
ｂ，ｃ∈Ｒ且

ｂ２＜４ｃ。

ｘ＝１２（－ｂ＋αｉ＋βｊ＋γｋ）

其中α，β，γ∈Ｒ且α２＋β２＋γ２＝４ｃ－ｂ２

无 穷 多 个

零点

条件２．
ｂ，ｃ的虚部线性
相关但不满足条

件１。

ｘ＝
－ｂ±（ Ａ２＋Ｂ槡

２＋Ａ
槡 ２ ＋ｓｉｇｎ（Ｂ） Ａ２＋Ｂ槡

２－Ａ
槡 ２ θ

２
这里把ｂ，ｃ表示成ｂ＝ａ１＋ｒ１θ，ｃ＝ａ２＋ｒ２θ，ａ１，ａ２，ｒ１，ｒ２∈Ｒ，θ∈Ｒｉ＋Ｒｊ＋Ｒｋ，

θ２＝－１。Ａ＝ａ２１－ｒ
２
１－４ａ２，Ｂ＝２ａ１ｒ１－４ｒ２。

条件３．
ｂ，ｃ不满足条件
１，也不满足条
件２

ｘ＝

１
ｆ１（ηｉ）

２＋ ｆ２（ηｉ）
２≠０

ｆ２（ηｉ）
２ηｉ＋ ｆ１（ηｉ）

２ηｉ－２ｆ２（ηｉ）ｆ１（ηｉ）（ｌｍηｉ）( )ｋ

ｆ１（ηｉ）
２＋ ｆ２（ηｉ）

２≠０

１
ｆ１（ηｉ）

２＋ ｆ２（ηｉ）
２≠０

ｆ２（ηｉ）
２ηｉ＋ ｆ１（ηｉ）

２ηｉ＋２ｆ２（ηｉ）ｆ１（ηｉ）（ｌｍηｉ）( )ｋ

ｆ１（ηｉ）
２＋ ｆ２（ηｉ）

２













＝０

其中ηｉ，ｆｉ如本文引理１前的约定，ｉ＝１，２。这里ηｉ可由Ｆｅｒｒａｒｉ公式获得。

至多两个
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