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ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构在阵列信号恢复及波达角估计中的应用

林　波，张增辉，朱炬波
（国防科技大学 理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：通过适当的空域稀疏化构造了可对阵列接收信号进行冗余稀疏表示的阵列流形矩阵，建立了相
应的ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型，用于恢复阵列接收信号，重点证明了该流形矩阵是满足ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构条
件的紧框架，从理论上保证了将 ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构用于阵列接收信号恢复及波达角估计问题的合理性，并
推导出信号恢复误差的理论上界。利用在微波暗室环境中采集的实测数据，结合ＭＵＳＩＣ算法进行实验验证，
结果表明基于ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构的信号恢复对提高低信噪比环境下的波达角估计性能是有效的。
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　　目前具有超分辨性能的空间谱估计算法主要
是以多重信号分类（ＭＵＳＩＣ）算法为代表的子空
间分解类算法。该类算法通常都需要对阵列接收

数据的协方差矩阵进行特征值分解或奇异值分

解，利用信号子空间和噪声子空间的正交特性来

获得目标波达方向的估计。然而，当信噪比很低

时，信号子空间和噪声子空间的估计会出现较大

误差，从而导致该类方法的波达角估计性能降低。

近年来，压缩感知理论的建立和逐步发展为

解决波达角估计问题提供了新的思路和处理方

法。在 标 准 压 缩 感 知 （ＳｔａｎｄａｒｄＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ
Ｓｅｎｓｉｎｇ，ＳＣＳ）理论［１－５］及多测量矢量（Ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＶｅｃｔｏｒｓ，ＭＭＶ）模型［６－８］中，保证精

确（无噪）或准确（含噪）恢复信号矢量 ｘ常用的
约束等距性质（ＲＩＰ）［１］，要求投影测量矩阵的任
意Ｋ列线性无关或近似正交，Ｋ是待恢复信号 ｘ
的非零元个数。由于具有确定形式的阵列流形矩

阵各列之间具有很强的相关性，直接重构空域稀

疏化的入射信号矢量在波达角估计中并不满足目

前压缩感知在数学理论上所需要的可稀疏重构

条件。

目前已有一些文献［９－１２］将稀疏表示和稀疏

重构的思想引入窄带信号的波达角估计中，但这

一模型的直接应用并没有真正得到理论上的支

持，实验结果也证实了存在的问题。为达到较高

估计分辨率，ＳＣＳ稀疏重构以及ＭＭＶ稀疏重构算
法用于重构空域稀疏的入射信号以得到波达角估

计时需要较多的阵元数。利用二阶锥规划和

ｌ１－ＳＶＤ稀疏重构算法恢复联合稀疏信号矩阵
［１３］

的方法虽然能够在较少的阵元数下达到高分辨估

计性能，但是该方法的模型正则化参数选取是非

自适应的，且估计性能对该参数选择十分敏

感［１３］。鉴于传统空间谱估计算法的超分辨性能，

最近，国外学者［１４－１５］试图结合 ＭＵＳＩＣ算法和
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ＭＭＶ稀疏重构方法的优点，期望克服稀疏重构方
法分辨率低而 ＭＵＳＩＣ算法需要多快拍的缺点。
然而，这种结合并不完全，对比传统的 ＭＵＳＩＣ方
法，该方法仅在减少快拍数据上有优势，估计性能

没有提高，反而有所下降。所以，通过稀疏重构空

域入射信号来实现波达角估计这一方法并不能突

破经典的 ＭＵＳＩＣ等超分辨空间谱估计算法的波
达角估计性能，其根本原因在于实际问题与 ＳＣＳ
稀疏重构的理论模型不匹配，可重构条件无法

满足。

本文引入可以恢复在冗余字典下具有稀疏表

示的信号的冗余压缩感知理论［１６］，利用 ｌ１
ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构方法，为其在阵列接收信号恢复
及其波达角估计中的应用提供充分的理论保证。

１　窄带阵列接收信号模型

设Ｋ个相互独立的窄带信号从远场入射到
由Ｍ个增益为１的各向同性阵元所组成的阵列
上，且阵元之间无互耦合通道不一致的干扰，阵列

接收到的噪声序列是加性高斯噪声。ｔ时刻第 ｍ
个阵元的接收信号为

ｙｍ（ｔ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｓｋ ｔ－τ( )

ｍｋ ＋ｎｍ（ｔ） （１）

其中，ｓｋ（ｔ）是第ｋ个辐射源目标发射的窄带信号
在ｔ时刻的时域波形，τｍｋ是第 ｋ个信号到达第 ｍ
个阵元相对于参考阵元的时间延迟，ｎｍ（ｔ）是第ｍ
个阵元在ｔ时刻接收到的加性高斯白噪声，有

ｓｋ ｔ－τ( )
ｍｋ ＝ｓｋ（ｔ）ｅ

－ｊ２πｆ０τｍｋ （２）
ｔ时刻的阵列接收信号写成矩阵形式为

ｙ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （３）
式中，ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…ｙＭ（ｔ）］

Ｔ是阵列接

收信号矢量；ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ），ｎ２（ｔ），…ｎＭ（ｔ）］
Ｔ表

示阵列接收数据中所包含的噪声信号矢量；Ａ是
入射信号在天线阵列上的阵列流形，且

Ａ＝［ａ１（τ·１）ａ２（τ·２）…ａＫ（τ·Ｋ））］ （４）
其中，导向矢量ａｋ（τ·ｋ）为

ａｋ（τ·ｋ）＝［ｅ
－ｊ２πｆ０τ１ｋ，…，ｅ－ｊ２πｆ０τＭｋ］Ｔ （５）

式中，ｆ０ ＝ｃ／λ为窄带信号的载频，ｃ为信号在介
质中的传播速度，λ为信号波长。

选定某一阵元作为参考阵元并设为坐标原点

建立直角坐标系，阵元在该坐标系下的位置表示

为ｐｍ ＝［ｘｍ，ｙｍ，ｚｍ］
Ｔ。各信号方向余弦矢量为 ｕｋ

＝［ｓｉｎθｋｃｏｓｋ，ｓｉｎθｋｓｉｎｋ，ｃｏｓθｋ］
Ｔ，其中θｋ是第ｋ

个辐射源目标发射信号的入射方向与阵列坐标系

ｚ轴的夹角，且０≤θｋ≤π，ｋ是信号的入射方向
与阵列坐标系ｘ轴的夹角，且０≤ｋ≤２π。时间

延迟为

τｍｋ ＝－ｐ
Ｔ
ｍｕｋ／ｃ （６）

２　阵列接收信号恢复的ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏
重构模型

２．１　冗余字典稀疏表示与ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ模型

为理论分析方便，以均匀线阵为例介绍基于

冗余字典稀疏表示和ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构的窄带
阵列接收信号恢复的基本原理。

设相邻两阵元之间的距离 ｄ＝λ／２。以左边
第一个阵元为参考阵元，则信号在阵元间传播的

时间延迟为

τｍｋ ＝
ｍ－( )１ｄ
ｃ ｓｉｎφｋ，φｋ∈ －π２，

π[ ]２ （７）

令ｐｋ＝ｓｉｎφｋ，ｐｋ∈ －１，[ ]１，则流形矩阵Ａ可
用其第ｍ行、第ｋ列的元素表示为

Ａｍ，ｋ ＝ｅ
－ｊπ（ｍ－１）ｐｋ （８）

已知信号可能的空域有限分布范围为 －π２

≤φ≤ π２，辐射源点目标仅分布空域中某些角度

方向上，具有很强的空域稀疏性。不妨对空域进行

适当的角度划分以得到一个完备的角度集合Γ＝
｛γｎ｝

Ｎ
ｎ＝１（Ｎ＞＞Ｋ），使辐射源目标的实际波达角

集合Ψ ＝｛φｋ｝
Ｋ
ｋ＝１Γ。由于辐射源的实际位置

是待估的，不能保证 Ψ Γ成立。为了使阵列接
收信号恢复和波达角估计具有更高的准确性，这

一问题可以通过一般模型误差的压缩感知理

论［１７－１８］加以解决，为分析方便，本文暂不考虑 Ψ
Γ不成立的情况。将原信号矢量ｓ（ｔ）∈ＣＫ×１通
过补零扩展为稀疏信号矢量珋ｓ（ｔ）∈ＣＮ×１，当γｎ＝
φｋ时取珋ｓｎ（ｔ）＝ｓｋ（ｔ），而在角度余集Γ＼ΨΩ的
指标集＃Ω＝｛ｉφｉ∈Γ且φｉΨ｝对应的位置
取０值，则阵列接收数据ｙｙ（ｔ）在冗余字典珚Ａ
下的超完备稀疏表示形式为

ｙ＝珚Ａ珋ｓ＋ｎ （９）
稀疏表示系数矢量为 珋ｓ 珋ｓ（ｔ），噪声矢量为 ｎ＝
ｎ（ｔ），冗余表示字典珚Ａ为流形矩阵Ａ的相应扩展，
其元素表示为

珚Ａｍ，ｎ ＝ｅ
－ｊπ（ｍ－１）ｐｎ （１０）

Ｃａｎｄèｓ提出ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型
［１６］：

　ｇ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ

Ｄｇ１ｓ．ｔ．Φｇ－ｆ２≤ε （１１）

式（１１）中的观测信号 ｆ表示为线性测量
形式：

ｆ＝Φｇ＋ｎ，ｇ＝Ｄｘ （１２）
其中，Ｒ×Ｍ维矩阵Φ为投影观测矩阵，Ｍ×Ｎ维

·３５１·
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矩阵Ｄ是待恢复信号矢量 ｇ的冗余稀疏表示字
典，ｘ是相应的稀疏表示系数，ｎ是观测噪声矢量。
这里Ｒ≤Ｍ≤Ｎ。

将阵列接收信号（９）改写成与观测模型（１２）
一致的形式，即

ｙ＝Ｉｇ＋ｎ，ｇ＝珚Ａ珋ｓ （１３）
阵列接收信号恢复的 ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模

型则为

ｇ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ

珚Ａｇ１ｓ．ｔ．Ｉｇ－ｙ２≤ε，

ｙ^＝ｇ^＝珚Ａ珋ｓ^， （１４）
其中，Ｉ是Ｍ×Ｍ维单位矩阵，对应投影矩阵Φ。利
用恢复的阵列接收数据 ｙ^通过超分辨波达角估计
算法可得到低信噪比情况下信号波达角估计。

２．２　原理与误差分析

下面利用框架理论［１９－２０］的相关知识对模型

（１４）的可重构性能进行详细的理论分析，给出恢
复误差的定量结论。

在观测矩阵满足一定条件的情况下，若稀疏

表示字典是紧框架，则可保证通过求解ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ
稀疏重构问题可实现信号的准确恢复。下面证明

模型（１４）中的珚Ａ是一个紧框架。
定义１　 设 ΗＭ 是 Ｍ维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，序列

｛ｈｎ｝
Ｎ
ｎ＝１Η

Ｍ。若存在常数Ａ＞０，使得对任意的
ｆ∈ΗＭ均有

∑
Ｎ

ｎ＝１
［ｆ，ｈｎ］

２ ＝Ａｆ２２ （１５）

则称｛ｈｎ｝
Ｎ
ｎ＝１是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Η

Ｍ的一个Ａ－紧框
架。若Ａ＝１，则为Ｐａｒｓｅｖｅｌ框架。通过一个适当的
尺度变换，Ａ－紧框架和Ｐａｒｓｅｖｅｌ框架之间可以相
互转换。Ｐａｒｓｅｖａｌ框架具有Ｐａｒｓｅｖａｌ等式和完全重
构性质［１９］。

若｛ｈｎ｝
Ｎ
ｎ＝１为框架，则Ｈ＝［ｈ１，ｈ２，…，ｈＮ］也

称为框架，称ＨＨＨ为｛ｈｎ｝
Ｎ
ｎ＝１的框架算子，且有

性质１　序列｛ｈｎ｝
Ｎ
ｎ＝１是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Η

Ｍ的

一个Ｐａｒｓｅｖａｌ框架，当且仅当ＨＨＨ ＝Ｉ。
引理１［２０］　若序列｛φｋ｝ｋ∈Ｉ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ

中以Ｓ为框架算子的框架，Ｔ是Ｈ中可逆算子，则
｛Ｔφｋ｝ｋ∈Ｉ是Ｈ中以ＴＳＴ

 为框架算子的框架。

为描述的方便和严谨性，将式（１０）对应的流
形矩阵记为

珚Ａ＝［珔ａ１，珔ａ２，…，珔ａＮ］ （１６）
其中，导向矢量为

珔ａｎ ＝［ｅ
－ｊπ（１－１）ｐｎ，ｅ－ｊπ（２－１）ｐｎ，…，ｅ－ｊπ（Ｍ－１）ｐｎ］Ｔ．

（１７）
以下定理表明在某种空间划分方式下阵列流

形珚Ａ是一个Ｎ－紧框架。
定理１　取ｐｎ ＝２（ｎ－１）／Ｎ－１，ｎ＝１，２，

…，Ｎ，将正弦角度空间［－１，１）进行等距划分，则
对应的流形矩阵珔Ａ是ＣＭ的一个Ｎ－紧框架，矩阵
珟Ａ＝珚Ａ 槡／ Ｎ为Ｃ

Ｍ的一个Ｐａｒｓｅｖａｌ框架。
证明　令ｐｎ＝２（ｎ－１）／Ｎ－１，ｎ＝１，２，…，

Ｎ，构造矩阵Β，使其第ｍ行、第ｎ列的元素为Ｂｍ，ｎ
＝ｅ－ｊπ（ｍ－１）ｑｎ，ｍ ＝１，２，…，Ｍ；ｎ＝１，２，…，Ｎ，
则有

珚Ａｍ，ｎ ＝＝
Ｂｍ，ｎ，　ｍ＝１，３，５，…

－Ｂｍ，ｎ，ｍ＝２，４，６
{

，…
（１８）

亦即

珚Ａ＝ＥＢ （１９）
其中，Ｅ＝ｄｉａｇ（１，－１，１，－１，…）且ＥＥ ＝ＥＥＴ

＝Ｉ。根据引理１和性质１，只需证明珟Ｂ＝Ｂ 槡／Ｎ为
空间ＣＭ中的一个Ｐａｒｓｅｖａｌ框架。

记珟Ｂ＝［珘ｂ１，珘ｂ２，…，珘ｂＮ］，ωｍ ＝ｅ
－ｊ２πｍ－１Ｎ，则有

珘ｂｎ ＝
１

槡Ｎ
［ωｎ－１１ ，ω

ｎ－１
２ ，…，ω

ｎ－１
Ｍ ］

Ｔ （２０）

令｛ｅｉ｝
Ｍ
ｉ＝１是空间 Ｃ

Ｍ的一组标准正交基，于

是ｆ∈ＣＭ，有

∑
Ｎ

ｎ＝１
［ｆ，珘ｂｎ］

２ ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
［ｆ，珓ｂｎ］［珓ｂｎ，ｆ］

＝∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１
［ｆ，ｅｌ］ｅｌ，珓ｂ[ ]ｎ ∑

Ｍ

ｉ＝１
［珓ｂｎ，ｅｉ］ｅｉ，[ ]ｆ

＝∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１
∑
Ｍ

ｉ＝１
［ｆ，ｅｌ］［ｅｉ，ｆ］［珓ｂｎ，ｅｉ］［ｅｌ，珓ｂｎ］

＝∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１
∑
Ｍ

ｉ＝１
ｆｌ珋ｆｉ［珓ｂｎ，ｅｉ］［ｅｌ，珓ｂｎ］ （２１）

上式中ｆｉ表示复数矢量ｆ的第ｉ个元素，珋ｆｉ则为ｆｉ的
共轭。由

［珓ｂｎ，ｅｉ］［ｅｌ，珓ｂｎ］＝
１
Ｎｅ

ｊ２π（ｌ－ｉ）
Ｎ （２２）

有

　∑
Ｎ

ｎ＝１
［ｆ，珘ｂｎ］

２ ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１
∑
Ｍ

ｉ＝１
ｆｌ珋ｆｉｅ

ｊ２π（ｎ－１）（ｌ－ｉ）
Ｎ

（２３）
当ｌ≠ｉ时，有

∑
Ｎ

ｎ＝１
ｅｊ
２π
Ｎ（ｎ－１）（ｌ－ｉ） ＝０ （２４）

故

∑
Ｎ

ｎ＝１
［ｆ，珘ｂｎ］

２ ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１
ｆｌ珋ｆｌｅ

ｊ２πＮ（ｎ－１）（ｌ－ｌ）

＝∑
Ｍ

ｌ＝１
ｆｌ珋ｆｌ＝ ｆ２２ （２５）

由Ｐａｒｓｅｖａｌ等式性质可知，珟Ｂ＝Ｂ 槡／Ｎ为Ｃ
Ｍ

中的Ｐａｒｓｅｖａｌ框架，由引理１及式（１９）可知珟Ａ＝
珚Ａ槡／Ｎ为Ｃ

Ｍ中一个Ｐａｒｓｅｖａｌ框架，进而阵列流形珚Ａ
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是ＣＭ的Ｎ－紧框架。
下面分析利用ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型恢复

阵列接收信号的合理性及恢复性能。首先介绍 Ｄ
－ＲＩＰ性质，当观测矩阵具有该性质且冗余表示
字典为一紧框架时，通过求解 ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重
构问题可准确恢复信号。

定义２　（Ｄ－ＲＩＰ）［１６］　设Ｍ×Ｎ（Ｍ＜Ｎ）维
矩阵Ｄ为冗余稀疏表示字典，设

ＶＫ ＝｛ｖｖ∈ＣＮａｎｄｖｉｓＫ－ｓｐａｒｓｅ｝，
如果对最小常数δＫ有以下不等式

（１－δＫ）Ｄｖ２
２≤ ΦＤｖ２

２≤ １＋δ( )
Ｋ Ｄｖ２

２

（２６）
对任意ｖ∈ＶＫ均成立，则称Ｒ×Ｍ Ｒ≤( )Ｍ 维矩
阵Φ具有ＲＩＰ常数为δＫ的Ｄ－ＲＩＰ性质。

在ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型（１４）中投影观测
矩阵Ｉ满足Ｄ－ＲＩＰ性质（２６），且对任意１≤ｓ≤
Ｍ有δｓ＝０。由定理１和文献［１６］的定理１．４，阵
列接收信号的恢复性能具有以下结论：

定理２　由阵列接收信号的 ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏
恢复模型（１４）得到的重构信号 ｙ^的恢复误差
满足

ｙ^－珚Ａ珋ｓ２≤Ｃ１ε＋Ｃ２
珚Ａ珚Ａ珋ｓ－ 珚Ａ珚Ａ珋( )ｓＫ １

槡Ｋ
（２７）

其中Ｃ１ ＝２／Ｋ１，Ｃ２ ＝２Ｋ２／Ｋ１，

Ｋ１ ＝ ２ｃ１ １－ｃ１／２－ρ１＋ｃ( )( )
槡 ２

－槡ρ，

Ｋ２ ＝ ２ｃ１ ρ／ｃ２＋( )槡 ρ －槡ρ

（２８）
且ｃ１，ｃ２，＞０，ρ＝Ｋ／Ｔ，Ｔ的选取满足Ｔ≤Ｍ－Ｋ
且Ｔ∈Ｎ＋，Ｋ１ ＞０。

由定理２可知，阵列接收信号的恢复信号受
到阵列实际接收的噪声和辐射源目标发射信号以

及阵列流形的综合影响，后二者的影响集中体现

在珚Ａ珚Ａ珋ｓ衰减速度上。当无噪且珚Ａ珚Ａ珋ｓＫ－稀疏时，
则可完全重构。此外，这三个因素同时也包含了阵

元数Ｍ、信源数Ｋ和空间稀疏化指标Ｎ的信息，因
此，阵列接收信号的恢复也受到这些参数的影响，

这与实际应用和压缩感知理论相一致。下面给出

一个比式（２７）稍紧的恢复误差理论上界。

２．３　标准化ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构

考虑如下的标准化线性测量

珓ｙ＝珟Ａ珋ｓ＋珘ｎ （２９）
和标准化ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ模型

珘ｇ^＝ａｒｇｍｉｎ
珘ｇ

珟Ａ珘ｇ１ｓ．ｔ．Ｉ珘ｇ－珓ｙ２≤ε 槡／ Ｎ

珓ｙ^＝珘ｇ^ （３０）

其中 珓 槡ｙ＝ｙ／Ｎ，珟Ａ＝珚槡Ａ／Ｎ，珘 槡ｎ＝ｎ／Ｎ，珘ｇ＝珟Ａ珋ｓ。式
（２９）与原始模型（１３）具有相同的信噪比。在式
（３０）中，珟Ａ是Ｐａｒｓｅｖａｌ框架，由定理２有，利用式
（３０）恢复信号 珓ｙ的稀疏重构误差为

珓ｙ^－珟Ａ珋ｓ２≤Ｃ１ε槡／Ｎ＋Ｃ２
珚Ａ珚Ａ珋ｓ－（珚Ａ珚Ａ珋ｓ）Ｋ １

（ 槡Ｎ Ｋ）
（３１）

阵元数Ｍ是大于１的正整数，因此，标准化模型
（３０）整体上减少了恢复误差的上界。设ｘ是真实
信号，^ｘ为其估计，根据信噪比定义

ＳＮＲ＝２０·ｌｏｇ１０
ｘ２

ｘ－ｘ^２
（３２）

由式（１４）和式（３０）恢复得到的阵列接收信号的
信噪比分别为

ＳＮＲｏｒｇ ＝２０·ｌｏｇ１０
珚Ａ珋ｓ２
ｙ^－珚Ａ珋ｓ２

（３３）

ＳＮＲｓｔａ ＝２０·ｌｏｇ１０
珚Ａ珋ｓ２

槡Ｎ 珓ｙ^－珟Ａ珋ｓ２
（３４）

由恢复误差（２７）和（３２），有

ＳＮＲｏｒｇ≥２０·ｌｏｇ１０
珚Ａ珋ｓ２

Ｃ１ε＋Ｃ２
珚Ａ珚Ａ珋ｓ－ 珚Ａ珚Ａ珋( )ｓＫ １

槡Ｋ
（３５）

ＳＮＲｓｔａ≥２０·ｌｏｇ１０
珔Ａ珋ｓ２

Ｃ１ε＋Ｃ２
珔Ａ珔Ａ珋ｓ－ 珔Ａ珔Ａ珋( )ｓＫ １

槡ＮＫ
（３６）

用相同求解算法求解同一场景下的问题

（１４）和（３０）得到的信号恢复效果相当，由式
（３６）可得 ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型（１４）的恢复
误差上界为

ｙ^－珚Ａ珋ｓ２≤Ｃ１ε＋Ｃ２
珚Ａ珚Ａ珋ｓ－ 珚Ａ珚Ａ珋( )ｓＫ １

槡 槡Ｎ Ｋ
（３７）

其中各参数的定义同定理２一致。易知，该误差上
界比原理论误差上界（２７）更加紧致。

３　实测实验与结果分析

利用在微波暗室环境中采集的阵列接收信号

实测数据，结合经典的 ＭＵＳＩＣ超分辨估计算法，
分析验证本文提出的阵列接收信号恢复算法及其

在波达角估计中的应用。

采集实测数据的天线阵列为８通道的Ｓ／Ｃ波
段均匀线阵，两相邻阵元间距为０．０７ｍ，各阵元增

·５５１·
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益相同，经过幅相校正后的接收通道间幅度不一

致性，不大于１ｄＢ（ｒ．ｍ．ｓ），相位不一致性不大于
１０°（ｒ．ｍ．ｓ）。数据采集为中频采样，采样频率为
５００Ｍｓｐｓ，采集数据长度为５２４２８８，采集设备状态
稳定。通过信号模拟器设置入射的两个窄带信号

频率为ｆ０＝２．１４３ＧＨｚ，入射角度分别为－５．４°和
６．２°。各次试验中均调节信号模拟器参数，使信噪
比尽可能高，因此在以下实验中假设实测数据无

噪，后期通过仿真在实测数据上输入一定信噪比

的高斯白噪声。实验在实际采集的全部接收数据

中取连续的１００个快拍数据，用于稀疏恢复并估
计入射信号的波达角。取ｐｎ ＝２（ｎ－１）／Ｎ－１，ｎ
＝１，２，…，Ｎ，Ｎ＝３６１，将正弦角度空间［－１，１）
进行等距划分，按式（１０）得到阵列流形 珚Ａ作为
ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型中的冗余字典。所用重构
算法为 Ｂｅｃｋｅｒ等所提出并编写的 ＴＦＯＣＳ算
法［２１］。ＭＵＳＩＣ算法的空间搜索步长为０．１°。

图１表明在不同的输入信噪比下，标准化
ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型得到的阵列接收恢复信号
在抑制噪声提高信噪比方面具有一定优势。由图示

可知，在输入信噪比很低时，用ｌ１－ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重
构方法恢复信号的信噪比在０ｄＢ以上。

图１　标准化ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构的恢复信噪比

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅＳＮＲｏｆｔｈｅａｒｒａｙｏｕｔｐｕｔｒｅｃｏｖｅｒｅｄｂｙ
ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓｓｐａｒｓｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

图２对应的实验基于经典的 ＭＵＳＩＣ空间谱
估计算法，利用阵列接收恢复信号对入射的窄带

信号进行波达角估计，并与未经信号恢复就直接

利用ＭＵＳＩＣ方法估计的效果进行比较。由图 ２
可知，在输入信噪比较高（如０ｄＢ和２０ｄＢ）时，本
文方法与ＭＵＳＩＣ方法的波达角估计效果相当，然
而，在实际输入信噪比为－１５ｄＢ和－３５ｄＢ时，直
接利用ＭＵＳＩＣ算法无法准确估计波达角，而本文
方法具有一定的估计效果。

图２　ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构方法与ＭＵＳＩＣ算法的

空间谱图对比

Ｆｉｇ．２　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｐａｔｉａｌｓｐｅｃｔｒｕｍｂｅｔｗｅｅｎ
ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓｓｐａｒｓｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅＭＵＳＩＣａｌｇｏｒｉｔｈｍ

以上实验表明，本文方法对于处理低信噪比

情况的波达角估计问题具有一定优势。由图 １
可知，当实际输入信噪比小于 －１０ｄＢ时，恢复信
号的信噪比总可以达到０ｄＢ，然而将图 ２中的前
三幅空间谱图进行对比可知，在输入信噪比为

－３５ｄＢ和－１５ｄＢ时，利用恢复信号由 ＭＵＳＩＣ算
法并不能达到由输入信噪比为０ｄＢ时的实际接
收数据经过ＭＵＳＩＣ算法得到的估计效果，主要原
因在于接收信号的恢复误差受到入射信号的影

响，不再是高斯白的，且并不满足经典的 ＭＵＳＩＣ
方法所要求的噪声与信号不相关这一要求，如图

３中阵列接收信号恢复误差分析图所示。

图３　阵列接收信号恢复的相对误差
Ｆｉｇ．３　Ｐｏｒｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｃｏｖｅｒｙｅｒｒｏｒｓａｎｄ
ｔｈｅｒｅｃｅｉｖｉｎｇｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅａｒｒａｙｏｕｔｐｕｔ

实验中８通道均匀阵列共取用连续６０００个
采样时刻的快拍数据，并利用标准化 ｌ１ａｎａｌｙｓｉｓ
稀疏重构模型对其进行信号恢复，图３给出了第
１个阵元接收信号恢复的相对误差与实际输入噪
声引起的相对误差的部分细节图，由图示结果可

·６５１·
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知信号恢复误差不是高斯白的。

４　结论

本文构造了可对阵列接收信号进行冗余稀疏

表示的阵列流形矩阵，将冗余压缩感知理论和

ｌａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构用于阵列接收信号恢复及波达
角估计问题。重点给出了两个主要定理：定理１
提供了阵列流形矩阵为紧框架的理论保证，确保

了可重构条件能够完全满足，定理２则给出了阵
列接收信号恢复性能和恢复误差的理论上界。其

次，提出标准化 ｌａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构模型，从而给
出了一个更紧的恢复误差理论上界。最后，利用

微波暗室环境下的实测数据对本文提出的方法与

理论分析进行了验证，实验结果表明，在低信噪比

情况下，用由ｌａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构得到的阵列接收
信号通过经典的 ＭＵＳＩＣ算法可提高波达角估计
的性能。故本文方法可用于改进传统的超分辨波

达角估计算法在低信噪比情况下的估计性能。

本文方法在阵列接收信号恢复和波达角估计

中展现出了一定的优势，然而，在今后的工作中还

有许多问题需要进一步深入研究：首先，本文通过

标准化方法给出了比原始模型更紧的恢复误差理

论上界，但并未能证实该上界是否是最紧的，因此

证明其紧性或者给出更紧的上界并推导其与场景

参数的关系，对于阵列设计等实际应用具有十分

重要的意义；其次，理论分析与实验验证均表明由

ｌａｎａｌｙｓｉｓ稀疏恢复后的噪声与入射信号本身有关
且不满足高斯白，因此研究适用于复杂噪声和干

扰环境下的波达角估计算法是十分有必要的工

作；最后是优化算法上，目前可以实现 ｌａｎａｌｙｓｉｓ
稀疏重构且效果优良的算法较少，本文所用算法

为Ｂｅｃｋｅｒ等所提供的ＴＦＯＣＳ算法，目前该算法在
处理ｌａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构问题时一次仅能恢复一
个矢量信号，因此研究可以同时恢复多个矢量信

号（即信号矩阵）的 ｌａｎａｌｙｓｉｓ稀疏重构算法对于
处理需要利用多个快拍数据的波达角估计或其他

类似问题具有重大意义。
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