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机动目标状态估计的最小均方误差界
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摘　要：基于多项式模型的各种自适应滤波算法被广泛应用于机动目标跟踪领域，但尚没有统一的评估
标准来衡量这些跟踪算法的优劣。由于存在确定的时变未知输入，机动目标的状态估计实际为有偏估计。

基于状态估计均方误差最小的准则，推导了多项式模型滤波的最小均方误差界计算方法，获得了使状态估计

均方误差最小的过程噪声方差变化规律。该方法给出了各种基于多项式模型的机动目标跟踪算法的估计均

方误差下限，也为机动目标跟踪中最优过程噪声方差的设定提供了依据。仿真结果验证了算法的有效性。
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　　应用卡尔曼滤波器解决机动目标跟踪问题的
关键是建立机动目标准确的动力学模型，但对于

目标未知的机动，运动模型通常无法准确建立。

Ｓｉｎｇｅｒ模型［１］的提出为后续机动目标建模提供了

一种基础性的思路，即把机动作为系统方程的一

种扰动输入，因此现代机动目标建模多采用多项

式模型作为描述目标运动的近似模型［２］，并将模

型截断误差作为过程噪声，能否对时变的过程噪

声进行准确描述成为该类方法的核心问题。

过程噪声的构造方法通常有两类：（ａ）基于
先验信息，如Ｓｉｎｇｅｒ模型、Ｊｅｒｋ模型［３］和当前统计

（ＣｕｒｒｅｎｔＳｔａｔｉｓｔｉｃ，ＣＳ）模型［４］，及其各种改进算

法［５］等，将过程噪声方差构造为机动时间常数和

加速度方差等先验信息的函数；（ｂ）基于历史数

据，如极大后验估值法［６］和输入估值法［７］，及其

各种改进算法［８－９］等，将机动加速度估计转化为

自适应滤波问题，滤波的同时对过程噪声方差进

行统计估计。上述方法通常还与交互多模型

（ＩｎｔｅｒａｃｔｉｎｇＭｕｌｔｉｐｌｅＭｏｄｅｌ，ＩＭＭ）［１０］、强跟踪滤
波器（ＳｔｒｏｎｇＴｒａｃｋｉｎｇＦｉｌｔｅｒｉｎｇ，ＳＴＦ）［１１］等方法相
结合，进一步增加跟踪的稳定性和精度。

尽管有各种工程方法用于过程噪声方差的确

定，但针对过程噪声方差最优取值以及对应估计

最小均方误差界的理论研究较少。克拉玛罗界

（ＣｒａｍｅｒＲａｏＬｏｗｅｒＢｏｕｎｄ，ＣＲＬＢ）是无偏估计算
法性能评估的常用判断标准［１２］，如 Ｆａｒｉｎａ给出了
存在未知定常参数的再入目标跟踪ＣＲＬＢ计算方
法［１３］，占荣辉对目标以常速率转弯机动的估计
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ＣＲＬＢ进行了分析［１４］，ＬｅｉＭ提出了用状态估计
而不是真值计算ＣＲＬＢ的方法［１５］，但在这些方法

中，ＣＲＬＢ的计算或将过程噪声方差作为已知信
息，或将待估的未知参数作为定常，而对于现代机

动目标，待估参数和过程噪声方差通常是未知时

变的，因此采用传统 ＣＲＬＢ的计算方法很难获得
时变机动目标状态估计的最小均方误差界。

本文将多项式模型的截断误差（目标机动）

作为未知输入，首先证明由于确定性的时变未知

输入存在，机动目标状态估计为有偏估计；然后基

于状态估计均方误差最小的准则，推导了相应多

项式模型滤波算法的估计最小均方误差界，并获

得了使状态估计均方误差最小的最优过程噪声方

差变化规律；最后基于本文理论给出了一种过程

噪声自适应设计的工程算法。

１　机动目标跟踪问题描述

若采用匀加速（ＣｏｎｓｔａｎｔＡｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ，ＣＡ）模
型描述具有确定性机动的目标，相应的离散化状

态方程和观测方程可表示为
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式中ｘ、ｘ、̈ｘ分别为位置、速度和加速度，ｙ为位置
观测量，Ｔ为观测间隔，νｋ＋１为观测噪声（Ｅνｋ{ }＋１

＝０，Ｅνｋ＋１ν
Ｔ
ｋ{ }＋１ ＝Ｒ），与标准卡尔曼滤波要求的

状态方程不同，ｕｋ为确定的未知输入加速度增
量，Ｅｕ{ }ｋ ＝ｕｋ（即 ＣＡ模型的截断误差），而不是
均值为０的过程噪声。将式（１）归纳为更一般的
矩阵形式

Ｘｋ＋１＝ＦＸｋ＋Ｇｕｋ
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（２）

对于式（１）的情况Ｆ＝
１ Ｔ Ｔ２

２
０ １ Ｔ











０ ０ １

，Ｇ＝

Ｔ２
２
Ｔ











１

，

Ｈ [ ]＝ １ ０ ０，Ｅ νｋ＋１ν
Ｔ
ｋ{ }＋１ ＝Ｒ。式（２）是机动

目标跟踪问题一般化的表示，其中向量或矩阵的

具体表达式随问题的不同而变化。在实际跟踪过

程中，通常将未知输入近似为随机过程噪声，并用

合理的过程噪声方差对估计方差进行补偿，此时

便可以采用卡尔曼滤波对系统进行求解，对于该

系统，过程噪声方差如何取值才能使状态估计均

方误差最小即是本文需要解决的问题。

２　未知输入导致的估计有偏性

由于式（２）中ｕｋ未知，滤波器ｋ＋１时刻的一

步预测为

Ｘ^ｋ＋１／ｋ＝Ｆ^Ｘｋ／ｋ （３）
一步估计为

Ｘ^ｋ＋１／ｋ＋１＝Ｆ^Ｘｋ／ｋ＋Ｋｋ＋１ ｙｋ＋１－ＨＦ^Ｘ[ ]ｋ／ｋ （４）
估计误差为

Ｘ^ｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１＝－ Ｉ－Ｋｋ＋１( )Ｈ Ｇｕｋ＋　　　　
Ｉ－Ｋｋ＋１( )Ｈ Ｆ Ｘ^ｋ／ｋ－Ｘ( )ｋ ＋Ｋｋ＋１νｋ＋１ （５）

由式（５）可知，估计误差分为三部分：（ａ）该步未
知输入导致的估计误差；（ｂ）上步状态估计误差
的累积；（ｃ）该步观测噪声导致的估计误差。如
果ｕｋ为零均值随机量，上步估计为无偏估计，观
测噪声为零均值白噪声，则状态估计误差的均值

为０，估计的均方误差与估计方差等价。而当
Ｅ｛ｕｋ｝＝ｕｋ时，状态估计误差的均值为
ΔＸｋ＋１＝Ｅ｛^Ｘｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１｝

＝ Ｉ－Ｋｋ＋１( )Ｈ ［ＦΔＸｋ－Ｇｕｋ］

＝－∑
ｋ

ｊ＝１
∏
ｋ＋１

ｉ＝ｊ＋１
（Ｉ－ＫｉＨ）( )Ｆ（Ｉ－ＫｊＨ）Ｇｕｊ－( )１

　 －（Ｉ－Ｋｋ＋１Ｈ）Ｇｕｋ （６）
式（６）说明：（ａ）对于存在确定性未知输入的系
统，每个时刻的状态估计均为有偏估计；（ｂ）每个
时刻的估计偏差量均会累积入最后时刻的估计偏

差，即使当前时刻没有未知输入存在，之前的累积

误差也会导致当前时刻估计有偏。

滤波器方程式（４）也可写为
Ｘ^ｋ＋１／ｋ＋１＝（Ｉ－Ｋｋ＋１Ｈ）Ｆ^Ｘｋ／ｋ＋Ｋｋ＋１ｙｋ＋１ （７）

式（７）为一个线性系统，其稳定性可由相应的齐
次方程式进行判别

Ｘ^ｋ＋１／ｋ＋１＝（Ｉ－Ｋｋ＋１Ｈ）Ｆ^Ｘｋ／ｋ （８）
式（８）一致渐近稳定的充要条件为：存在常数
Ｃ１＞０，Ｃ２＞０，使得对所有ｋ≥ｌ＞０，范数

∏
ｋ

ｉ＝ｌ
（Ｉ－ＫｉＨ）( )Ｆ ≤Ｃ２ｅ

－Ｃ１（ｔｋ－ｔｌ） （９）

式（９）可等价描述为：如果滤波器系统是稳定的，
则有

ｌｉｍ
ｋ→∞ ∏

ｋ

ｉ＝１
（Ｉ－ＫｉＨ）( )Ｆ ＝０ （１０）

综合式（１０）和式（６）可知，通过合理调整增益矩
阵Ｋ，保证滤波器是稳定的，则状态估计虽有偏，
但只要未知输入有界，则偏差量也是有界的，ｋ＋１
时刻的状态估计偏差主要由 ｋ＋１时刻及以前的

·２·
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ｌ（ｌ≤ｋ）组未知输入序列｛ｕｉ｝（ｉ＝ｋ＋１，ｋ，．．．，ｋ
－ｌ）决定。当状态估计为有偏估计时，估计的均方
误差矩阵与协方差矩阵不再等价，二者关系为

ＰＭＳＥｋ＋１／ｋ＋１ ＝Ｅ｛［^Ｘｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１］［^Ｘｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１］
Ｔ｝

＝Ｐｋ＋１／ｋ＋１＋ΔＸｋ＋１ΔＸ
Ｔ
ｋ＋１ （１１）

式中ＰＭＳＥｋ＋１／ｋ＋１体现了状态估计对真值的接近程度，而
Ｐｋ＋１／ｋ＋１仅体现了状态估计对均值的接近程度，因此
当状态估计有偏时，ＰＭＳＥｋ＋１／ｋ＋１才代表了状态估计的性
能。从式（５）可以看出，通过调整增益矩阵Ｋｋ＋１（或
Ｑｋ）可以改变估计方差和偏离量在均方误差中的比
重，增加Ｋｋ＋１（或Ｑｋ）有利于减小估计偏差，但同时
也会增大估计方差，因此存在一个最优的 Ｋｋ＋１
（或Ｑｋ），可取得减小估计偏差和估计方差间的
平衡，从而使状态估计的均方误差取得最小值。

３　机动目标估计的最小均方误差界

基于最小均方误差准则，采用卡尔曼滤波的

递推公式，获得确定性未知输入存在条件下的估

计最小均方误差界和最优过程噪声方差计算方

法。根据上节推导，ｋ时刻的状态估计可表示为
Ｘ^ｋ／ｋ ＝Ｘｋ＋ΔＸｋ＋δＸｋ （１２）

式中ΔＸｋ＝（Ｉ－ＫｋＨ）（ＦΔＸｋ－１－Ｇｕｋ－１）为ｋ时刻
状态估计误差的均值，δＸｋ ＝（Ｉ－ＫｋＨ）ＦδＸｋ－１＋
Ｋｋνｋ为估计误差的随机项，即Ｅ｛δＸｋ｝＝０，估计方
差矩阵为Ｐｋ／ｋ ＝Ｅ｛δＸｋδＸ

Ｔ
ｋ｝，估计均方误差矩阵为

ＰＭＳＥｋ／ｋ ＝Ｐｋ／ｋ＋ΔＸｋΔＸ
Ｔ
ｋ。利用估计值一步预测

　Ｘ^ｋ＋１／ｋ ＝ＦＸ^ｋ／ｋ ＝Ｆ（Ｘｋ＋ΔＸｋ＋δＸｋ） （１３）
而ｋ＋１时刻一步预测和估计的真值应为

Ｘｋ＋１ ＝Ｘｋ＋１／ｋ ＝ＦＸｋ＋Ｇｕｋ （１４）
一步预测误差为

ｄＸｋ＋１／ｋ ＝Ｘ^ｋ＋１／ｋ－Ｘｋ＋１ ＝ＦΔＸｋ＋ＦδＸｋ－Ｇｕｋ
（１５）

一步预测误差的均值为

Ｅ｛^Ｘｋ＋１／ｋ－Ｘｋ＋１／ｋ｝＝ＦΔＸｋ－Ｇｕｋ （１６）
一步预测的均方误差矩阵为

ＰＭＳＥｋ＋１／ｋ ＝Ｅ｛ｄＸｋ＋１／ｋｄＸ
Ｔ
ｋ＋１／ｋ｝

＝ＦＰｋ／ｋＦ
Ｔ＋（ＦΔＸｋ－Ｇｕｋ）（ＦΔＸｋ－Ｇｕｋ）

Ｔ

＝ＦＰＭＳＥｋ／ｋＦ
Ｔ－ｕｋ（ＦΔＸｋＧ

Ｔ＋ＧΔＸＴｋＦ
Ｔ）＋Ｇｕ２ｋＧ

Ｔ

（１７）
去偏后的预测误差协方差矩阵为

Ｅ｛［ｄＸｋ＋１／ｋ－（ＦΔＸｋ－Ｇｕｋ）］［ｄＸｋ＋１／ｋ－
（ＦΔＸｋ－Ｇｕｋ）］

Ｔ｝＝ＦδＸｋδＸ
Ｔ
ｋＦ
Ｔ ＝ＦＰｋ／ｋＦ

Ｔ

（１８）
将增益矩阵Ｋｋ＋１作为待定系数矩阵，仍采用卡尔
曼滤波进行递推，获得ｋ＋１时刻状态估计

　Ｘ^ｋ＋１／ｋ＋１ ＝ＦＸ^ｋ／ｋ＋Ｋｋ＋１（［ｙｋ＋１－ＨＦＸ^ｋ／ｋ］（１９）
根据式（１５）所示的一步预测误差与ｋ＋１时刻的
观测噪声不相关（即Ｅ｛ｄＸｋ＋１／ｋν

Ｔ
ｋ＋１｝＝０），ｋ＋１时

刻状态估计的二次型均方误差函数Ｊｋ＋１为
Ｊｋ＋１＝Ｅ｛［^Ｘｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１］

Ｔ［^Ｘｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１］｝
＝Ｅ｛ｄＸＴｋ＋１／ｋｄＸｋ＋１／ｋ＋ν

Ｔ
ｋ＋１Ｋ

Ｔ
ｋ＋１Ｋｋ＋１νｋ＋１

　 －２ｄＸＴｋ＋１／ｋＫｋ＋１ＨｄＸｋ＋１／ｋ
　 ＋ｄＸＴｋ＋１／ｋＨ

ＴＫＴｋ＋１Ｋｋ＋１ＨｄＸｋ＋１／ｋ｝ （２０）
根据矩阵微分公式

ｘＴＡｙ
Ａ

＝ｘｙＴ，Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｘ∈Ｒｍ×１，ｙ∈Ｒｎ×１

ｘＴＡＴＡｙ
Ａ

＝ＡｘｙＴ＋ｙｘ( )Ｔ ，Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｘ，ｙ∈Ｒｎ×{ １

（２１）
将Ｊｋ＋１对增益矩阵Ｋｋ＋１求导
Ｊｋ＋１
Ｋｋ＋１

＝２Ｋｋ＋１Ｅ｛νｋ＋１ν
Ｔ
ｋ＋１｝

　 －２Ｅ｛ｄＸｋ＋１／ｋｄＸ
Ｔ
ｋ＋１／ｋ｝Ｈ

Ｔ

　 ＋２Ｋｋ＋１ＨＥ｛ｄＸｋ＋１／ｋｄＸ
Ｔ
ｋ＋１／ｋ｝Ｈ

Ｔ （２２）
使Ｊｋ＋１取极值的增益矩阵Ｋｋ＋１为
Ｋｏｐｔｋ＋１ ＝
Ｅ｛ｄＸｋ＋１／ｋｄＸ

Ｔ
ｋ＋１／ｋ｝Ｈ

Ｔ（ＨＥ｛ｄＸｋ＋１／ｋｄＸ
Ｔ
ｋ＋１／ｋ｝Ｈ

Ｔ＋Ｒ）－１

（２３）
式（２３）是使Ｊｋ＋１最小的必要条件，还需要证明其
充分性。任取一与Ｋｋ＋１同维的矩阵Ａ，比较不同增
益矩阵条件下Ｊｋ＋１值
Ｊｋ＋１（Ｋ

ｏｐｔ
ｋ＋１＋Ａ）－Ｊｋ＋１（Ｋ

ｏｐｔ
ｋ＋１）

＝（ＨｄＸｋ＋１／ｋ＋νｋ＋１）
Ｔ（ＡＴＫｏｐｔｋ＋１

　 ＋（Ｋｏｐｔｋ＋１）
ＴＡ＋ＡＴＡ）（ＨｄＸｋ＋１／ｋ＋νｋ＋１）

　 －２ｄＸＴｋ＋１／ｋＡＨｄＸｋ＋１／ｋ
＝（ＨｄＸｋ＋１／ｋ＋νｋ＋１）

ＴＡＴＡ（ＨｄＸｋ＋１／ｋ＋νｋ＋１）＞０

（２４）
显然，充分性得到证明，即式（２３）是使 Ｊｋ＋１最小
的充分必要条件。由式（２３）可知，采用一步预测
的均方误差矩阵式（１７）构造增益矩阵，可使状态
估计二次型均方误差最小；也可等价表述为，采用

ｋ时刻的状态估计均方误差矩阵而非估计误差协
方差矩阵进行均方误差预测，并用式（２５）给出的
过程噪声方差对一步预测均方误差矩阵进行补

偿，可使状态估计的二次型均方误差最小。

Ｑｏｐｔｋ ＝－ｕｋ（ＦΔＸｋＧ
Ｔ＋ＧΔＸＴｋＦ

Ｔ）＋Ｇｕ２ｋＧ
Ｔ （２５）

式（２５）为使状态估计均方误差最小的最优过程
噪声方差一般表达式，该过程噪声方差不仅与当

前时刻的未知输入有关，还与上一时刻的状态估

计确定偏差项有关。当未知输入存在，估计为有偏

·３·
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时，估计误差协方差矩阵与均方误差矩阵不再等

价，估计误差协方差矩阵为

Ｐｋ＋１／ｋ＋１＝Ｅ｛δＸｋ＋１δＸ
Ｔ
ｋ＋１｝

＝（Ｉ－Ｋｏｐｔｋ＋１Ｈ）ＦＰｋ／ｋ （Ｉ－Ｋｏｐｔｋ＋１Ｈ）[ ]Ｆ Ｔ

　 ＋Ｋｏｐｔｋ＋１Ｒ（Ｋ
ｏｐｔ
ｋ＋１）

Ｔ （２６）
ｋ＋１时刻状态估计的均方误差矩阵为
ＰＭＳＥｋ＋１／ｋ＋１＝Ｅ｛［^Ｘｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１］［^Ｘｋ＋１／ｋ＋１－Ｘｋ＋１］

Ｔ｝

＝Ｐｋ＋１／ｋ＋１＋ΔＸｋ＋１ΔＸ
Ｔ
ｋ＋１

＝（Ｉ－Ｋｏｐｔｋ＋１Ｈ）Ｐ
ＭＳＥ
ｋ＋１／ｋ

＝（Ｉ－Ｋｏｐｔｋ＋１Ｈ）（ＦＰ
ＭＳＥ
ｋ／ｋＦ

Ｔ＋Ｑｏｐｔｋ） （２７）
式（１３）、（１７）、（２３）、（１９）、（２７）和（６）构成了估计
最小均方误差界和最优过程噪声方差计算的一个

完整循环：状态预估、均方误差矩阵预估（含最优过

程噪声方差补偿）、最优增益矩阵计算、状态估计更

新、均方误差矩阵更新和状态估计偏离量计算。

该方法适用于机动目标的全运动周期：当目标

无机动时，相对应的未知输入ｕｋ设为０即可；当目
标受零均值随机扰动时，过程噪声方差设定为扰动

噪声方差，此时与传统的卡尔曼滤波方法相同。

４　过程噪声方差的自适应设计

根据式（２５），过程噪声方差的最优值由未知
输入和估计偏差量计算，但这两个量在工程使用

中通常无法准确获得。在实际运用中，可依据先验

信息掌握程度的不同，采用各种工程手段去获得

该量的近似值，进而构造过程噪声方差以逼近最

优值。本文仅给出在最不利条件下，即没有任何先

验信息情况下的一种基于未知输入统计估计的过

程噪声自适应设计方法。

根据式（１）可知，每个观测间隔内的未知输
入就是该间隔内的加速度增量

ｕｋ ＝ｘ̈ｋ＋１－ｘ̈ｋ （２８）
由于真值无法获得，只能用估计值代替真值进行

近似，ｋ＋１时刻的未知输入估计为

ｕ^ｋ ＝ｘ̈^ｋ＋１／ｋ＋１－ｘ̈^ｋ＋１／ｋ ＝ｘ̈^ｋ＋１／ｋ＋１－ｘ̈^ｋ／ｋ （２９）
该估计值并不能直接使用，因为状态估计与状态

预测之差中还包含了观测噪声的影响，因此需要

进行平滑，同时由于未知输入的时变特性，采用渐

消记忆的指数加权法，逐渐减弱老数据对平滑结

果的影响

珔ｕｋ ＝珔ｕｋ－１＋
１－ｂ
１－ｂｋ＋１

（^ｕｋ－珔ｕｋ－１） （３０）

式中珔ｕｋ为最终获得的未知输入平滑估计，ｂ为遗
忘因子，通常取值范围为０．９≤ ｂ≤０．９９５，此处
设定值为０．９５。

根据式（６）可知，估计偏差量与未知输入间
存在一定的比例关系，可以表示为

ΔＸｋ＋１ ＝－βｋＧｕｋ－βｋ－１Ｇｕｋ－１－… －β０Ｇｕ０
（３１）

其中系数间有关系βｋ＞βｋ－１＞… ＞β０，考虑到估
计偏差量的累积效应，估计偏差量应约为未知输

入的数十倍，即式（３１）可近似等价表示为
ΔＸ^ｋ＋１≈ＦΔＸ^ｋ≈－βＧ珔ｕｋ （３２）

利用第３节的计算方法，根据仿真实验，β设定为
２０。将式（３０）和式（３２）代入式（２５）可以得到最
优过程噪声方差的工程实用近似式

Ｑ^ｏｐｔｋ ＝（２β＋１）珔ｕ
２
ｋ－１ＧＧ

Ｔ （３３）
　　由式（３３）可知，当β取值为２０时，加速度的
过程噪声标准差约是未知输入的７倍，这说明由
于误差累积作用，确定性未知输入导致的模型误

差远大于零均值随机扰动的影响。

５　仿真分析

随着科技的不断发展，一些强机动目标（如巡

航导弹、机动弹头等）的机动模式逐渐复杂，阶跃、

斜坡等简单的加速度输入已不能体现其强机动特

征，为此本文建立如下仿真场景：目标进行正弦方

式的规避机动，初始位置、速度分别为２００００ｍ和
１０００ｍ／ｓ，加速度形式为 ａ＝１０ｓｉｎ（ｔ／２０）（ｍ／ｓ２），
其中ｔ∈［０，２００］（ｓ）为仿真时间。正弦机动有如
下特点：（ａ）状态对时间的 ｎ阶导数均不为０，且
具有解析解，即采用 ｎ阶多项式模型描述目标运
动，未知输入总是存在且是时变的；（ｂ）正弦加速
度中的幅值和周期与当前统计模型最大加速度和

机动时间常数等先验信息相对应，便于该类模型

参数的设置。

假设雷达直接对位置进行观测，观测数据叠加

均值为０、标准差槡Ｒ＝１０ｍ的白噪声，观测间隔Ｔ
＝０．１ｓ；采用基于匀加速模型的滤波算法对该机动
目标进行状态估计，相应的离散化未知输入加速度

增量为ｕｋ＝ａｋ＋１－ａｋ≈（Ｔ／２）ｃｏｓ（ｔｋ／２０）（ｍ／ｓ
２）。

目标的真实速度、加速度和加速度增量变化曲线

如图１所示。
为验证本文提出的估计最小均方误差界计算

方法和基于未知输入估计的过程噪声方差自适应

设计方法的有效性，采用机动目标跟踪领域应用

最为广泛的基于 ＣＳ模型的自适应滤波算法和基
于ＣＡ模型的ＩＭＭ滤波算法［１６］，滤波结果与本文

算法结果进行比较。上述两种算法的本质均为以

匀加速模型为状态预测模型，通过自适应调整过

程噪声方差实现对机动目标的稳定跟踪。

·４·
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（ａ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ （ｃ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

图１　真实的速度、加速度和加速度增量
Ｆｉｇ．１　Ｔｒｕｅｄａｔａｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙ，ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

　　ＣＳ模型算法参数设置：最大加速度 ａｍａｘ＝
１２ｍ／ｓ２，机动时间常数Ｔｍ＝２０ｓ。

ＩＭＭ算法设置：采用三个匀加速模型，每个模
型对应不同的过程噪声方差ＧＱＧＴ。根据本文第３
节算法的计算结果，可获得过程噪声加速度项方差

的变化范围Ｑ３３∈［０，Ｑ３３，ｍａｘ］，按文献［１７］的方法将

过程噪声水平分别设置为 Ｑ＝（Ｑ３３，槡 ｍａｘ／６）
２、

（Ｑ３３，槡 ｍａｘ／２）
２和（５ Ｑ３３，槡 ｍａｘ／６）

２（ｍ２／ｓ４）。转移
概率矩阵采用对角线元素占优的形式，设置为

π＝
０．９８ ０．０１ ０．０１
０．０１ ０．９８ ０．０１
０．０１ ０．０１ ０．









９８
，每一行元素和为 １，对

角线元素一般在 ０．８，０．[ ]９９取值，该值较大时具
有较高的稳态估计精度，较小时则具有较快的响

应，由于仿真算例没有突变机动，对角线元素取较

大的值，以侧重提高稳态估计精度；在没有任何先

验信息的条件下，每个模型的初始概率应是相等

的，因此均设置为１／３。
本文提出的工程算法（以下简称 Ａｄｐ）设置：

状态模型采用匀加速模型，过程噪声方差由第４
节实时计算。

滤波初始参数设置：采用三点观测数据 ｙ１、
ｙ２和ｙ３构造滤波初始参数，滤波初值为 Ｘ^０／０＝

ｙ３　
ｙ３－ｙ２
Ｔ 　

ｙ３－２ｙ２＋ｙ１
Ｔ[ ]２

Ｔ

，初始协方差矩阵

Ｐ０／０＝

Ｒ Ｒ
Ｔ

Ｒ
Ｔ２

Ｒ
Ｔ
２Ｒ
Ｔ２

３Ｒ
Ｔ３

Ｒ
Ｔ２

３Ｒ
Ｔ３

６Ｒ
Ｔ

















４

分别采用上述三种实际工程应用的滤波算法

进行机动目标的状态估计，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真５００
次，获得估计的均方根误差（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅ
Ｅｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ），与本文算法计算的最小均方根误差
界进行比较，一方面验证本文算法结果的正确性

（为该类算法提供一个估计误差的下界），另一方

面对上述滤波算法的性能进行评估。图２给出了
４种算法的位置、速度和加速度估计 ＲＭＳＥ曲线。
其中Ｏｐｔ为本文计算的估计最小均方根误差界，ＣＳ
为当前统计模型结果，ＩＭＭ为交互多模型算法结
果，Ａｄｐ是本文提出的工程算法结果。图３为本文
最小均方根误差估计所对应的状态估计确定性偏

离量曲线。图４为本文计算的最优过程噪声位置、
速度和加速度项标准差变化曲线。图５为ＩＭＭ算
法５００次仿真的平均模型概率曲线，Ｍｐ１、Ｍｐ２和
Ｍｐ３分别为第一、二和三个模型的平均模型概率。

　　（ａ）ＰｏｓｉｔｉｏｎＲＭＳＥ　　　　　　　　　　（ｂ）ＶｅｌｏｃｉｔｙＲＭＳＥ　　　　　　　　（ｃ）ＡｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎＲＭＳＥ
图２　位置、速度和加速度估计ＲＭＳＥ曲线

Ｆｉｇ．２　ＥｓｔｉｍａｔｅｄＲＭＳＥｓｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎ，ｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
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　　　（ａ）Ｐｏｓｉｔｉｏｎ　　　　　　　　　　　（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　　　　　　　　　（ｃ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ　
图３　最小均方误差估计对应的估计偏差量
Ｆｉｇ．３　ＥｓｔｉｍａｔｅｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆＭＭＳＥｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

　　 （ａ）Ｐｏｓｉｔｉｏｎ　　　　　　　　　　 （ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　　　　　　　　　　　 （ｃ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
图４　最小均方根误差估计对应的过程噪声标准差

Ｆｉｇ．４　ＰｒｏｃｅｓｓｎｏｉｓｅｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆＭＭＳＥｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

图５　ＩＭＭ算法的平均模型概率
Ｆｉｇ．５　ＡｖｅｒａｇｅｍｏｄｅｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓｉｎＩＭＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　由图２～图５可以看出：（ａ）估计 ＲＭＳＥ与
未知输入加速度增量ｕｋ的变化相对应，呈周期变
化趋势，但整体比 ｕｋ变化滞后，且 ＲＭＳＥ的增加
段和减小段并不对称，增加段明显具有震荡特性，

这就说明在实际跟踪中目标作加速度渐增的机动

时，估计精度较加速度渐减时要低；（ｂ）当滤波器
参数设置合理时，ＣＳ模型算法具有较好的估计精
度，ＲＭＳＥ基本逼近了本文计算的下界，但当 ｕｋ
较小和加速度渐增时，ＲＭＳＥ与下界相比有所增
大；（ｃ）ＩＭＭ算法采用了本文计算的最优过程噪
声方差结果构造过程噪声，结果表明设置是合理

的，估计ＲＭＳＥ也逼近了本文计算的估计下界，精
度与ＣＳ模型算法相当，这同时说明了本文计算
的最小均方根误差界和相应的最优过程噪声方差

是正确的；（ｄ）图５也从模型概率的角度证明了
ＩＭＭ参数设置的合理性，ＩＭＭ三个模型达到了预
期作用，当ｕｋ过小和过大时，模型１和３分别占
优；（ｅ）本文提出的 Ａｄｐ方法不需要任何先验信
息，除加速度突增阶段由于统计估计的延迟造成

ＲＭＳＥ增大外，也具有较高的估计精度，逼近了估
计的最小均方误差界，验证了本文所提工程算法

的实用性。由于缺少先验信息支持，响应特性低

于ＣＳ和ＩＭＭ算法；（ｆ）本文 ＣＳ和 ＩＭＭ算法的
参数设置均采用了准确的先验信息，代表了实际

跟踪过程中的“最好”估计结果，均逼近但大于本

文计算的最小均方根误差界。一方面说明了本文

计算的最小均方根误差界的正确性，可以用本文

理论计算结果对该类算法的估计效果进行评价，

而不需要采用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真，另一方面也说明
如果参数设置合理，该类算法的估计精度已接近

极限，若要进一步提高精度，则需建立更为精确的

状态方程。（ｇ）位置、速度和加速度的估计
ＲＭＳＥ和偏离量在数值上均相差不大，这与采用
式（２０）类型的均方误差函数有关，因为三者是等
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权重的，考虑到三者自身大小的量级，实际上采用

卡尔曼滤波对三者的估计相对精度是依次降

低的。

针对该仿真算例，分别计算采用匀速

（ＣｏｎｓｔａｎｔＶｅｌｏｃｉｔｙ，ＣＶ）模型、匀加速模型和匀加
加速（ＣｏｎｓｔａｎｔＪｅｒｋ，ＣＪ）模型作为状态方程的最
小均方误差估计，获得的位置、速度估计ＲＭＳＥ下
界如图６和图７所示。

图６　不同状态方程的位置估计ＲＭＳＥ下界
Ｆｉｇ．６　ＰｏｓｉｔｉｏｎＲＭＳＥｂｏｕｎｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｑｕａｔｉｏｎｓ

图７　不同状态方程的速度估计ＲＭＳＥ下界
Ｆｉｇ．７　ＶｅｌｏｃｉｔｙＲＭＳＥｂｏｕｎｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｑｕａｔｉｏｎｓ

从图６和图７可以看出：（ａ）由于仿真算例
采用正弦机动，实际运动模型阶数为无穷大，因此

随着状态方程阶数增大，模型截断误差减小，估计

精度从整个飞行过程来看得到提高，但提高的效

果逐渐不明显，考虑到机动飞行目标的动力学特

征、滤波的运算效率和响应特性等，ＣＡ和ＣＪ模型
应是机动目标跟踪中效费比最高的模型；（ｂ）高
阶模型并不意味着估计结果在每个点ＲＭＳＥ都是
最小的，当目标实际运动与低阶模型匹配时（通

常该阶段持续时间较短但存在），低阶模型的估

计精度要高于高阶模型，因此估计精度取决于模

型与目标运动的匹配度而不是模型阶数，只是对

于强机动目标，高阶模型与实际运动近似匹配的

时间更长，因此其估计结果是一种“整体”最优

性，这就说明对于处于不同运动模式的机动目标，

采用多模型算法可以进一步提高估计精度。

６　结论

（１）对于具有确定性机动的目标，利用多项
式模型描述其运动通常存在截断误差，其本质是

一类存在未知输入系统，确定的时变的未知输入

存在，导致该类目标的状态估计为有偏估计。

（２）基于状态估计均方误差最小的准则，推
导了机动目标跟踪最优过程噪声方差的表达式，

并构建了状态和均方误差矩阵估计的递推卡尔曼

滤波算法，计算获得相应多项式模型滤波算法的

估计最小均方误差界，以及使状态估计均方误差

最小的过程噪声方差变化规律，为各种基于多项

式模型的机动目标跟踪工程算法提供了统一的评

估标准，也为实际机动目标跟踪中过程噪声方差

的设定提供了依据。

（３）对于有偏估计的卡尔曼滤波，使估计均
方误差最小的过程噪声水平由当前时刻的状态估

计偏离量和未知输入共同决定，通常是未知输入

大小的数倍或数十倍。该结论可为实际跟踪过程

中过程噪声的设置提供参考。

（４）对于ＣＳ模型滤波算法和基于 ＣＡ模型
的ＩＭＭ算法，当参数设置合理时，该类算法的估
计精度已接近 ＣＡ模型算法的极限，若要进一步
提高精度，则需建立更为精确的状态方程。

（５）基于本文的最优过程噪声方差理论公式
提出了一种基于未知输入估计的过程噪声自适应

设计方法，仿真结果验证了方法的有效性和实

用性。

（６）估计精度取决于模型与目标运动的匹配
度而不是模型阶数，对于通常的机动飞行目标，

ＣＶ模型简单但具有较大的模型误差，ＣＡ和ＣＪ模
型是效费比最高的模型，更高阶模型过于复杂且

精度提高幅度有限。

（７）本算法不仅限于机动目标跟踪领域，对
于一切存在未知时变确定性输入系统的状态估计

均适用；也可以扩展到三维机动目标跟踪的情况。
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