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基于 ＴＶＤ思想的高阶迎风紧致格式
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摘　要：紧致格式具有模板紧凑、精度高的特点，然而直接应用该格式捕捉激波会产生虚假振荡。解决
该问题有多种思路，本文着重研究基于ＴＶＤ思想的紧致方法。推导了两种５阶迎风紧致格式，并采用Ｆｏｕｒｉｅｒ
分析比较其耗散与色散特性。采用保单调保精度方法和限制器两种不同的 ＴＶＤ方法，进行算例验证。计算
结果表明，应用ＴＶＤ方法后，格式对激波、接触间断分辨率好且鲁棒性增强，但不同的 ＴＶＤ方法仍存在精度
降低、耗散不足等问题。
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　　实际流体运动的复杂性和刻画流场细节的需
求推动了高（阶）精度格式的不断发展［１］。通常

只考虑空间尺度的影响，把３阶及以上的格式称
为空间高阶精度格式或简称为高精度格式。目

前，高精度数值格式的研究主要包括：高阶有限差

分格式、ＥＮＯ／ＷＥＮＯ格式、间断迦辽金（ＤＧ）方法
和谱体积（ＳＶ）方法等［２］。本文主要介绍有限差

分方法中的高阶紧致格式。

紧致格式因其可以在较少的模板点下得到

较高的精度，即所谓的紧致特点，且边界处理较

谱方法简单，同时具有谱方法的分辨率，而得到

广为关注。２０世纪９０年代，Ｌｅｌｅ［３］系统地发展
了中心型紧致格式，他将 Ｆｏｕｒｉｅｒ分析引入紧致
格式，分析了其耗散和色散特性，推导了直至１０
阶的紧致格式。但中心型紧致格式本身无耗

散，对非线性问题直接应用会产生虚假波动。

随后，围绕着如何解决在取得高精度的同时又

能够光滑捕捉激波这一基本矛盾，国内外学者

做了大量研究工作。

一种思路是迎风型格式。迎风紧致格式本身

内含耗散机制不含人为参数，相较中心型紧致格

式而言鲁棒性更好，但对一些弱间断和强间断问

题仍显不足。Ｒａｉ和Ｍｏｉｎ［４］应用高阶迎风紧致格
式进行直接数值模拟，克服了中心型紧致格式的

一些问题，得到了有意义的结果。Ｚｈｏｎｇ［５］通过在
中心型紧致格式中添加人工粘性项，推导了一种

导数型的５阶迎风型紧致格式，并与激波装配方
法相结合对高超声速边界层转捩问题进行了研

究。Ａ．Ｋ．Ｄｅ，Ｖ．Ｅｓｗａｒａｎ［６］详细比较了４种迎风
紧致格式的特性，提出了一种高分辨且稳定的５
对角迎风紧致格式。傅德薰等从１９８９年开始相
继发展了 ３阶和 ５阶迎风紧致格式［７－８］。李新

亮［９－１０］运用高精度迎风差分方法及８阶精度群
速度控制型差分格式对可压衰减湍流的流场及被
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动标量场进行了直接数值模拟。

另一种思路是混合方法。该方法通过引入一

个混合格式开关，在激波附近使用无振荡的激波

捕捉格式，在光滑区使用紧致格式。Ａｄａｍｓ和
Ｓｈａｒｉｆｆ［１１］提出了一种高分辨率的混合 Ｃｏｍｐａｃｔ
ＥＮＯ格式并应用于激波湍流干扰问题。其后，
Ｐｒｉｏｚｏｌｉ［１２］提出了一种守恒型的迎风紧致格式并
与ＷＥＮＯ方法相结合，任玉新等［１３］改进了格式

开关函数，使５阶守恒型紧致格式和 ＷＥＮＯ两个
亚格式的转换更加平滑。

还有一种思路是非线性格式。Ｃｏｃｋｂｕｒｎ和
Ｓｈｕ［１４］早在１９９４年就发展了一种非线性稳定的
紧致格式来捕捉激波，他们通过ＴＶＤ思想引入一
个非线性的限制器来抑制振荡，然而数值实验表

明，他们所发展的４阶格式仍然存在数值振荡。
邓小刚和张涵信［１５－１６］发展了一类非线性紧致格

式，该紧致格式采用中心型紧致格式和 ＥＮＯ／
ＷＥＮＯ重构方法相结合，该类格式具有捕捉间断
的良好特性，对边界层有高分辨率且有好的收敛

性，目前该高精度格式已经应用到复杂外形中。

涂国华等［１７－１９］采用通量限制的方法来提高紧致

格式光滑捕捉间断的能力，利用通量限制的方法

构造出 ＴＶＤ型的紧致格式。何志伟、李新亮［２０］

等利用傅德薰、马延文提出的导数型５阶迎风紧
致格式变换得到守恒型紧致格式，使用保单调和

保精度技术，得到了一种 ＴＶＤ型迎风紧致格式，
最后求解Ｅｕｌｅｒ方程得到了很好的结果。

１　数值方法

１．１　标量守恒律

考虑如下双曲守恒系统

Ｑ
ｔ
＋ ( )ＦＱ
ｘ

＝０ （１）

将式（１）在一系列均匀网格点上离散

Ｆｊ＝Ｆ（ｘｊ），　ｊ＝１，２，…，Ｎ

Ｎ为网格点数，ｘｊ＋１／２－ｘｊ－１／２＝ｈ为网格间距。半

离散的守恒形式为

Ｑ
ｔ
＝－１ｈ Ｈｊ＋１／２－Ｈｊ－１／( )２ （２）

这里Ｈｊ＋１／２可以认为是两个相邻单元界面处的数

值通量，若

１
ｈ（Ｈｊ＋１／２－Ｈｊ－１／２）＝

Ｆ
( )ｘｊ

＋Ｏ（ｈｋ）

即要确定数值通量 Ｈｊ＋１／２，使得在半节点 ｉ＋１／２

和ｉ－１／２的通量差分产生一个Ｋ阶近似导数。

１．２　推导５阶迎风型紧致格式

守恒型紧致格式的通式可以写为

∑
Ｌ２

ｌ＝－Ｌ１
αｌ珓ｖｉ＋１／２＋ｌ＝∑

Ｍ２

ｍ＝－Ｍ１

ａｍｖｉ＋ｍ （３）

通过泰勒展开，令两边对应系数相等，可以得到所

要阶数的相应系数。

（ｎ＋１）∑
Ｌ２

ｌ＝－Ｌ１
αｌｌ

ｎ－∑
Ｍ２

ｍ＝－Ｍ１

ａｍ ｍｎ＋１－（ｍ－１）ｎ＋[ ]１ ＝０

ｎ＝０，…，ｋ－１ （４）
上式中ｋ为阶数，αｌ、ａｍ为系数，Ｌ１、Ｌ２、Ｍ１、

Ｍ２分别为左、右侧模板起止点。
当Ｌ１＝１，Ｌ２＝０，Ｍ１＝Ｍ２＝２时，经推导可

以得到傅德薰等提出的５阶迎风紧致格式的守恒
形式［２０］，记为Ｍ＿ＵＣＤ５：

２
５Ｈ

＋
ｊ－１２
＋３５Ｈ

＋
ｊ＋１２
＝
３Ｆ＋ｊ－１＋４７Ｆ

＋
ｊ ＋１１Ｆ

＋
ｊ＋１－Ｆ

＋
ｊ＋２

６０
（５ａ）

２
５Ｈ

－
ｊ＋３２
＋３５Ｈ

－
ｊ＋１２
＝
３Ｆ－ｊ＋２＋４７Ｆ

－
ｊ＋１＋１１Ｆ

－
ｊ －Ｆ

－
ｊ－１

６０
（５ｂ）

当Ｌ１ ＝Ｌ２ ＝１，Ｍ１ ＝Ｍ２ ＝１时，可以得到
Ｐｉｒｏｚｚｏｌｉ［１２］ 提 出 的 ５阶 迎 风 紧 致 格 式，记
为Ｐ＿ＵＣＤ５：

９ｆ
　 ＋^
ｊ－１２
＋１８ｆ

　 ＋^
ｊ＋１２
＋３ｆ

　 ＋^
ｊ＋３２
＝１０ｆ＋ｊ＋１＋１９ｆ

＋
ｊ＋ｆ

＋
ｊ－１

（６ａ）

３ｆ
　 －^
ｊ－１２
＋１８ｆ

　 －^
ｊ＋１２
＋９ｆ

　 －^
ｊ＋３２
＝ｆ－ｊ＋２＋１９ｆ

－
ｊ＋１＋１０ｆ

－
ｊ

（６ｂ）

１．３　傅里叶分析

为了比较上述两种格式的耗散和色散特性，

本节进行傅里叶分析。

习惯上考虑线性对流方程

ｖｔ＋ａｖｘ ＝０，　ａ＞０ （７）
对上式进行守恒型离散近似

ｄｖｊ
ｄｔ＋ａ

１
ｈ（
珓ｖｊ＋１／２－珓ｖｊ－１／２）＝０ （８）

给定式（８）的特解为
ｖ（ｘ，ｔ）＝ｅｉｋ（ｘ－ａｔ） （９）

在均匀网格上，有

ｖｊ（ｔ）＝ｅ
ｉｋ^（ｊ－ａ／ｈｔ） （１０）

其中ｋ^＝ｋｈ，将式（９）和式（１０）代入式（８）中
得到

ｖｊ（ｔ）＝ｅ
ｉｋ^（ｊ－ａｈ

ｚ（ｋ^）
ｋ^
ｔ） （１１）

其中

·０１·
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Ｚ（ｋ^）＝２ｓｉｎｋ^／( )２
∑
Ｍ２

ｍ＝－Ｍ１

ａｍｅ
ｉｋ^ｍ

∑
Ｌ２

ｌ＝－Ｌ１
αｌｅ

ｉｋ^ ｌ＋１／( )２

（１２）

Ｚ（ｋ^）为转化函数，完全描述了数值格式的行为特

性。在一定波数ｋ^条件下，当 Ｉｍ（Ｚ）＜０时，解的
振幅是衰减的，即为耗散格式，是离散格式的稳定

性所要求的。Ｒｅ（Ｚ）／ｋ^反映了数值近似的相位
误差。

表１　对应于实部、虚部的最大波数值
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｍａｘｉｍａｌｖａｌｕｅｓｏｆｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ／Ｓｃｈｅｍｅｓ Ｍ＿ＵＣＤ５ Ｐ＿ＵＣＤ５

Ｉｍ（Ｚ）≤５％ １．５６ １．６７

Ｉｍ（Ｚ）≤２％ １．３５ １．４５

１－Ｒｅ（Ｚ）／ｋ^≤５％ ２．０１ ２．３２

１－Ｒｅ（Ｚ）／ｋ^≤２％ １．７１ ２．０８

　　表１中给出了对应两种格式的实部、虚部误
差不超过５％、２％的最大波数值，可以看到在相
同误差范围内，Ｍ＿ＵＣＤ５格式能正确模拟的波数
范围小于 Ｐ＿ＵＣＤ５格式，其耗散误差约占后者的
９３％，相位误差占８２％。图１中给出了两者的色
散和耗散特性曲线，可以看到 Ｐ＿ＵＣＤ５的色散误
差与 Ｍ＿ＵＣＤ５相仿，但在较高波数范围内
Ｐ＿ＵＣＤ５更加接近精确值，耗散特性也接近，但在
高波数范围Ｐ＿ＵＣＤ５耗散明显更小。

１．４　ＴＶＤ限制方法

直接利用紧致格式模拟含间断的流场会产生

非物理振荡［２１］。若直接使用上述两种格式，不能

得到光滑捕捉间断的解，在后面的算例中将可以

看到。

（ａ）实部（色散特性）
（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔ（ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ）

（ｂ）虚部（耗散特性）
（ｂ）Ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ（ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ）
图１　两种迎风格式的修正波数

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｏｆＰ＿ＵＣＤ５ａｎｄＭ＿ＵＣＤ５

在文献［２０］中，运用了保单调限制方法和保
精度措施，结合限制器函数构造了一种５阶迎风
紧致格式。与之类似，涂国华等［１７－１９］借鉴 ＴＶＤ
格式的构造思想，通过一个限制器来实现通量限

制。两种方法在相应的文献中已有详尽的说明，

本文在此不再赘述。

１．５　边界格式

对于一个双曲型系统，如果内点用Ｎ阶的差分
格式，则边界格式至少是Ｎ－１阶，才能保证空间差
分离散精度为Ｎ阶。给出４阶精度边界条件如下：

ｆ
　 ＋^
１／２＝

１
４ｆ

＋
０ ＋
１３
１２ｆ

＋
１ －
５
１２ｆ

＋
２ ＋
１
１２ｆ

＋
３

ｆ
　 ＋^
Ｎ＋１／２＝

２５
１２ｆ

＋
Ｎ －
２３
１２ｆ

＋
Ｎ－１＋

１３
１２ｆ

＋
Ｎ－２－

１
４ｆ

＋
Ｎ－３

反方向的通量可以通过对称得到

ｆ
　 －^
１／２＝
２５
１２ｆ

－
１ －
２３
１２ｆ

－
２ ＋
１３
１２ｆ

－
３ －
１
４ｆ

－
４

ｆ
　 －^
Ｎ＋１／２＝

１
４ｆ

－
Ｎ＋１＋

１３
１２ｆ

－
Ｎ －
５
１２ｆ

－
Ｎ－１＋

１
１２ｆ

－
Ｎ－２

２　算例分析

在本节中，我们将两种５阶迎风紧致格式结
合不同的ＴＶＤ限制方法用来求解一维和二维问
题，分析比较格式的性能。

２．１　Ｓｏｄ问题

这是一个经典算例，如图２所示，在 ｔ＝０时
刻，初始间断分为左右两部分；ｔ＞０时，间断分
解为一簇向右的激波、接触间断和向左的膨胀

波。该问题主要考察格式对激波、接触间断的

分辨率。

·１１·
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图２　激波管问题示意图
Ｆｉｇ．２　Ｗａｖｅｐａｔｔｅｒｎａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｉｎｔｈｅｓｈｏｃｋｔｕｂｅ

图３　原ＵＣＤ５格式与ＴＶＤ修正后Ｍ＿ＵＣＤ５格
式得到的速度、密度、压力分布比较

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｏｒｉｇｉｎａｌ
ＵＣＤ５ａｎｄＭｏｄｉｆｉｅｄＵＣＤ５ｓｃｈｅｍｅ

　　初始条件：

Ｕ（ｘ，０）＝Ｕ（０）（ｘ）＝
ＵＬ，ｘ∈［０，０．５）

ＵＲ，ｘ∈［０．５，１{ ］

ＵＬ：（ρ＝１．０，ｕ＝０．０，ｐ＝１．０）

ＵＲ：（ρ＝０．１２５，ｕ＝０．０，ｐ＝０．１）
时间推进到ｔ＝０．１４，网格数为Ｎ＝１００。
从图３中可以看到，直接应用迎风紧致格式

计算得到的结果在激波、接触间断等位置存在明

显振荡，采用 ＴＶＤ修正措施后，振荡基本得到消
除。同时，使用 Ｐｉｒｏｚｚｏｌｉ的５阶迎风紧致格式直
接计算没能得到有效结果，原因可能是其耗散过

小而在激波位置振荡过大导致计算失败，采用

ＴＶＤ限制方法后可以得到较好的结果。
图４中给出了两种格式在采用不同的 ＴＶＤ

限制后得到的密度、速度、压力分布与精确解的比

较。可见二者分辨率大致相当，在网格量１００点
时，已经较为清晰地捕捉到了激波、接触间断、膨

胀波，与精确解十分接近。从图５的放大图中可
以看到，在膨胀波区域，虽然流场物理量梯度较

大，但仍为光滑区域，Ｐ＿ＵＣＤ５与Ｍ＿ＵＣＤ５格式得
到的计算结果很接近且都存在一定程度的抹平；

接触间断区域 Ｐ＿ＵＣＤ５结果更接近精确解；而在
激波位置附近，Ｍ＿ＵＣＤ５的结果略好。分析其中
原因，可能由于 Ｐ＿ＵＣＤ５中直接使用限制器的通
量限制方法导致在极值点处降阶，而在 Ｍ＿ＵＣＤ５

中使用了保精度措施，在间断处提高了精度，但由

于放宽了取值范围，因而在个别光滑区域产生了

一定程度的虚假波动。

通过该算例可以看到，不同的 ＴＶＤ方法对原
格式的性能影响差异较大，Ｐ＿ＵＣＤ５使用通量限
制后原格式的色散、耗散误差较小的优势被掩盖。

图４　Ｍ＿ＵＣＤ５格式与Ｐ＿ＵＣＤ５格式得到的密度、
速度、压力分布比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌ（ｓｙｍｂｏｌ）ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
ｔｗｏｓｃｈｅｍｅｓｗｉｔｈｔｈｅｅｘａｃｔ（ｌｉｎｅ）ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图５　密度分布的３个台阶放大图
Ｆｉｇ．５　Ｍｉｃｒｏｓｃｏｐｅｏｆ３ｃｏｎｃｅｒｎｅｄｒｅｇｉｏｎｓｏｆｄｅｎｓｉｔｙ

２．２　ＳｈｕＯｓｈｅｒ问题

运动激波与密度干扰问题用于模拟马赫数为

３的运动激波与一空间正弦脉动形式的密度波相

·２１·
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互作用，初始条件如下：

Ｕ（ｘ，０）＝Ｕ（０）（ｘ）＝
ＵＬ，ｘ∈［－５．０，－４．０）

ＵＲ，ｘ∈ －４．０，５．[ ]{ ０
ＵＬ：（ρ＝３．８５７１４３，ｕ＝２．６２９３６９，ｐ＝１０．３３３３３）
ＵＲ：（ρ＝１＋０．２ｓｉｎ（５ｘ），ｕ＝０．０，ｐ＝１．０）

图６　网格量为２００点的密度分布
Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｅｎｓｉｔｙｏｎ２００ｇｒｉｄｃｅｌｌｓ

图７　网格量为４００点的密度分布
Ｆｉｇ．７　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｅｎｓｉｔｙｏｎ４００ｇｒｉｄｃｅｌｌｓ

ｔ＝１．８时刻的精确解采用ＷＥＮＯ５格式１６００
点的数值求解逼近得到。图６中给出的是网格量

为２００点时两种格式和精确解的密度分布比较。
从局部放大图中可以看到 Ｍ＿ＵＣＤ５格式较
Ｐ＿ＵＣＤ５格式分辨率高，密度波峰值结果更加接近
精确解，但存在向前的相位误差；当网格量增加到

４００点时，如图７所示，两种格式都可以较为精确
地捕捉到每一个密度波的波峰、波谷位置，但是Ｍ
＿ＵＣＤ５格式极值位置较精确值偏大，而 Ｐ＿ＵＣＤ５
格式则稍低。说明保单调、保精度 ＴＶＤ方法放宽
的取值范围可能引入了虚假波动，使得密度波的

振幅增大。

２．３　二维斜激波反射

计算条件为：来流 Ｍａ＝２．９，激波入射角为
２９°。计算初场为均匀流场，计算网格数为１０１×
５１。左边界为自由来流，右边界为出口，所有的量
均外插，固壁为无粘刚性壁面，上边界的流场参数

为：ρ＝１．６９９７，ｕ＝２．６１９３４，ｖ＝－０．５０６，ｐ＝
１．５２８。

图８　密度等值线
Ｆｉｇ．８　Ｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒｏｆｔｈｅｏｂｌｉｑｕｅｓｈｏｃｋｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

图８为计算所得的密度等值线，图９分别为
ｙ＝０．５时的密度和压力分布。从图中可以看到，
两种方法对激波捕捉效果良好，在间断附近无振

荡。在此算例中，从斜激波入射到反射位置，二者

都能够与精确解保持一致，且激波捕捉锐利，在密

度和压力分布图中有较为明显的体现。说明，两

种格式在向二维拓展中，都能够保持较高的精度

和分辨率。

３　结论

本文简要介绍了紧致格式的发展历程，着重

研究基于 ＴＶＤ方法的迎风紧致格式。推导了两
种５阶迎风紧致格式，运用傅里叶分析方法，比较
了二者的耗散、色散特性。对比两种 ＴＶＤ限制方
法，在具体算例中分析产生差异的原因。可以得

到如下结论：

（１）紧致格式结合 ＴＶＤ限制方法对激波、接
触间断的分辨率高、鲁棒性好。

（２）不同的ＴＶＤ方法对原格式的性能影响差
异较大，使用通量限制后，原格式的色散、耗散特

·３１·
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性将发生变化。

（３）保单调、保精度的 ＴＶＤ方法放宽了取值
范围，增加精度的同时会降低耗散，引入虚假波

动。直接使用限制器的ＴＶＤ方法限制过于严格，
会在极值点降阶。

图９　ｙ＝０．５上的密度、压力分布与精确解的比较
Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｃｏｍｐｕｔｅｄｄｅｎｓｉｔｙａｎｄ

ｐｒｅｓｓｕｒｅａｔｙ＝０．５ｗｉｔｈｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ
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