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摘　要：近年来随着非整数阶微积分理论的不断完善，使分数阶微积分在控制方面的应用受到越来越多
的关注。特别是分数阶ＰＩλＤμ控制，在很多领域中得到了应用。针对运动控制系统中经常采用的比例微分控
制器，提出了一种分数阶ＰＤμ控制器的设计和整定方法。由于所设计系统的相角裕度与超调量有确定的对应
关系，所以通过对相角变化率的设计可以使系统相角在剪切频率附近保持稳定，从而减小系统开环增益波动

对超调量的影响。以给定的剪切频率ωｃ和相角裕度γｍ作为设计指标，由系统相频特性方程和相角变化率方

程可以确定ＰＤμ控制器的微分阶次μ和微分系数Ｋｄ，通过剪切频率点的幅频特性方程可以确定比例系数Ｋｐ。
将方法应用于一个直线运动控制试验台，通过与整数阶ＩＴＡＥ最优控制方法进行的对比仿真和试验验证了方
法的有效性和优越性。由试验结果可以看出，在保证系统设计指标的前提下所设计的ＰＤμ控制器对于系统参
数波动引起的超调量的变化具有很好的抑制作用。
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　　从１７世纪 Ｌｅｉｂｎｉｚ和Ｌ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ提出非整数
阶微积分的概念到现在，非整数阶微积分的发展

已经有 ３００多年的历史。其间，Ｅｕｌｅｒ、Ｌａｇｒａｎｇｅ、
Ａｂｅｌ、Ｒｉｅｍａｎｎ、Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ和Ｌｅｔｎｉｋｏｖ等均对其发展
做出过贡献［１］。

由于实际系统一般都是分数阶的［１］，采用分

数阶才能更好地描述具有分数阶特性系统的本质

特征和行为。分数阶控制研究一般包含三方面内

容［２］：（１）为精确描述系统而建立的分数阶系统
模型；（２）为获得更好控制效果而应用分数阶控
制策略；（３）利用分数阶运算对信号、数据等进行
处理。本文所涉及内容属于第２方面研究范畴。

ＰＩＤ控制器作为最早实用化的控制器已有５０
多年历史，现在仍然是应用最广泛的工业控制
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器［３－４］。近些年来分数阶ＰＩＤ的理论与应用问题
引起了越来越多的关注［５－１０］。Ｐｏｄｌｕｂｎｙ［５］首先提
出了分数阶 ＰＩλＤμ，由于其比整数阶 ＰＩＤ控制器
多２个可调变量，所以设计起来更加灵活、准确。
Ｌｖ［６］提出了一种基于 ＩＳＥ准则的分数阶控制器。
Ｍａ［７］将分数阶ＰＩλ控制器运用于运动控制系统。
文献［８－１０］给出了分数阶 ＰＩλＤμ控制器的整定
和设计方法。Ｃｈｅｎ［１１］讨论了整数阶 ＰＩＤ控制器
针对参数变化的鲁棒性。尽管 Ｘｕｅ［１２］针对 ＩＳＥ
和ＩＴＡＥ标准，设计了最优分数阶 ＰＩＤ和 ＰＩ控制
器，并讨论了参数变化情况下系统的鲁棒性，但未

以鲁棒性作为控制目标，并且未设计专门针对参

数波动的分数阶控制器。本文提出了一种把参数

波动的鲁棒性作为设计目标的分数阶ＰＤμ控制器
设计方法，经过试验和比较证明其对于系统参数

波动所引起的超调量的变化具有很好的抑制

作用。

１　控制对象

在直线运动控制中，比较常用的是永磁直线

电机（ＰＭＬＭ），模型结构如图１所示，动力学表
达式［１３］为

Ｍ̈ｘ＋Ｄｘ＝Ｆｍ （１）

Ｋｅｘ＋Ｌａ
ｄＩａ
ｄｔ＋ＲａＩａ＝ｕ（ｔ） （２）

Ｆｍ＝ＫｍＩａ （３）
其中，ｘ表示位置；Ｍ、Ｄ、Ｆｍ分别表示力学

参数中的惯性、粘性、电机推力；ｕ、Ｉａ、Ｒａ、Ｌａ分
别表示直流电压、电枢电流、电枢电阻和电枢电

感；Ｋｍ 表示电动机推力系数，Ｋｅ是反电动势
系数。

图１　ＰＭＬＭ模型
Ｆｉｇ．１　ＭｏｄｅｌｏｆＰＭＬＭ

由于电气时间常数通常远小于机械时间常

数，所以忽略电枢电感，取Ｌａ＝０。简化模型为：

ｘ̈＝－
ＫｅＫｍ＋ＲａＤ
ＭＲａ

ｘ＋
Ｋｍ
ＭＲａ
ｕ （４）

控制对象的传递函数为：

Ｇ（ｓ）＝

Ｋｍ
ＫｅＫｍ＋ＲａＤ

ｓ（
ＲａＭ

ＫｅＫｍ＋ＲａＤ
ｓ＋１）

（５）

因为Ｇ（ｓ）的分子可由控制器参数 Ｋｐ来调
整，所以选取研究对象为：

Ｇｐ（ｓ）＝
１

ｓ（Ｔｓ＋１） （６）

易得

Ｇｐ（ｊω） ＝
１

ω １＋ω２Ｔ槡
２

（７）

∠Ｇｐ（ｊω）＝－
π
２－ａｒｃｔａｎ（ωＴ） （８）

２　分数阶鲁棒ＰＤμ控制器的设计

２．１　控制器参数整定

选取控制器为分数阶ＰＤμ控制器［１４］，传递函

数为：

Ｇｃ（ｓ）＝Ｋｐ＋ＫｐＫｄｓμ （９）
其中，０＜μ≤１，需要整定的参数有Ｋｐ、Ｋｄ和

μ。当μ＝１时，控制器为整数阶 ＰＤ控制器。由
式（９）得
　Ｇｃ（ｊω）＝Ｋｐ＋ＫｐＫｄ（ｊω）

μ

＝Ｋｐ＋ＫｐＫｄωμ（ｃｏｓ
πμ
２＋ｊｓｉｎ

πμ
２） （１０）

∠Ｇｃ（ｊω）＝－
π（１－μ）
２ ＋

ａｒｃｔａｎ
Ｋｄωμ＋ｓｉｎ

π（１－μ）
２

ｃｏｓπ（１－μ）２

（１１）

Ｇｃ（ｊω） ＝Ｋｐ×

　 （Ｋｄωμｃｏｓ
πμ
２＋１）

２＋（Ｋｄωμｓｉｎ
πμ
２）槡

２ （１２）

　　系统的开环传递函数为
Ｇｋ（ｓ）＝Ｇｃ（ｓ）Ｇｐ（ｓ） （１３）

　　相频特性为
∠Ｇｋ（ｊω）＝∠Ｇｃ（ｊω）＋∠Ｇｐ（ｊω）

　　＝－π（１－μ）２ ＋ａｒｃｔａｎ
Ｋｄωμ＋ｓｉｎ

π（１－μ）
２

ｃｏｓπ（１－μ）２

　　－π２－ａｒｃｔａｎ（ωＴ） （１４）

　　对于典型二阶系统

Φ（ｓ）＝
ω２ｎ

ｓ２＋２ζｗｎｓ＋ω
２
ｎ

（１５）

其开环传递函数为

Ｇ（ｓ）＝
ω２ｎ

ｓ（ｓ＋２ζｗｎ）
（１６）

·３４１·
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根据剪切频率的定义

Ｇ（ｊωｃ） ＝
ω２ｎ

ｊｗｃ（ｊｗｃ＋２ζｗｎ）
＝１ （１７）

得

ｗｃ＝ｗｎ １＋４ζ槡
４－２ζ槡

２ （１８）
　　根据相角裕度的定义
γｍ ＝１８０°＋∠Ｇ（ｊωｃ）＝１８０°－９０°

－ａｒｃｔａｎ
ｗｃ
２ζｗｎ

＝ａｒｃｔａｎ ２ζ

１＋４ζ槡
４－２ζ槡

２
（１９）

由超调量的定义可得

σｐ％＝
ｃ（ｔｐ）－ｃ（∞）
ｃ（∞）

×１００％＝ｅ
πζ
１－ζ槡 ２×１００％

（２０）
由式（１９）和式（２０）绘制典型二阶系统相角

裕度和超调量的关系曲线，如图２所示。

图２　σｐ％与γｍ关系曲线

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆσｐ％ ａｎｄγｍ

由图２可知，对于典型二阶系统，σｐ％与 γｍ
有确定的对应关系，γｍ越大则 σｐ％ 越小。所以
为了抑制由参数波动引起的超调量的波动，必须

使剪切频率附近的开环传递函数的相角保持稳

定，即

ｄ∠Ｇｋ（ｊω）
ｄω ω＝ωｃ

＝０ （２１）

　　对于给定ωｃ和γｍ指标的系统，由式（１４）和
式（２１）可得

∠Ｇｋ（ｊω）ω＝ωｃ＝－
π（１－μ）
２

＋ａｒｃｔａｎ
Ｋｄωμｃ＋ｓｉｎ

π（１－μ）
２

ｃｏｓπ（１－μ）２

－π２－ａｒｃｔａｎ（ωｃＴ）＝γｍ－π （２２）

ｄ∠Ｇｋ（ｊω）
ｄω ω＝ωｃ

＝

Ｋｄμωμ
－１
ｃ ｃｏｓ

π（１－μ）
２

（ｓｉｎπ（１－μ）２ ＋Ｋｄωμｃ）
２＋ｃｏｓ２π（１－μ）２

－ Ｔ
（Ｔωｃ）

２＋１
＝０　　　　　 （２３）

　　式（２２）和式（２３）是关于 Ｋｄ和 μ的方程，通
过解方程组可以确定 Ｋｄ和 μ。开环系统剪切频
率ωｃ满足

Ｇｋ（ｊωｃ） ＝ Ｇｃ（ｊωｃ）· Ｇｐ（ｊωｃ）

＝
Ｋｐ （Ｋｄωμｃｃｏｓ

πμ
２＋１）

２＋（Ｋｄωμｃｓｉｎ
πμ
２）槡

２

ωｃ １＋ω２ｃＴ槡
２

＝１

（２４）

代入Ｋｄ和μ，通过式（２４）可以求出Ｋｐ。

２．２　分数阶微积分估计方法

由于分数阶微积分问题的特殊性，并不能利

用现有的整数阶系统分析方法来进行研究和解

决，一般是将分数阶系统进行近似化处理。近似

化分为直接近似化和间接近似化两种。直接近似

化是将分数阶系统转化为离散的整数阶系统，即

利用ｚ变换来近似；间接近似化是将分数系统转
化为连续的整数阶系统，即利用拉普拉斯变换来

近似。

间接近似化方法是：首先在连续时域内选定

近似频率，然后再近似成适合的有理传递函数。

本文采用Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近似法［１５］。

对于传递函数

Ｈ（ｓ）＝（ｓ
ωμ
）（α），α∈Ｒ＋ （２５）

在给定的频率段中，用

)Ｈ＝（
ωμ
ωｈ
）α∏

Ｎ

ｋ＝－Ｎ

１＋ｓ
ω′ｋ

１＋ｓ
ωｋ

（２６）

来代替Ｈ（ｓ）。其中

ω′ｋ＝ωｂ（
ωｈ
ωｂ
）
ｋ＋Ｎ＋０．５（１－α）

２Ｎ＋１

ωｋ＝ωｂ（
ωｈ
ωｂ
）
ｋ＋Ｎ＋０．５（１＋α）

２Ｎ＋１

２．３　稳定性判据

稳定性是控制系统的基本要求。分数阶系统

的稳定性评价条件与整数阶系统有很大差别［１６］。

对于分数阶系统传递函数

Ｇ（ｓ）＝
ｂｍｓ

ｍα＋ｂｍ－１ｓ
（ｍ－１）α＋…＋ｂ１ｓ＋ｂ０

ａｎｓ
ｎα＋ａｎ－１ｓ

（ｎ－１）α＋…＋ａ１ｓ＋ａ０
（２７）

设λ＝ｓα，代入（２７）得

Ｇ（λ）＝
ｂｍλ

ｍ＋ｂｍ－１λ
（ｍ－１）＋…＋ｂ１λ＋ｂ０

ａｎλ
ｎ＋ａｎ－１λ

（ｎ－１）＋…＋ａ１λ＋ａ０
（２８）

分数阶系统的稳定性可以通过函数 Ｇ（λ）在
λ平面的极点分布来确定，如图３所示。

·４４１·
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图３　稳定性区域
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｇｉｏｎｓｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙ

３　仿真与试验

系统仿真工具采用的是 ＭＡＴＬＡＢ７．１０．０
（Ｒ２０１０ａ）；试验平台采用型号为 ＢＬＭＣ－１９２的
直线电机，气浮导轨支撑，电机驱动器采用的是

ＳｏｌｏｉｓｔＣＬ。通过简单辨识可得系统的名义传递
函数为

Ｇｐ（ｓ）＝
０．０２７

ｓ（０．０４６５ｓ＋１） （２９）

３．１　直线运动控制平台ＰＤμ控制器设计

给定期望 ωｃ＝６２．８ｒａｄ／ｓ，γｍ＝７０
°，根据２．１

介绍的方法绘制式（２２）和式（２３）的曲线如图４
所示。

图４　关于μ和 Ｋｄ的曲线

Ｆｉｇ．４　ＣｕｒｖｅｓｏｆμａｎｄＫｄ

由曲线交点得出 μ＝０．８６２２，Ｋｄ＝０．０４９１。
将μ和Ｋｄ代入式（２４）可得Ｋｐ＝８８．６５９２，即

Ｇｃ（ｓ）＝８８．６５９２（１＋０．０４９１ｓ
０．８６２２） （３０）

开环传递函数为

　Ｇｋ（ｓ）＝Ｇｃ（ｓ）×Ｇｐ（ｓ）

＝２．３９３７８４（１＋０．０４９１ｓ
０．８６２２）

ｓ（０．０４６５ｓ＋１） （３１）

闭环系统的传递函数为

　Ｇｂ（ｓ）＝
Ｇｋ（ｓ）
１＋Ｇｋ（ｓ）

＝ ４．３５３２ｓ０．８６２２＋８８．６５９２
０．０４６５２＋ｓ＋４．３５３２ｓ０．８６２２＋８８．６５９２

（３２）
根据２．３节的稳定性判别方法，取 α＝０．

０００１，则Ｇ（λ）的极点分布如图５和图６所示。
由图６可见，系统的极点都分布在稳定区内，

图５　Ｇ（λ）极点分布图
Ｆｉｇ．５　ＰｏｌｅｓｍａｐｏｆＧ（λ）

图６　极点局部放大图
Ｆｉｇ．６　Ｐａｒｔｅｎｌａｒｇｅｍｅｎｔｏｆｐｏｌｅｓｍａｐ

所以基于ＰＤμ方法设计的闭环系统是稳定的。
根据２．２节介绍的分数阶微积分估计方法，

取频率范围为［１ｅ（－４，１ｅ４］，Ｎ＝４，得到控制器
的近似传递函数为

ＧｃＬ（ｓ）＝
２８１１ｓ９＋４．８ｅ００６ｓ８＋９．３７５ｅ００８ｓ７＋
ｓ９＋９９７３ｓ８＋１．１３８ｅ００７ｓ７＋

２．３３１ｅ０１０ｓ６＋７．４７ｅ０１０ｓ５＋３．０９１ｅ０１０ｓ４＋
１．６５２ｅ００９ｓ６＋３．０９１ｅ０１０ｓ５＋７．４７ｅ０１０ｓ４＋
１．６５２ｅ００９ｓ３＋１．１３８ｅ００７ｓ２＋９９７３ｓ＋１

２．３３１ｅ０１０ｓ３＋９．３７５ｅ００８ｓ２＋４．８ｅ００６ｓ＋２８１１
（３３）

　　ＧｃＬ（ｓ）的波特图如图７所示。

图７　ＰＤμ控制器波特图

Ｆｉｇ．７　ＢｏｄｅｐｌｏｔｏｆＰＤμｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

　　系统开环传递函数
ＧｋＬ（ｓ）＝ＧｃＬ（ｓ）Ｇｐ（ｓ） （３４）

其波特图如图８所示，从图中可以看出：在 ωｃ附
近相角的变化率很小。由２．１节可知，对于增益
波动引起的相角的变化，系统的超调量具有比较

强的鲁棒性。

根据文献［１７］介绍的最优 ＩＴＡＥ控制器设计
方法，对控制对象Ｇｐ（ｓ）进行最优ＩＴＡＥ设计得到
的最优控制器参数为 Ｋｐｐ＝３３３．５９１５，Ｋｉｉ≈０，Ｋｄｄ

·５４１·
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图８　系统开环传递函数波特图
Ｆｉｇ．８　Ｂｏｄｅｐｌｏｔｏｆｏｐｅｎｌｏｏｐｔｒａｎｓｆｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎ

＝０．００１５２３７４１７。由于Ｋｉｉ近似为０，所以基于本
系统的最优ＩＴＡＥ控制实质上为整数阶 ＰＤ控制。
传递函数为

　ＧＩ（ｓ）＝３３３．５９１５（１＋０．００１５２３７４１７ｓ） （３５）

３．２　仿真研究

在Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ环境中，给闭环系统施加
幅值为０．１的阶跃信号，在参数 Ｋｐ和 Ｋｐｐ波动
±２０％的情况下，ＰＤμ控制器和ＩＴＡＥ最优控制器
的阶跃响应曲线分别如图９和图１０所示，可以看
出，在参数波动的情况下，ＰＤμ控制的超调量几乎
保持恒定，而 ＩＴＡＥ最优控制对于开环增益波动
的鲁棒性要差很多。

图９　ＰＤμ控制仿真阶跃响应曲线

Ｆｉｇ．９　ＰＤμ’ｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

图１０　ＩＴＡＥ最优控制仿真阶跃响应曲线
Ｆｉｇ．１０　ＩＴＡＥ’ｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

３．３　试验研究

利用直线运动控制试验台来测试设计的控制

器，直线运动控制试验台如图１１所示。
位置信号由 ＨＥＩＤＥＮＨＡＩＮ的 ＬＩＦ４７１Ｒ型光

栅尺测量，１００细分后精度可达０．１μｍ。利用冲
击响应不变法［１４］离散化式（３０），令 Ｔｓ＝０．００１ｓ，
得到

图１１　直线运动控制试验台
Ｆｉｇ．１１　Ｌｉｎｅａｒｍｏｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｐｌａｔｆｏｒｍ

ＧｃＰ（ｚ
－１）＝ ４．５５８－１４．９５ｚ－１＋

０．００２３０９－０．００５３２７ｚ－１＋
１８．４２ｚ－２－１０．３７ｚ－３＋

０．００３９０２ｚ－２－０．０００７８２７ｚ－３－
２．５２４ｚ－４－０．１８４８ｚ－５

０．０００１２４１ｚ－４＋２．９１６ｅ－００５ｚ－５
（３６）

　　如图１２所示，虚线和实线分别为离散前后的
控制器波特图。

图１２　离散前后的ＰＤμ控制器波特图

Ｆｉｇ．１２　ＢｏｄｅｐｌｏｔｓｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｎｄｄｉｓｃｒｅｔｅＰＤμｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ

对于ＩＴＡＥ最优控制器，以周期０．００１ｓ离散
化式（３５）得

ＧｃＩ（ｚ
－１）＝１３５０－６８３ｚ

－１

１＋ｚ－１
（３７）

分别给定ＰＤμ控制器和 ＩＴＡＥ最优控制器幅
值为０．１的阶跃参考信号，在参数 Ｋｐ和 Ｋｐｐ波动
±２０％的情况下，由光栅尺测量的 ＰＤμ控制和

ＩＴＡＥ最优控制的位置反馈数据分别如图１３和图
１４所示。由于光栅尺采集译码卡略有干扰，数据
带有少量“毛刺”。实测数据与仿真结果一致，

ＰＤμ控制方法对于增益波动的鲁棒性明显优于
ＩＴＡＥ控制方法。

４　结论

本文针对运动控制系统设计了对增益波动的

超调量鲁棒的分数阶 ＰＤμ控制器，通过仿真和试
验证明了该控制方法的有效性和实用性。特别是

·６４１·
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图１３　ＰＤμ控制试验阶跃响应数据

Ｆｉｇ．１３　ＰＤμ′ｓｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｄａｔａ

图１４　ＩＴＡＥ最优控制试验阶跃响应数据
Ｆｉｇ．１４　ＩＴＡＥ’ｓｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｄａｔａ

在针对参数波动的鲁棒性方面，表现尤为突出。

可以看到，同整数阶 ＩＴＡＥ最优控制方法相比较，
分数阶控制器在运动控制方面的优势明显。下一

步，本课题还有待继续更加深入地进行分数阶智

能控制器在运动控制方面的研究。
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