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基于 Ｕ变换的空间站交会调相非线性协方差分析方法

黄海兵，张　进
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：针对空间站交会调相过程中的长时间偏差传播问题，提出一种基于 Ｕ变换的协方差分析方法
ＵＴＣＡＭ。在给出空间站交会轨道调相策略和轨道机动参数计算方法后，对 ＵＴＣＡＭ的原理和流程进行了介
绍，通过和ＳＴＫ以及ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ的对比验证表明，ＵＴＣＡＭ与该两种分析方法的协方差相对误差均在１．２％
以内，且计算耗时仅为ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ的１／４６０，可快速准确地实现非线性系统的均值和协方差预报。最后基于
ＵＴＣＡＭ对长达２０天的空间站交会调相的偏差传播进行了分析，并采用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真对其分析结果进行
了验证，验证了该方法的有效性。
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　　在交会对接任务中一般要求空间站在近圆回
归轨道上运行，当追踪航天器入轨点进入空间站

轨道面时，要求空间站和追踪航天器之间的纬度

幅角差（相位角）和空间站轨道高度在设计范围

内，且保证两航天器轨道共面。空间站相位调整，

简称空间站调相，是指空间站进行若干次轨道机

动，在追踪航天器入轨点进入空间站轨道平面时，

满足对空间站的轨道高度、偏心率及纬度幅角的

要求。空间站调相实质上属于多圈多冲量交会问

题，这一问题和追踪航天器远距离导引段的轨道

控制类似。

空间站调相段的轨道机动不仅要瞄准终端状

态，还需要保证在设计允许的偏差范围内，以便追

踪航天器能够顺利地进行远距离导引。空间站调

相阶段时间较长，由于存在动力学模型、轨道确

定、轨道控制等偏差，需要在各种偏差情况下，得

到调相段的实际飞行状态和标称状态的偏差演变

规律，以便适时修正，满足终端的偏差需求。

常见的偏差分析方法包括 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真
方法、协方差分析方法与协方差分析描述函数方

法 （Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ
Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，ＣＡＤＥＴ）。文献［１］分析了交会各阶段
的主要偏差项，总结了现有的偏差传播分析研究

成果。

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真方法是简单的随机抽样统
计，适用于各种交会任务和任意偏差类型，但是为

了得到较为准确的统计结果，通常需要较大的样

本，还需要对结果进行统计，运算量相当庞大，仿

真计算分析需要的时间较长。

协方差分析方法基于线性的或者线性化的动
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力学方程，如交会对接任务中常采用 Ｃ－Ｗ状态
转移矩阵和相应的协方差传递矩阵进行计

算［２－３］。文献［４］基于轨道根数形式的摄动动力
学方程，采用拟平均根数法，得到航天器状态的非

线性显性表达式，然后泰勒展开，忽略高阶项，得

到线性化模型，再采用协方差方法进行各类偏差

的统计计算。

协方差分析描述函数法可进行线性和非线性

方程的偏差传播分析。ＣＡＤＥＴ最初目的是用于导
弹制导系统性能分析［５］，ＣＡＤＥＴ的基本思想是运
用描述函数理论，首先对系统进行统计线性化，然

后采用协方差分析，对线性化系统数学模型求出随

机状态变量的均值和协方差矩阵传播微分方程。

文献［６］采用ＣＡＤＥＴ对航天器交会精度进行了计
算分析。该方法有一个明显的缺点，对于较复杂的

非线性微分方程，推导出的描述函数非常复杂。

本文拟提出采用基于 Ｕ变换［７］的非线性协

方差分析方法（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＴｒａｎｓｆｏｒｍＣｏｖａｒｉａｎｃｅ
ＡｎａｌｙｓｉｓＭｅｔｈｏｄ，ＵＴＣＡＭ）来进行空间站调相过程
的偏差预报，Ｕ变换来源于ＵＫＦ中的均值和协方
差预报过程，其基本思想是通过确定性采样点对

非线性函数的概率密度分布进行近似，而不是对

非线性函数进行近似，与随机采样相比，Ｕ变换采
样的粒子点（一般称为Ｓｉｇｍａ点）的个数仅为２ｎ＋
１，其中ｎ为状态量的个数。另外，Ｕ变换对非线性
函数统计量的精度至少达到２阶，对于特殊的采样
策略，如高斯分布４阶采样和偏度采样等可达到更
高阶精度，同时，不需要求导计算非线性系统的

Ｊａｃｏｂｉ矩阵，还可以处理非可导的非线性函数。

１　交会调相策略与机动参数计算

１．１　交会调相策略

图１给出了空间站轨道调相的示意图。相位
和轨道高度主要是通过空间站的轨道调整来保

证，一般说来，空间站相位调整主要通过第一次轨

道调整（Ｍ１点）实现，而轨道高度调整主要是通
过追踪航天器入轨前空间站的第二次（Ｍ３点）和
第三次轨道机动（Ｍ４点）来完成，其中第二次完
成高度瞄准，第三次主要是圆化轨道。如果第一

次轨道调整距追踪航天器入轨时刻的时间较长，

由于初始轨道偏差、轨道机动偏差和大气模型偏

差等因素，可能导致追踪航天器入轨时刻不满足

相位精度要求，此时必须在轨道高度调整前的某

个时间再加一次用于修正的相位调整机动（Ｍ２
点）。可见对于空间站调相任务，只需在轨道平

面内研究即可，主要对空间站的３～４次轨道机动

参数进行研究，并且在考虑几种主要的偏差情况

下，分析两航天器的终端相位差（Ｍ５点和 Ｍ６点
构成的角度θ）及其偏差。

图１　空间站交会调相策略
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｎｄｅｚｖｏｕｓｐｈａｓｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｙｏｆｓｐａｃｅｓｔａｔｉｏｎ

１．２　机动参数计算

为了瞄准追踪航天器入轨时空间站轨道高

度、偏心率与相位角，最少需要施加三次轨道机

动，空间站轨道机动方案［８］安排如下：

（１）距终端约Ｎ１圈进行切向机动 Δｖｔ１，调整
相位角；

（２）距终端约 Ｎ２圈（约１天）进行切向机动
Δｖｔ２，调整轨道高度；

（３）距终端约 Ｎ３圈（小于１天）进行切向机
动Δｖｔ３，圆化轨道。

第一次轨道机动参数Δｖｔ１的计算可以采取如
图２所示流程迭代计算获得高精度解。

图２　机动参数计算流程
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｆｌｏｗｏｆｍａｎｅｕｖｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒ
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Δｖｔ２在近地点执行调整远地点轨道高度，根
据高斯型摄动方程有

Δｖｔ２＝－
ｎ２
４
１－ｅ２
１＋ｅ槡 ２

δＨ （１）

其中，ｎ２、ｅ２、δＨ分别为 δｖｔ２执行前的平均角速度、
偏心率、远地点高度与瞄准轨道高度差。

Δｖｔ３用于调整偏心率，当机动前近地点高度
与瞄准轨道高度一致时（对应 δｖｔ２执行前近地点
高于瞄准轨道），在近地点进行轨道圆化；当远地

点高度与瞄准轨道高度一致时（对应 δｖｔ２执行前
近地点低于瞄准轨道），在远地点进行轨道圆化。

在近地点圆化时，机动参数为

Δｖｔ３＝－
ｎ３ａ３

２ １－ｅ槡
２
３

ｅ３ （２）

在远地点圆化时，机动参数为

Δｖｔ３＝
ｎ３ａ３

２ １－ｅ槡
２
３

ｅ３ （３）

其中，ｎ３、ａ３与 ｅ３分别为 δｖｔ３执行前的平均角速
度、半长轴、偏心率。

当不满足终端偏差约束时，还需在第一次机

动后施加一次修正的调相机动 δｖ′ｔ１，其计算方法
同第一次机动。

２　轨道偏差预报与转换方法

２．１　方法原理

ＵＴＣＡＭ主要借鉴ＵＫＦ中的均值和协方差更
新过程。考虑一个Ｌ维随机向量ｘ经过非线性变
换后得到ｙ＝ｆ（ｘ），并假设 ｘ的均值和协方差分
别为 珔ｘ和 Ｐｘ。在确保采样均值和协方差为 珔ｘ和
Ｐｘ的前提下，选择一组 Ｓｉｇｍａ点集，将非线性变
换应用于采样的每个 Ｓｉｇｍａ点，得到的非线性转
换后的点集｛Ｙｉ｝，非线性变换后的函数均值 珋ｙ和
协方差Ｐｙ是变换后 Ｓｉｇｍａ点集的统计量。Ｕ变
换可按照如图３所示的３个步骤来完成。

图３　Ｕ变换框图
Ｆｉｇ．３　Ｆｒａｍｅｇｒａｐｈｏｆｕｎｓｃｅｎｔｅｄｔｒａｎｓｆｏｒｍ

（１）构造Ｓｉｇｍａ点
根据随机向量ｘ的均值 珔ｘ和协方差 Ｐｘ，在均

值珔ｘ的附近构造一组Ｓｉｇｍａ点χｉ
χ０＝珔ｘ

χｉ＝珔ｘ＋ Ｌ＋( )λＰ槡( )ｘ ｉ ｉ＝１，…，Ｌ

χｉ＝珔ｘ－ Ｌ＋( )λＰ槡( )ｘ ｉ ｉ＝Ｌ＋１，…，２Ｌ

（４）
显然，其样本均值和方差分别为 珔ｘ和 Ｐｘ，于

是可以用这组 Ｓｉｇｍａ点 χｉ来近似表示高斯分布
的状态变量ｘ的分布。

式（４）中，矩阵开根号约定为

Ｐ槡 ｘ Ｐ槡 ｘ
Ｔ
＝Ｐｘ （５）

可以通过协方差矩阵的乔里斯基分解求得。

（ （Ｌ＋λ）Ｐ槡 ｘ）ｉ表示矩阵的第 ｉ列，λ为可调尺
度参数，调整它可以改变逼近精度，一般可按 Ｌ＋
λ＝３取值。
（２）对Ｓｉｇｍａ点进行非线性传播

对所采样的输入变量 Ｓｉｇｍａ点集 χ{ }ｉ中的每
个Ｓｉｇｍａ点进行ｆ（·）非线性变换，得到变换后的
Ｓｉｇｍａ点集｛Ｙｉ｝。
（３）计算ｙ的均值和协方差

对变换后的 Ｓｉｇｍａ点集｛Ｙｉ｝进行加权处理，
从而得到输出变量的统计量 珋ｙ和Ｐｙ

珋ｙ＝∑
２Ｌ

ｉ＝０
Ｗ（ｍ）ｉ Ｙｉ （６）

Ｐｙ ＝∑
２Ｌ

ｉ＝０
Ｗ（ｃ）ｉ Ｙｉ－珋( )ｙ Ｙｉ－珋( )ｙＴ （７）

其中，Ｗ（ｍ）ｉ 和 Ｗ（ｃ）ｉ 分别为根据 Ｙｉ计算 ｙ的均值
和协方差所用加权系数，在标准的 Ｕ变换中可
取为

Ｗ（ｍ）ｉ ＝Ｗ（ｃ）ｉ ＝

λ
λ＋Ｌ

　　ｉ＝０

１
２λ＋( )Ｌ ｉ＝１，…，２

{ Ｌ
（８）

从上面的三个步骤可以看出，Ｕ变换不需要
计算非线性函数的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵，变换中仅涉及函
数计算，且该函数可以是“黑箱”形式，即使系统

模型非常复杂，也不会增加Ｕ变换实现的难度。

２．２　分析流程

空间站调相过程中除了考虑初始位置速度偏

差，还需考虑大气模型偏差，当进行轨道机动时，

还存在执行偏差，图４给出了基于 ＵＴＣＡＭ的空
间站调相偏差分析流程，其中带灰色底纹的过程

为Ｕ变换基本步骤。

·０２·
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图４　空间站调相偏差分析流程
Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｓｐａｃｅｓｔａｔｉｏｎｐｈａｓｉｎｇ

３　算例

３．１　有效性验证

采用考虑初始轨道偏差的空间站飞行过程的

均值和协方差传播分析的算例来验证 ＵＴＣＡＭ方
法的有效性。对于同一算例，分别采用本文提出

的ＵＴＣＡＭ、ＳＴＫ和 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ三种方法进行计
算，具体计算中，ＳＴＫ采用高精度轨道积分 ＨＰＯＰ
中的协方差计算功能模块，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真的样
本取为６０００。

空间站初始状态与仿真步长设置如表１，摄

表１　算例参数
Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｅｘａｍｐｌｅｓ

参数 取值

初始时刻 ２１Ｊｕｎ２０１０１２∶００∶００．０

轨道参数 ６７００ｋｍ，０．００１，４２°，１００°，５０°，８０[ ]°Ｔ

位置偏差 ［１０；１０；１０］Ｔｍ

速度偏差 ［０．０１；０．０１；０．０１］Ｔｍ／ｓ

仿真步长 ６０ｓ

　① 表中轨道参数按半长轴、偏心率、轨道倾角、升交点
赤经、近拱点角和真近点角的顺序。

动轨道积分基于 ＡｓｔｒｏＬｉｂ［９］，考虑的摄动因素包
括地球非球形摄动及大气阻力摄动，引力场为２１
×２１阶次的 ＪＧＭ３模型，大气模型为 ＮＲＬＭＳＩＳＥ

００模型，阻力系数取２．２，Ｆ１０．７通量为１５０，地磁
指数Ａｐ＝２６．０６５５８７。空间站质量 １０００００ｋｇ，阻
力面积为３００ｍ２，位置和速度偏差均在地心Ｊ２０００
坐标系中给出。

表２给出了ＳＴＫ与ＵＴＣＡＭ在１天后位置均
值和协方差矩阵的对比，其中位置均值相差仅在

１ｍ以内，协方差矩阵对应元素的相对误差最大仅
为１．１３％。

表３为ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ和ＵＴＣＡＭ两种方法计算
的空间站１天后的位置和速度的均值以及协方差
矩阵的对比结果。可以看出，轨道预报 １天后
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真 ６０００次的统计均值和 ＵＴＣＡＭ
均值预报的结果高度一致，位置均值误差仅在２ｍ
以内。位置协方差矩阵各元素的相对误差很小，

对应元素相对误差最大仅为１．１７％。另外，采用
ＵＴＣＡＭ只需对轨道积分１３（考虑６个偏差因素
情况）次，相比 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ６０００次轨道仿真积
分，耗时仅为 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ的１／４６０，另外，ＵＴＣＡＭ
计算完成后无须对数据进行统计等后处理。

通过 ＳＴＫ与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ两种方法对本文提
出的ＵＴＣＡＭ进行对比验证，可以看出，ＵＴＣＡＭ
不仅计算耗时少，且结果与 ＳＴＫ以及 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
的结果具有很好的一致性，可以用于后续的空间

站调相过程中的协方差分析。

３．２　交会调相协方差分析

空间站调相过程中除了考虑初始位置速度偏

差，还需考虑大气模型偏差，当进行轨道机动时，

还存在速度增量大小偏差。

空间站初始状态与初始状态偏差同表１，追
踪航天器假设在２０１０年７月１０日发射，入轨点
升交点经度１００°，当追踪航天器入轨时，要求空
间站为近圆两天回归轨道，根据空间站轨道倾角

对应的轨道高度约为 ３３６ｋｍ（取地球半径为
６３７８．１３７ｋｍ），空间站纬度幅角为２００°。

空间站调相过程共计 ３０６圈 ，第一次机动
δｖｔ１在第２圈执行，距离终端３０５圈，修正机动δｖ′ｔ１
执行圈次待定，初始位置与速度偏差与表１一致，
大气模型误差采用相对形式给出，其均方差为 σρ
＝０．０５，轨道机动误差的均方差为机动冲量大小
的线性函数σｖｔ＝ｃ１δｖｔ＋ｃ２，其中，ｃ１＝０．０００５，ｃ２＝
０．００５ｍ／ｓ。最终在各自误差影响下，追踪航天器
入轨时相位角偏差不允许超过５°。

表４给出了ＵＴＣＡＭ与ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ两种方法
得到的位置均值和协方差计算结果，可以看出，

ＵＴＣＡＭ计算结果和ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ统计结果在空间

·１２·
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站近２０天的调相过程中位置均值相对误差仅在
２％以内。对比表４中位置协方差矩阵各元素可
知，ＵＴＣＡＭ计算结果和 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ统计结果的
相对误差在７％以内。

通过如下坐标变换可以得到 ＶＶＬＨ轨道坐
标系中的协方差矩阵为

ＰＶＶＬＨ＝ＡＰＥＣＩＡ
Ｔ （９）

其中，ＰＶＶＬＨ和ＰＥＣＩ分别表示 ＶＶＬＨ轨道坐标
系和地心 Ｊ２０００坐标系中位置协方差矩阵，而矩
阵Ａ为从地心Ｊ２０００坐标系到ＶＶＬＨ轨道坐标系
的坐标变换矩阵。

图５给出了ＶＶＬＨ轨道坐标系下的空间站径
向、切向和法向的位置偏差均方根曲线，可以看

出，三个方向的均方根幅值都随时间呈二次函数

增长，其中切向位置偏差最大，其终端时刻均方根

达６４５ｋｍ。由于法向位置偏差呈周期性振荡增
长，且振荡周期为轨道周期，因此图５（ｃ）中的曲
线呈现密集区域。

再分别采用ＵＴＣＡＭ和ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ两种方法
将位置偏差转换成轨道根数偏差，两种方法给出

的结果一致，终端相位角偏差均方根约５．５°，超
出相位角偏差终端约束５°的要求。可见此时需
要在中间某个圈次施加修正脉冲，为了节省燃料，

在满足终端相位角约束的情况下，应尽量提前施

加该修正脉冲δｖ′ｔ１。而修正脉冲的速度增量需要
根据当前的状态重新计算，此时采用 ＵＴＣＡＭ难
以直接分析。将ＵＴＣＡＭ分析的结果逐圈对比可
知，在距离终端１７０圈施加修正脉冲后引起的切
向位置偏差均方根为１９４．２ｋｍ，根据简单的公式，
可得此时相位角偏差的３σ值为

εδθｍａｘ＝３×
１９４．２
６７００×

１８０
π
＝４．９８°

可见，在距离终端１７０圈施加修正脉冲，可以
保证空间站终端相位角偏差５°的约束，满足追踪
航天器交会的初始条件。

表２　ＳＴＫ与ＵＴＣＡＭ对比验证结果
Ｔａｂ．２　ＶａｌｉｄａｔｅｒｅｓｕｌｔｓｂｅｔｗｅｅｎＳＴＫａｎｄＵＴＣＡＭ

方法 ＳＴＫ ＵＴＣＡＭ

均值（ｋｍ）

协方差

－４９７８．０９９ ５９２．８３８ ４４３４．７３９ －４９７８．０９９ ５９２．８３７ ４４３４．７３８

０．０１８５４９ ０．５４０６３９ －０．０４８８６ ０．０１８７５８ ０．５４０１５６ －０．０４９０４１

０．５４０６３９ １５．８５３５ －１．４３１９２ ０．５４０１５６ １５．６７４０９６ －１．４２１５２１

－０．０４８８６ －１．４３１９２ ０．１２９４４３ －０．０４９０４１ －１．４２１５２１ ０．１２９０５４

表３　ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ与ＵＴＣＡＭ对比验证结果
Ｔａｂ．３　ＶａｌｉｄａｔｅｒｅｓｕｌｔｓｂｅｔｗｅｅｎＭｏｎｔｅＣａｒｌｏａｎｄＵＴＣＡＭ

方法 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ ＵＴＣＡＭ

均值（ｋｍ）

协方差

－４９７８．０９９ ５９２．８３８ ４４３４．７３６ －４９７８．０９９ ５９２．８３７ ４４３４．７３８

０．０１８８９１ ０．５４５６２１ －０．０４９４９０ ０．０１８７５８ ０．５４０１５６ －０．０４９０４１

０．５４５６２１ １５．８５９９９１ －１．４３７８６０ ０．５４０１５６ １５．６７４０９６ －１．４２１５２１

－０．０４９４９０ －１．４３７８６０ ０．１３０４６３ －０．０４９０４１ －１．４２１５２１ ０．１２９０５４

表４　空间站位置均值和协方差
Ｔａｂ．４　Ｍｅａｎａｎｄｃｏｖａｒｉａｎｃｅｏｆｓｐａｃｅｓｔａｔｉｏｎｐｏｓｉｔｉｏｎ

方法 ＵＴＣＡＭ ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ

均值（１０６ｍ）

协方差（１０１１）

－３．７０８ ５．３４４ －１．５１９ －３．６９０ ５．３６１ －１．５００

１．２４２ １．２４２ １．４２６ １．２５３ １．２４６ １．４３７

１．２４２ １．３１１ １．４４７ １．２４６ １．２７３ １．４３９

１．４２６ １．４４７ １．６４４ １．４３７ １．４３９ １．６５１

·２２·
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（ａ）径向 （ｂ）切向 （ｃ）法向

图５　位置偏差均方根曲线
Ｆｉｇ．５　Ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｇｒａｐｈｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓ

４　结论

提出了基于 Ｕ变换的非线性协方差传播与
转换的分析方法，通过与 ＳＴＫ协方差计算和
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ打靶统计的结果进行对比，验证了该
方法的有效性。最后采用该方法解决了空间站调

相这一长时间多偏差因素的协方差传播分析难

题。如何把该方法应用于考虑偏差因素的轨道优

化设计中是作者下一步的研究工作。
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