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基于频率分集的阵列雷达低角跟踪算法
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摘　要：针对舰载Ｘ波段阵列雷达研究了低角跟踪问题，雷达工作在频率分集模式。利用复反射系数与
擦地角的关系建立了多频多径条件下阵列接收信号模型。推导了多频极大似然仰角谱，揭示了多频体制抑

制仰角模糊的机理，推导出了仰角谱栅瓣间隔，分析了系统带宽对仰角谱的影响。提出谱峰正确选择概率来

度量测角性能，通过仿真研究了ＳＮＲ、目标仰角对仰角谱估计精度的影响，给定目标仰角条件下得到了满足
测角精度要求的最小ＳＮＲ，最小ＳＮＲ随目标仰角增加并非严格单调下降。
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　　多径效应严重影响着雷达对低空（低仰角）
目标的探测与测量，尤其对舰载雷达。当雷达跟

踪位于海平面以上、天线波束宽度以内的目标时，

目标直达波伴随着多径反射波一起被雷达接收。

多径回波由镜面反射分量和漫反射分量构成，当

反射面起伏较小时，以镜面反射分量为主；当反射

面起伏较大时，以漫反射为主。多径效应使得雷

达跟踪误差增大，甚至失效。低角跟踪的难点在

于无论在空域、时域和频域都很难分辨多径信号

和直达信号。

采用阵列信号处理技术是当前解决低角跟踪

的重要技术途径。阵列信号处理又可分为两大类：

第一类是基于特征分解的高分辨方法［１－２］，其核心

是利用高分辨算法来区分目标与其镜像，进而提高

目标高度的估计精度，然而该类方法在实践中效果

并不理想，因为高分辨算法受到相干源、快拍有限

的限制使性能下降或者失效；第二类是基于精确多

径模型的极大似然方法［３－８］，其核心是对多径信号

进行精确建模，减少估计问题中未知参量的数目，

进而改善目标高度的估计精度。然而在单频点（或

窄带）工作条件下，仰角估计将出现“模糊”现象。

雷达天线与其镜像构成虚拟二元阵，仰角模糊来自

于干涉方向图的周期性。克服仰角模糊的方法是

采用频率分集（或频率捷变）技术，其机理是雷达

频率的变化导致虚假目标的峰值移动而真实目标

的位置不会改变。加拿大渥太华国防研究院［３－５］

和加拿大ＭｃＭａｓｔｅｒ大学［６－８］分别开发了低角跟踪
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统均工作在Ｘ波段，两个频点同时工作，采用第二
类测高算法，并开展了实验研究，但１９９５年之后未
见报导。最近，文献［９］针对大规模阵列雷达低角
跟踪问题提出了基于极大似然估计的高度估计算

法，采用频率捷变和子阵划分避免了多径衰落。文

献［１０］针对舰载相控阵雷达低角跟踪问题在传统的
相位比较单脉冲的基础上提出了间隔搜索算法，并

且基于聚类理论研究了最优频率选择问题。在上述

文献的研究中，复反射系数直接采用－１，没有考虑
复反射系数与擦地角以及极化的关系，所建立的多

径模型并不“精确”。

１　多频多径阵列信号模型

１．１　复反射系数模型

对于平静海面，在平均盐度和温度条件下，各

个频段的反射系数均可以解析计算出来，并且与

实际测量吻合得较好。Ｘ波段（１０ＧＨｚ）复反射系
数［１３］曲线如图１所示。

（ａ）幅度

（ｂ）相位
图１　Ｘ波段复反射系数与擦地角的关系曲线

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｃｕｒｖｅｓｏｆＣＲＣｖｓｇｒａｚｉｎｇａｎｇｌｅｉｎＸｂａｎｄ

水平极化条件下，复反射系数幅度和相位与

擦地角近似呈线性关系，在［０°，１０°］范围之内可
表示为：ρＨ ＝１－０．００４１２ψ，Ｈ＝１８０＋４／９０ψ，
由于斜率很小，因此在实际应用中可以认为复反

射系数与擦地角近似无关，即幅度近似为１，相位
近似为１８０°。垂直极化条件下，复反射系数与擦
地角关系密切。随着擦地角的增大，复散射系数

相位从１８０°开始单调下降；复反射系数幅度从１
开始先下降，然后略微上升，在７°时达到最小值，
该角度称为布儒斯特角。

假定在整个工作带宽内复反射系数与频率近

似无关，即工作带宽内其他频点对应的复反射系

数均用中心频率对应的复反射系数来近似。

１．２　多频多径阵列信号模型

假定镜面反射机理占优势，漫反射分量可以

忽略，阵列接收的信号为直达信号与镜面多径信

号的叠加。考虑常规的对称多径情形，直达信号

和镜面反射信号的入射角关于阵列法向对称，并

均等于擦地角。设该阵列雷达系统具有 Ｋ个工
作频点，对于第ｋ个工作频点，多径条件下阵列接
收信号模型可以表示为：

ｘｋ＝Ａｄ，ｋ·ｓｋ（θ）＋Ａｉ，ｋ·ｓｋ －( )θ＋ｎｋ （１）
其中：Ａｄ，ｋ、Ａｉ，ｋ分别表示直达和镜面反射信号的复幅
度，根据复反射系数的定义Ａｉ，ｋ＝ρ（θ）Ａｄ，ｋ，ｓｋ（θ）为
第ｋ个频点对应的阵列导向矢量，以阵列相位中心
为参考点。假定阵列噪声为零均值独立同分布正态

白噪声，即：Ｅ［ｎｋ］＝０Ｎ×１，Ｅ［ｎｋｎ
Ｈ
ｋ］＝σ

２
ｋＩＮ，并且不

同频率间噪声矢量独立。若复反射系数信息已

知，则多频多径阵列接收信号模型可重写为：

ｘｋ＝Ａｄ，ｋ·ｂｋ（θ）＋ｎｋ （２）
其中：ｂｋ（θ）＝ｓｋ（θ）＋ρ（θ）ｓｋ －( )θ为多径条件下
阵列复合导向矢量，在该模型中未知参量有Ａｄ，ｋ（ｋ
＝１，２，…，Ｋ）和θ，在以下推导中Ａｄ，ｋ用Ａｋ表示。

２　ＭＦＭＬ谱估计

本节将从极大似然估计原理出发，利用复反

射系数与擦地角的关系规律推导仰角谱，并揭示

多频抑制仰角模糊的机理。

２．１　ＭＦＭＬ仰角谱

在各个频点噪声矢量独立的假设条件下，阵列

接收数据矩阵 Ｘ＝［ｘ１　ｘ２　…　ｘＫ］的概率密
度为：

ｐＸ( )θ＝∏
Ｋ

ｋ＝１

１
πＮ σ２( )

ｋ
Ｎ
ｅｘｐ－

ｘｋ－Ａｋ·ｂｋ（θ）
２

σ２{ }
ｋ

（３）
对上式取对数得到似然函数：

Ｌ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
－Ｎｌｎπ－Ｎｌｎσ２( )

ｋ －
ｘｋ－Ａｋ·ｂｋ（θ）

２

σ２[ ]
ｋ

（４）

·４９·
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根据极大似然估计原理，未知参数Ａｋ和θ的极大
似然估计为：

Ａ^ｋ，θ^＝ａｒｇｍｉｎＡｋ，θ∑
Ｋ

ｋ＝１

ｘｋ－Ａｋ·ｂｋ（θ）
２

σ２ｋ
（５）

固定θ，代价函数对于 Ａｋ求共轭偏导，并令之为
零得到：

Ａ^ｋ＝
ｂＨｋ（θ）ｘｋ
ｂｋ（θ）

２ （６）

将其代入式（５），消除未知参数 Ａｋ的影响，得到 θ
的极大似然估计：

θ^＝ａｒｇｍｉｎ
θ
∑
Ｋ

ｋ＝１

Ｐｂ⊥ｋｘｋ
２

σ２ｋ
（７）

其中：Ｐｂ⊥ｋ ＝ＩＮ－
ｂＨｋ（θ）ｂｋ（θ）
ｂｋ（θ）

２ 为到矢量 ｂｋ所张成

一维子空间正交补空间上的投影矩阵，利用正交

投影的性质可知：０≤ Ｐｂ⊥ｋｘｋ
２≤ ｘｋ

２，因此上式

也等价于：

θ^＝ａｒｇｍａｘ
θ
ｆＭＦＭＬ（θ）＝

∑
Ｋ

ｋ＝１

ｘｋ
２

σ２ｋ

∑
Ｋ

ｋ＝１

Ｐｂ⊥ｋｘｋ
２

σ２ｋ

（８）

函数ｆＭＦＭＬ（θ）称为多频极大似然仰角谱函数，对
目标仰角进行搜索，峰值位置即对应目标仰角。

２．２　抑制仰角模糊机理

若频点数为１，则 ＭＦＭＬ仰角谱退化为单频
极大似然（ＳＦＭＬ）仰角谱，对于频点 ｋ仰角谱函
数为：

ｆＳＦＭＬ，ｋ（θ）＝
ｘｋ

２

Ｐｂ⊥ｋｘｋ
２ （９）

为了验证ＭＦＭＬ抑制仰角模糊的机理，特地
给出典型条件下的ＭＦＭＬ仰角谱与ＳＦＭＬ仰角谱
的对比，目标仰角为１°。图２（ａ）（ｂ）（ｃ）分别为
频点９．６ＧＨｚ、１０．０ＧＨｚ和１０．４ＧＨｚ的ＳＰＭＬ仰角
谱，图２（ｄ）给出了三个频点频率分集工作模式下
的ＭＦＭＬ仰角谱。

可以看出：无论是 ＳＦＭＬ仰角谱还是 ＭＦＭＬ
仰角谱均呈现“多峰值”结构，除了在真实目标位

置出现谱峰外，在其他位置出现“虚假”谱峰，或

者栅瓣。在ＳＦＭＬ仰角谱中主瓣和栅瓣电平相差
不大，甚至栅瓣峰值还略大于主瓣峰值，因此利用

单频极大似然估计很容易出现仰角模糊现象。实

际上，“虚假”谱峰的位置随着频率的变化而变

化，而真实谱峰不随频率而变化。ＭＦＭＬ仰角谱
综合利用多频点信息，抑制了虚假谱峰的电平，相

对而言真实谱峰得到加强，因此多频的应用有效

（ａ）ｆ１＝９．６ＧＨｚ

（ｂ）ｆ０＝１０．０ＧＨｚ

（ｃ）ｆ２＝１０．４ＧＨｚ

（ｄ）三频点
图２　单频仰角谱与多频仰角谱对比

Ｆｉｇ．２　ＳＦＭＬｓｐｅｃｔｒｕｍｓａｎｄＭＦＭＬｓｐｅｃｔｒｕｍ

·５９·



国 防 科 技 大 学 学 报 第３６卷

抑制了目标仰角模糊程度。

２．３　栅瓣间隔

在ＭＦＭＬ仰角谱中，主瓣峰值位置θ０对应真

实目标仰角，相邻右、左的谱峰分别定义为第 ±１
栅瓣、第±２栅瓣……。各个峰值的位置分别为
｛…θ－２，θ－１，θ０，θ１，θ２，…｝。仰角谱多峰值结构
主要是由雷达天线与其镜像构成的虚拟二元阵

（或干涉仪）的阵因子造成的，栅瓣间隔与虚拟二

元阵有效孔径有关。

假定复反射系数为－１，天线高度为ＨＡ，则雷
达天线与镜像构成的二元阵的阵因子为：

Ｇ（θ）＝４ｓｉｎ２πλ
ＨＡｓｉｎ( )θ ２

（１０）

根据三角函数的周期性，第一栅瓣与主瓣的间隔

满足：

２π
λ
ＨＡ ｓｉｎθ１－ｓｉｎθ( )０ ＝π （１１）

利用泰勒展开公式：

ｓｉｎθ１≈ｓｉｎθ０＋ｃｏｓθ０·Δθ （１２）
将式（１２）代入到（１１）可得：

Δθ＝ λ
２ＨＡｃｏｓθ０

（１３）

因此，ＭＦＭＬ谱中栅瓣间隔与虚拟二元阵有效孔
径成反比，与波长成正比。

在图２（ｄ）中，各个谱峰位置分别为｛０．４２°　
０．７１°　１．０°　１．２８°　１．５７°　１．８６°｝，平均间隔
为：０．２８８°；由于ＨＡ＝３ｍ，λ＝３ｃｍ，θ０＝１°，根据式
（１３）计算得到间隔为：０．２８６５°，因此是比较吻
合的。

２．４　带宽的影响

本节考察系统带宽对 ＭＦＭＬ仰角谱的影响。
图３（ａ）～（ｄ）分别给出了系统带宽分别取 ０．
２ＧＨｚ、０．４ＧＨｚ、０．６ＧＨｚ和０．８ＧＨｚ条件下仰角谱
曲线，参数设置为：频点数Ｋ＝３，ＳＮＲ＝１０ｄＢ，目标
仰角为１°。

在图３（ａ）～（ｄ）中，第一栅瓣相对电平分别
为：－０．３５ｄＢ，－０．８１ｄＢ，－１．２３ｄＢ，－１．３５ｄＢ。
可以看出：随着系统带宽的增加，ＭＦＭＬ仰角谱中
虚假峰的相对电平下降，仰角谱模糊程度下降，因

此系统带宽的增加有利于目标仰角测量。

３　测角性能分析

考虑垂直均匀半波长线阵对海平面上方低仰

角目标的跟踪问题。基本参数设置如下：阵元数

Ｎ＝３２，则阵列波束宽度为 θ３ｄＢ＝３．２°；雷达系统
中心频率 ｆ０＝１０ＧＨｚ；阵列天线相位中心高度为

（ａ）ΔＦ＝０．２ＧＨｚ

（ｂ）ΔＦ＝０．４ＧＨｚ

（ｃ）ΔＦ＝０．６ＧＨｚ

（ｄ）ΔＦ＝０．８ＧＨｚ

图３　不同带宽条件下ＭＦＭＬ仰角谱
Ｆｉｇ．３　ＭＦＭＬｓｐｅｃｔｒｕｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗｉｄｔｈ
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ＨＡ＝３ｍ，相当于１００倍波长；极化方式为水平，复
反射系数规律如图 １所示；系统带宽 ΔＦ＝
０８ＧＨｚ；频点数Ｋ＝３，频点均匀分布在工作带宽
之内。假设系统在各个频点的噪声方差相同，即

σ２ｋ＝σ
２（ｋ＝１，…，Ｋ）。
在频率分集体制下，系统综合信噪比 ＳＮＲ定

义为多频点上直达信号的平均功率与阵元噪声方

差之比，即

ＳＮＲ＝１Ｋ∑
Ｋ

ｋ＝１

Ａｄ，ｋ
２

σ２
（１４）

也可以看作多个频点上ＳＮＲ的平均。
下面通过ＭｏｎｔＣａｒｌｏ仿真研究ＳＮＲ和目标仰

角θＴ对ＭＦＭＬ测角性能的影响，仿真次数为１０００。
在研究某一因素时，固定其他因素为典型值。

３．１　测角性能的度量

ＭＦＭＬ仰角谱呈现“多峰值”结构，测量值具
有离散特性；谱峰尖锐，预示着仰角估计精度很

高，多峰值预示着存在仰角模糊的可能性。由于

阵列噪声的影响，测角误差主要表现在两个方面：

第一，最大峰值选择错误，若某一栅瓣峰值全局最

大，则造成仰角模糊；第二，主瓣峰值全局最大，但

主瓣峰值偏离真实目标位置，由于谱峰非常尖锐，

测角误差通常很小，可以忽略。相对而言，仰角模

糊造成的误差更严重，本文重点考虑仰角模糊造

成的测角误差。

设主瓣和栅瓣的位置分别为（…θ－２，θ－１，θ０，
θ１，θ２，…），由于测量噪声的扰动，各个栅瓣均有
可能达到全局最大，各个栅瓣达到全局最大的概

率分别为｛…Ｐ－２，Ｐ－１，Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，…｝，显然∑
ｉ
Ｐｉ

＝１，通常期望主瓣峰值全局最大的概率 Ｐ０最
大，Ｐ０也称为正确选择概率。概率 Ｐ０反映了仰
角测量性能，在本文用 Ｐ０来度量 ＭＦＭＬ仰角估
计的性能。根据概率分布列，可以求得测角误差

的均值和均方误差分别为：

∑
ｉ
θｉ－θ( )

０ Ｐｉ＝∑
ｉ
ｉΔθ·Ｐｉ （１５）

∑
ｉ
θｉ－θ( )

０
２Ｐｉ＝∑

ｉ
ｉ２ Δ( )θ２·Ｐｉ （１６）

显然Ｐ０越大，误差的均值和均方误差越小，测量
性能越好。实际上，采用正确概率Ｐ０和传统的均
方根误差（ＲＭＳＥ）描述测量误差是等价的。

图４给出了某典型条件下１０００次ＭｏｎｔＣａｒｌｏ
仿真的测量结果，ＳＮＲ＝１０ｄＢ，θＴ＝１°。测量值集
中在｛０．７２°，１°，１．２９°｝附近，图５给出了测量结果
的统计直方图，测量值的概率分布列为｛００８２，０．
８８２，０．０３６｝，根据式（１５）和（１６）可以得到测角误差

均值为－０．０１２５°，均方根误差为０．０９７２°。

图４　测量结果图
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

图５　统计直方图
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｈｉｓｔｏｇｒａｍｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

３．２　ＳＮＲ对测角性能的影响

本实验重点研究 ＳＮＲ对测角性能的影响。
设定目标仰角为θＴ＝１°，图６给出了谱峰正确选
择概率Ｐ０与ＳＮＲ的关系曲线。可以看出：Ｐ０是
ＳＮＲ的单调增函数，随着 ＳＮＲ增加，正确选择概
率Ｐ０提高，测角精度提高。

图６　正确选择概率与ＳＮＲ的关系
Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｃｕｒｖｅｏｆｓｅｌｅｃｔｉｏｎｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｖｓＳＮＲ

３．３　目标仰角对测角性能的影响

本实验重点研究目标仰角对测角性能的影

响。设定ＳＮＲ＝１０ｄＢ，图７给出了谱峰正确选择
概率Ｐ０与目标仰角的关系曲线。总体趋势上看，
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随着目标仰角的增加，正确选择概率 Ｐ０也增加，
但是没有严格单调关系，比如当目标仰角为０．６°
和０．３°时正确识别概率较低。

图７　正确选择概率与仰角的关系
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｓｅｌｅｃｔｉｏｎｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｖｓｔａｒｇｅｔｅｌｅｖａｔｉｏｎ

３．４　最小ＳＮＲ与仰角的关系

给定目标仰角条件下，谱峰正确选择概率是

ＳＮＲ的单调增函数。如果要求正确选择概率大
于等于某值，比如０．９，则可以求出最小的 ＳＮＲ。
图８给出了 Ｐ０≥０．９时最小 ＳＮＲ与目标仰角的
关系曲线。

图８　最小ＳＮＲ与目标仰角的关系
Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｃｕｒｖｅｏｆＳＮＲｍｉｎｖｓｔａｒｇｅｔｅｌｅｖａｔｉｏｎ

可以看出：随着目标仰角的增加，需要的最小

ＳＮＲ大体上呈下降趋势，但是有些点会违背规
律，比如在０．３°和０．６°时需求的ＳＮＲ较高。

４　结束语

本文首先针对多频体制建立了多径条件下阵列

接收信号模型。然后推导了多频极大似然仰角谱，

证明了多频体制的性能优势，给出了仰角谱栅瓣间

隔的解析公式，分析了系统带宽对仰角谱估计的影

响。最后通过仿真研究了仰角测量性能与系统ＳＮＲ
以及目标仰角的关系，在给定仰角条件下求出了满

足测角性能的最小ＳＮＲ，发现了“最小ＳＮＲ随目标
仰角增加非严格单调下降”的现象。研究为多频阵

列体制低角跟踪系统论证提供借鉴与参考。

ＭＦＭＬ仰角谱估计算法具有以下三个优点：
第一，仰角谱主瓣宽度取决于阵列天线与其镜像

构成的虚拟孔径，而非阵列天线实际孔径，因此测

角精度很高；第二，该方法可测最小仰角远小于阵

列天线波束宽度，本文中天线波束宽度为３．２°，
最小可测的目标仰角达０．２°，小于波束宽度的１／
１０；第三，在理想镜面反射条件下（即复反射系数
为－１）依然能够工作，并且效果较好。以上优点
预示着该算法具有广泛的应用前景，特别适用于

Ｘ波段海环境下目标仰角的测量。本方法针对镜
面反射情形而提出，当海情变高，漫反射分量逐渐

占据主导地位，此时系统测角性能将退化，漫反射

条件下测角方法与性能有待下一步继续研究。
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