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磁性目标跟踪的后验克拉美罗下限分析与计算
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摘　要：为了求解磁性目标跟踪问题的后验克拉美罗下限（ＰＣＲＢ），提出了ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法。该算法
利用高斯混合采样粒子滤波算法对目标状态的真实后验概率密度分布进行抽样，再通过蒙特卡洛积分法迭

代求解每个观测时刻的Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵，进而得出目标状态估计的ＰＣＲＢ；克服了基于ＰＦ算法求解ＰＣＲＢ过
程中由于粒子退化和贫化问题造成不能从后验概率分布中正确抽样的缺点；在建立磁性目标跟踪的状态模

型和观测模型的基础上进行仿真分析，将求解出的ＰＣＲＢ与采用ＧＭＳＰＰＦ及ＰＦ算法进行跟踪的均方根误差
做对比，验证所提的ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法的有效性，结果表明：针对磁性目标跟踪问题，ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法较
ＰＣＲＢＰＦ算法具有更好的准确性，并可用于一般的非线性模型跟踪误差下限分析。
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　　基于磁场信号的磁性目标跟踪具有隐蔽性
好、信号穿透性强等优点，被广泛应用于水下自动

监测系统［１］。磁性目标跟踪本质上属于贝叶斯

框架下的非线性滤波问题［２］。目前很难设计出

非线性滤波的最优估计器，一般使用次优估计器。

而次优估计器存在不同程度的缺陷，需要通过理

论误差下限评估其性能［３］。工程上经常使用克

拉美罗下限（ＣｒａｍｅｒＲａｏＢｏｕｎｄ，ＣＲＢ）作为估计
误差的理论下限。

文献［４］首次提出了使用ＣＲＢ作为非线性状
态估计的理论下限，但只分析了连续时间系统的

情况且没有给出递归形式，计算量较大。针对多

维离散非线性系统，文献［５］提出了一种 ＰＣＲＢ
（ｒｅｃｕｒｓｉｖｅＰｏｓｔｅｒｉｏｒＣｒａｍｅｒＲａｏＢｏｕｎｄ）的递归计
算方法。该方法给出了从当前时刻到下一时刻的

后验Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的递推公式，且每个时刻的
Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的逆对应当前时刻状态的最小均
方误差，以保证每一时刻得到准确的误差下限。

文献［６－８］分别将递归 ＰＣＲＢ方法用于单传感
器单个目标跟踪和多个目标跟踪以及声源定位和

跟踪（ＡＳＬＴ）问题。但这些文献［６－８］并没有讨
论如何精确计算期望积分。文献［９－１０］提出了
ＰＣＲＢＰＦ算法，该算法使用基于序贯蒙特卡洛方
法的粒子滤波（ＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒ，ＰＦ）得到后验概率
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密度的分布抽样值以近似期望积分，并应用解决

具有非线性、非高斯特点的单雷达单目标跟踪问

题。由于磁性目标跟踪是观测方程高度非线性、

状态后验概率密度非高斯问题，粒子滤波在解决

此类问题时存在着退化、贫化缺点［１１］，会导致其无

法准确估计出后验概率密度。文献［１２］提出了高
斯混合采样粒子滤波算法（ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＳｉｇｍａ
ＰｏｉｎｔＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒｓ，ＧＭＳＰＰＦ），用于克服上述粒
子滤波的缺点。在此基础上，论文提出了 ＰＣＲＢ
ＧＭＳＰＰＦ算法。

为了计算磁性目标跟踪的误差下限，需要得

到其概率模型。通过建立噪声干扰下磁性目标跟

踪的状态空间模型，确定了目标状态参数（包括

位置、速度和磁矩）和磁场观测数据之间的关系。

在仅有磁场观测数据的情况下，可以使用状态空

间模型和ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法预测出每一时刻状
态参数的 ＭＳＥ。给出了 ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法流
程。进行了仿真实验，通过与应用 ＧＭＳＰＰＦ、ＰＦ
算法进行跟踪的ＭＳＥ进行对比，检验 ＰＣＲＢ的有
效性。

１　磁性目标跟踪的状态空间模型

图１给出了磁性目标跟踪问题的几何模型。
图中所示的直角坐标系中，Ｓ１和 Ｓ２是观测传感
器及其位置坐标；Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｚ是目标在坐标系中
的磁矩参数；虚线箭头所指是目标的运动轨迹，假

设目标是在 ｚ＝Ｈｚ的水平面内匀速直线运动，Ｈｚ
是已知常数，ｖ是目标的运动速度。

图１　磁性目标跟踪问题的几何模型
Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｍｏｄｅｌｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｅｌｌｉｐｓｅｔｒａｃｋｉｎｇｉｓｓｕｅ

由于目标在一个平面内匀速直线运动，则可

以将其状态转换过程看作线性变化。式（１）和式
（２）分别给出了磁性目标跟踪的状态方程和观测
方程，它们分别决定了跟踪问题的转移概率密度

分布ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）和似然概率密度分布ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）。
ｘｋ＝Ｇｘｋ－１＋νｋ－１ （１）
ｙｋ＝ｈ（ｘｋ）＋ｎｋ （２）

式中，ｘｋ为目标的状态向量；Ｇ为状态转移矩阵；
ｙｋ是观测向量；νｋ－１和 ｎｋ是维数为 ｎｖ、ｎｗ的状态
噪声和观测噪声；ｈ（·）是观测函数。

状态向量组成由下式给出：

ｘｋ＝（ｘｋ，ｙｋ，ｖｘ，ｋ，ｖｙ，ｋ，Ｍｘ，ｋ，Ｍｙ，ｋ，Ｍｚ，ｋ） （３）
式中：ｘｋ，ｙｋ是ｋ时刻目标的位置；由于目标在一
个高度已知的平面内匀速直线运动，则 ｚｋ是已知
常数且 ｖｚ，ｋ＝０；ｖｘ，ｋ，ｖｙ，ｋ，Ｍｘ，ｋ，Ｍｙ，ｋ，Ｍｚ，ｋ为待估计
的参数；分别为目标沿 ｘ轴、ｙ轴的运动速度，和
目标沿ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴方向的磁矩分量。根据上
面的分析可以写出状态方程的具体形式：

ｘｋ＝ｘｋ－１＋Ｔｓ·ｖｘ，ｋ－１，ｙｋ＝ｙｋ－１＋Ｔｓ·ｖｙ，ｋ－１
ｖｘ，ｋ＝ｖｘ，ｋ－１，ｖｙ，ｋ＝ｖｙ，ｋ－１，

Ｍｘ，ｋ＝Ｍｘ，ｋ－１，Ｍｙ，ｋ＝Ｍｙ，ｋ－１，Ｍｚ，ｋ＝Ｍｚ，ｋ
{

－１

（４）
式中：Ｔｓ是采样间隔。

本文使用磁性目标感应出的磁场信号作为观

测量。在直角坐标系中，假设磁性目标在ｋ时刻，
空间（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）处感应磁场强度是（Ｂｘ，ｋ，Ｂｙ，ｋ，
Ｂｚ，ｋ）

Ｔ，则模型的观测函数可以写为［１３］：

ｈＸ( )ｋ ＝ Ｂｘ，ｋ ｘ( )ｋ Ｂｙ，ｋ（ｘｋ） Ｂｚ，ｋ（ｘｋ[ ]）Ｔ

＝

ａｘ，ｋＭｘ＋ａｙ，ｋＭｙ＋ａｚ，ｋＭｚ
ｂｘ，ｋＭｘ＋ｂｙ，ｋＭｙ＋ｂｚ，ｋＭｚ
ｃｘ，ｋＭｘ＋ｃｙ，ｋＭｙ＋ｃｚ，ｋＭ











ｚ

（５）

式中，

ａｘ，ｋ＝－
３
４π

１
２Ｋ３
ｌｎ
Ａｉ＋Ｋ
Ａｉ－Ｋ

－
Ａｉ
Ｋ２ｔ( )

ｉ
，

ａｙ，ｋ＝
３
４π
ｘｉ·ｙｉ
ＡｉＢ

２
ｉｔｉ
，ａｚ，ｋ＝

３
４π
ｘｉ·ｚｉ
ＡｉＢ

２
ｉｔｉ
，

ｂｙ，ｋ＝－
３
８π

Ａｉ
Ｂ２ｉＫ

２－
１
２Ｋ３
ｌｎ
Ａｉ＋Ｋ
Ａｉ－Ｋ

－
２Ｂｉｙ

２
ｉ

Ｂ４ｉｔ( )
ｉ
，

ｂｚ，ｋ＝
３
４π
Ａｉｙｉｚｉ
Ｂ４ｉｔｉ
，ｂｘ，ｋ＝ａｙ，ｋ，ｃｘ，ｋ＝ａｚ，ｋ，

ｃｚ，ｋ＝－
３
８π

Ａｉ
Ｂ２ｉＫ

２－
１
２Ｋ３
ｌｎ
Ａｉ＋Ｋ
Ａｉ－Ｋ

－
２Ａｉｚ

２
ｉ

Ｂ４ｉｔ( )
ｉ
，

ｃｙ，ｋ＝ｂｚ，ｋ。式中：Ｋ＝ Ｌ２－Ｂ槡
２，Ｌ为长半轴，Ｂ为

短半轴；

　　ｔｋ＝ ｘ２ｋ＋ｙ
２
ｋ＋ｚ

２
ｋ＋Ｋ[ ]２ ２－４Ｋ２ｘ２槡 ｋ，

　　Ａｋ＝
１
２ ｘ

２
ｋ＋ｙ

２
ｋ＋ｚ

２
ｋ＋Ｋ

２＋ｔ[ ]
槡 ｋ，

　　Ｂｋ＝
１
２ ｘ

２
ｋ＋ｙ

２
ｋ＋ｚ

２
ｋ－Ｋ

２＋ｔ[ ]
槡 ｋ。

２　ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法

对于标准的概率密度函数，其状态参数的估

·９１１·
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计方差可以表示为：

Ｐｋ＝Ｅ｛［^ｘｋ－ｘｋ］［^ｘｋ－ｘｋ］
Ｔ｝≥Ｊ－１ｋ （６）

式中：^ｘｋ是状态的估计值，Ｊｋ是 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵，
可以表示为 Ｊｋ＝Ｅ －ｘｋ

Ｔ
ｘｋｌｎｐ（ｘｋ，ｙｋ{ }），Ｊｋ的

递归表达式如下［５］：

Ｊｋ＝Ｄ
２２
ｋ－１－Ｄ

２１
ｋ－１（Ｊｋ－１＋Ｄ

１１
ｋ－１）

－１Ｄ１２ｋ－１ （７）
式中：

Ｄ１１ｋ－１＝Ｅｐ（ｘｋ｜ｙｋ） －ｘｋ－１
Ｔ
ｘｋ－１ｌｎｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１{ }）

（８）
Ｄ１２ｋ－１＝Ｅｐ（ｘｋ｜ｙｋ） －ｘｋ－１

Ｔ
ｘｋｌｎｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１{ }）

＝［Ｄ２１ｋ－１］ （９）
Ｄ２２ｋ－１＝Ｅｐ（ｘｋ｜ｙｋ） －ｘｋ

Ｔ
ｘｋｌｎｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１{ }）

　＋Ｅｐ（ｘｋ｜ｙｋ） －ｘｋ
Ｔ
ｘｋｌｎｐ（ｙｋ｜ｘｋ{ }）

（１０）
其中，上述迭代计算的初始值是：Ｊ０ ＝

Ｅ －ｘ０
Ｔ
ｘ０ｌｎｐ（ｘ０{ }）。

式（１）可以看出跟踪问题的状态模型是线性
的，且假设噪声满足高斯分布。则状态转移概率

可以表示为：

ｐ（ｘｋ ｘｋ－１）＝Ｎｘｋ；Ｇｘｋ－１，( )Ｑ （１１）
根据状态方程（１）得到：
Ｅｐ（ｘｋ｜ｙｋ） －ｘｋ

Ｔ
ｘｋｌｎｐ（ｘｋｘｋ－１{ }） ＝Ｑ－１（１２）

Ｄ１１ｋ－１＝Ｇ
ＴＱ－１Ｇ，Ｄ１２ｋ－１＝－Ｇ

ＴＱ－１，Ｄ２１ｋ－１
＝－Ｑ－１Ｇ。

由此得到了计算Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵需要的大部
分变量，下面计算 Ｄ２２ｋ－１的第２项。该项是关于似
然概率ｐ（ｙｋｘｋ）的期望积分。定义下面的函数：

Λｋ－１（ｘｋ，ｙｋ）＝－ｘｋ
Ｔ
ｘｋｌｎｐ（ｙｋｘｋ） （１３）

在状态噪声和观测噪声服从高斯分布的条件

下，式（１３）可化简为以下形式［５］：

Λｋ－１（ｘｋ，ｙｋ）＝ｘｋｈ（ｘｋ）Ｒ
－１Ｔ

ｘｋｈ（ｘｋ）（１４）
根据式（１０），则Ｄ２２ｋ－１可表示为：

Ｄ２２ｋ－１ ＝∫［Ｑ－１＋Λｋ－１（ｘｋ，ｙｋ）］Ｐ（ｘｋｙｋ）ｄｘｋ
（１５）

上式的积分可以用后验概率的离散采样点求

和平均近似。文献［９］使用基于序贯蒙特卡洛方
法的标准粒子滤波算法估计后验概率密度并估计

出Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵，则 Ｄ２２ｋ－１的计算公式可以表示
为离散求和的形式：

Ｄ２２ｋ－１
１
Ｎｓ∑

Ｎｓ

ｎ＝１
［Ｑ－１＋Λｋ－１（χ

（ｎ）
ｋ ，ｙｋ）］（１６）

式中：χｎｋ，ｎ＝１，…，Ｎｓ是从后验概率密度
函数 Ｐ（ｘｋ ｙｋ）中采样的粒子，Ｎｓ是粒子个数。
但是标准粒子滤波算法解决非线性、非高斯问题

时存在的问题有：

１）重采样过程中，个别粒子的权值过大会导
致其被多次复制，使得用于描述后验概率的粒子

数量变少、多样性变差。

２）使用先验状态转移概率 ｐ（ｘｋ ｘｋ－１）作为
建议分布，没有考虑最新观测值，使得从重要性概

率密度中采样得到的值和从真实后验概率密度中

采样得到的样本存在较大的偏差，不能适用于蒙

特卡洛假设，导致算法失败。

由于磁性目标跟踪的状态维数较高，且观测

方程是高度非线性的，使其后验概率分布复杂且

没有解析形式。标准粒子滤波算法很难近似其后

验概率密度分布，下面的仿真实验验证了该推论。

为了解决这个问题，论文提出使用高斯混合采样

粒子滤波 （ＧＭＳＰＰＦ）算法。ＧＭＳＰＰＦ算法将基于
重要性采样的测量更新和基于 Ｓｉｇｍａ点卡尔曼滤
波（ＳｉｇｍａＰｏｉｎｔＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＳＰＫＦ）的高斯求和
滤波器的时间更新及产生建议分布相结合。通过

权重期望最大化算法，从基于重要性采样的测量

更新阶段产生的带权重的后验粒子中恢复出后验

概率密度。权重期望最大化方法替代了标准粒子

滤波算法的重采样并克服了粒子贫化问题。该算

法在时间更新和建议分布步骤中，使用当前时刻

状态的真实值作为等效状态后验概率密度的高斯

混合模型的均值。下面给出算法实现的步骤。

Ｓｔｅｐ．１　时间更新和产生建议分布
在时刻ｋ－１，假设状态参数的后验概率密度

可以使用Ｇ个高斯混合模型近似：

ｐｇ（ｘｋ－１ Ｙｋ－１）＝∑
Ｇ

ｇ＝１
α（ｇ）ｋ－１Ｎ（ｘｋ－１；μ

（ｇ）
ｋ－１，Ｐ

（ｇ）
ｋ－１）

式中，Ｙｋ－１＝ｙ１：ｋ－１。并且过程噪声和观测噪声密
度可以分别使用下面的Ｉ和Ｊ个高斯混合模型来
近似：

ｐｇ（ｖｋ－１）＝∑
Ｉ

ｉ＝１
β（ｇ）ｋ－１Ｎ（ｖｋ－１；μ

（ｉ）
ｖｋ－１，Ｑ

（ｉ）
ｋ－１）

ｐｇ（ｎｋ）＝∑
Ｊ

ｊ＝１
γ（ｊ）ｋ Ｎ（ｎｋ；μ

（ｊ）
ｎｋ，Ｒ

（ｊ）
ｋ ）

当Ｇ″＝ＧＩＪ时，ＳＰＫＦ算法得到ｐ（ｘｋＹｋ－１）和
ｐ（ｘｋＹｋ）的高斯混合模型。定义下面映射关系：
ｇ′＝ｇ＋（ｉ－１）Ｇ；ｇ″＝ｇ′＋（ｊ－１）ＧＩ。则有下面
的伪代码：

１．Ｆｏｒｊ＝１，…，Ｊ，珓ｐｊ（ｎｋ）＝Ｎｎｋ；μ
（ｊ）
ｎ，ｋ，Ｒ

（ｊ）( )ｋ ；

Ｆｏｒｉ＝１，…，Ｉ，珓ｐｉ（ｖｋ）＝Ｎ（ｖｋ；μ
（ｉ）
ｖ，ｋ，Ｑ

（ｉ）
ｋ ）；

Ｆｏｒｇ＝１，…，Ｇ，珓ｐｇ（ｘｋ－１ Ｙｋ－１）
＝Ｎ（ｘｋ－１；μ

（ｇ）
ｖ，ｋ，Ｐ

（ｇ）
ｋ－１）；

２．Ｆｏｒｇ′＝１，…，Ｇ′，

·０２１·
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珓ｐｇ′（ｘｋ Ｙｋ－１）＝Ｎｘｋ；珘μ
（ｇ′）
ｋ ，珘Ｐ

（ｇ′）( )ｋ

α（ｇ′）ｋ ＝
α（ｇ）ｋ β

（ｉ）
ｋ－１

∑Ｇ
ｇ＝１∑

Ｉ
ｉ＝１α

（ｇ）
ｋ β

（ｉ）
ｋ－１

（ａ）Ｆｏｒｇ″＝１，…，Ｇ″，珓ｐｇ″（ｘｋ Ｙｋ）
＝Ｎｘｋ；珘μ

（ｇ″）
ｋ ，珘Ｐ

（ｇ″）( )ｋ

α（ｇ″）ｋ ＝
α（ｇ′）ｋ γ

（ｊ）
ｋ Ｓ

（ｊ）
ｋ

∑Ｇ′

ｇ′＝１∑
Ｊ

ｊ＝１
α（ｇ′）ｋ γ

（ｊ）
ｋ Ｓ

（ｊ）
ｋ

式中：Ｓ（ｊ）ｋ ＝ｐｊ（ｙｋ ｘｋ），ｘｋ＝珘μ
（ｇ′）
ｋ ，ｙｋ是当前时刻

观测值。

（ｂ）ｐｇ′（ｘｋ Ｙｋ－１）＝∑
Ｇ′

ｇ′＝１
α（ｇ′）ｋ Ｎ（ｘｋ；珘μ

（ｇ′）
ｋ ，珘Ｐ

（ｇ′）
ｋ ）

后验状态概率密度可以写为：

ｐｇ（ｘｋ Ｙｋ）＝∑
Ｇ″

ｇ″＝１
α（ｇ″）ｋ Ｎ（ｘｋ；μ

（ｇ″）
ｋ ＝ｘ（真实值）ｋ ，Ｐ（ｇ″）ｋ ）

Ｓｔｅｐ．２　测量更新
１．从ｐｇ（ｘｋ Ｙｋ）中采样Ｎ个粒子｛χ

（ｌ）
ｋ ；ｌ＝１，…，

Ｎ｝并计算权重：

珟ω（ｌ）ｋ ＝
ｐｇ（ｙｋ χ

（ｌ）
ｋ ）ｐｇ（χ

（ｌ）
ｋ Ｙｋ－１）

ｐｇ（χ
（ｌ）
ｋ Ｙｋ）

２．归一化权重：ω（ｌ）ｋ ＝珟ω（ｌ）ｋ ∑
Ｎ

ｌ＝１
珟ω（ｌ）ｋ ；

３．根据前面得到的加权的粒子｛ω（ｌ）ｋ ，χ
（ｌ）
ｋ ；ｌ＝１，

…，Ｎ｝，得到的ｋ时刻高斯混合后验分布：

ｐｇ（ｘｋ Ｙｋ）＝∑
Ｇ

ｇ＝１
α（ｇ）ｋ Ｎ（ｘｋ；μ

（ｇ）
ｋ ，Ｐ

（ｇ）
ｋ ）

Ｓｔｅｐ．３　后验克拉美罗计算
１．将粒子χ（ｌ）ｋ 代入Λｋ－１（χ

（ｎ）
ｋ ，ｙｋ）；

２．估计Ｄ２２ｋ－１的值；
３．计算Ｊｋ＝Ｄ

２２
ｋ－１－Ｄ

２１
ｋ－１（Ｊｋ－１＋Ｄ

１１
ｋ－１）

－１Ｄ１２ｋ－１；
４．设置ｋ＝ｋ＋１，回到Ｓｔｅｐ．１。

表１　状态参数的初始值
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｓｔａｔｅｐａｒａｍｅｔｅｒ

参数
ｘ０
ｍ

ｙ０
ｍ

ｖｘ
（ｍ／ｓ）

ｖｙ
（ｍ／ｓ）

Ｍｘ
（ｎＡ·ｍ２）

Ｍｙ
（ｎＡ·ｍ２）

Ｍｚ
（ｎＡ·ｍ２）

数值 １０００１０００ －２０ －２０ －１．３８·１０９－２．９１·１０８ ５．３３·１０８

３　仿真实验和结果分析

论文通过与贝叶斯滤波器得到的均方根误差

进行对比，来检验 ＰＣＲＢ的精度。最优贝叶斯滤
波器的均方根误差矩阵和Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的逆矩
阵是一致的。ＧＭＳＰＰＦ算法是一种在非线性、非
高斯系统中有较好估计性能的次优贝叶斯滤波

器，其估计性能接近最优贝叶斯滤波器。因此，使

用ＧＭＳＰＰＦ算法进行跟踪的均方根误差可以作为
参考，来验证求解出的 ＰＣＲＢ的精度。下面通过

仿真检验ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ的精度，并使用 ＰＦ算法
做对比。

按照图１所示的几何模型进行仿真。其中，
目标的焦距参数是６０ｍ；两个三分量磁传感器 Ｓ１
和Ｓ２分别位于（５０，０，０）ｍ和（－５０，０，０）ｍ处。
跟踪算法的初始条件设置如下：

１）状态误差 νｋ－１～Ｎ（ｕ，Ｑ），其中均值 ｕ＝
［０，０，０，０，０，０］Ｔ，方差 Ｑ＝ｄｉａｇ（１０，１０，１，１，１０６，
１０６，１０６），状态参数的初始值设置为 Ｘ０＝［０，０，
０，０，０，０］Ｔ，初始方差 Ｐ０＝ｄｉａｇ（１０００，１０００，３０，
３０，１０９，１０９，１０９）；选取的粒子个数是Ｎ＝２０００；

２）测量点的时间间隔Ｔｓ＝０．４ｓ，观测误差ｎｋ
～瓔 （０，０，０，０，０，０）Ｔ，Ｉ[ ]６×６ 。

图２给出了 ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法计算过程中
粒子权值的变化，可以看到在计算初期，粒子权值

的波动较小，没有跟踪到后验概率密度，到２０ｓ后
粒子权值出现了较大的峰值，估计出了实际的后

验概率。图３给出的是 ＰＣＲＢＰＦ算法得到的粒
子权值随时间变化图。图中可以看出权值变化均

在１０－３以下，０～４０ｓ内粒子权值没有浮动，且后
面的权值没有明显的峰值。说明 ＰＣＲＢＰＦ算法
没能得到准确的状态后验概率密度。

图２　ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法的粒子权值计算结果
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｗｅｉｇｈｔｂｙＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ

从图４给出的状态后验概率密度分布可以看
出后验概率的非高斯性。图４～７分别给出了由
ＰＦ和 ＧＭＳＰＰＦ算法估计出的状态参数的均方根
误差和ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ计算出的 ＰＣＲＢ对比。将
图中ＰＣＲＢ的结果曲线和图２比较可以发现：图２
中权值没有波动的区域是８～３２ｓ之间，而此区间
对应的ＰＣＲＢ较大；在４０ｓ之后权值变化体现了
真实的后验概率密度，对应的 ＰＣＲＢ数值趋于０。
从图中得到的一致结果是：与 ＰＦ算法相比，
ＧＭＳＰＰＦ算法有更好的估计性能；在 ３２ｓ以后
ＧＭＳＰＰＦ算法的均方根误差和 ＰＣＲＢ一致，甚至
更低；ＰＦ算法的均方根误差发散，偏离 ＰＣＲＢ较

·１２１·
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图３　ＰＣＲＢＰＦ算法的粒子权值计算结果
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｗｅｉｇｈｔｂｙＰＣＲＢＰＦ

大，说明该算法没能得到准确的后验概率，这也是

ＰＣＲＢＰＦ算法得到图 ３所示结果的原因。结果
表明，提出的 ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ计算方法可以准确
求解出复杂非线性、非高斯系统的克拉美罗下限。

图４　ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法估计出的状态后验概率密度
Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｕｌｔｏｆｐｏｓｔｅｒｉｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｂｙＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ

图５　Ｘ轴位置的均方根误差和ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ
计算出的ＰＣＲＢ对比

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｘｐｏｓｉｔｉｏｎ’ｓＲＭＳＥａｍｏｎｇＧＭＳＰＰＦ，
ＰＦａｎｄＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ

４　结论

通过理论推导和与非线性最小均方误差估计

器的对比验证表明，ＰＣＲＢ精确的限定了无偏序

图６　Ｙ轴位置的均方根误差和ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ
计算出的ＰＣＲＢ对比

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｙｐｏｓｉｔｉｏｎ’ｓＲＭＳＥａｍｏｎｇＧＭＳＰＰＦ，
ＰＦａｎｄＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ

图７　Ｘ轴速度的均方根误差和ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ
计算出的ＰＣＲＢ对比

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｘｓｐｅｅｄ’ｓＲＭＳＥａｍｏｎｇＧＭＳＰＰＦ，
ＰＦａｎｄＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ

图８　Ｙ轴速度的均方根误差和ＰＣＲＢ－ＧＭＳＰＰＦ
计算出的ＰＣＲＢ对比

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｙｓｐｅｅｄ’ｓＲＭＳＥａｍｏｎｇＧＭＳＰＰＦ，ＰＦ
ａｎｄＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ

贯贝叶斯估计器的误差下限。对于高度非线性系

统，只有通过产生足够近似后验概率分布的样本

值进行蒙特卡洛积分才可以得到准确的 ＰＣＲＢ，

·２２１·
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本文提出了使用 ＧＭＳＰＰＦ估计后验概率来计算
ＰＣＲＢ（ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ）算法，并将该算法应用于
基于两个磁传感器的单个磁性目标跟踪问题，通

过仿真实验验证 ＰＣＲＢ的有效性；将 ＰＣＲＢ的计
算结果和 ＧＭＳＰＰＦ、ＰＦ算法得到的 ＭＳＥ进行对
比，仿真结果表明：ＰＣＲＢＧＭＳＰＰＦ算法估计出了
该问题的后验概率并计算出精确的 ＰＣＲＢ；该算
法可应用于更一般的非线性、非高斯状态估计问

题的误差下界估计。
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