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摘　要：针对不确定性结构可靠性分析中的输入变量分布参数具有不确定性和输入变量为区间模型的
混合不确定性结构展开研究。考虑到可用信息最少的情况，将分布参数的不确定性描述为区间模型。通过

等概率转换方法将随机变量与其分布参数进行分离，使问题转化为随机与区间变量混合的可靠性问题，建立

了混合不确定性问题的可靠性分析模型。基于非概率可靠性理论，建立混合不确定结构分析模型的二级极

限状态函数并结合Ｋｒｉｇｉｎｇ代理模型建立了高效的求解方法。将所建立的混合不确定模型应用于飞行器结构
的不确定性分析中，验证了所建模型的合理性和所提方法的高效性和准确性。
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　　在结构可靠性分析中最为常用的方法为基于
概率理论的随机可靠性分析方法。该方法需要充

足的数据信息来建立精确的概率分布，但是在工

程实际中由于信息的缺乏，获得的数据往往只能

描述变量的分布类型而它们的一些分布参数不能

被准确地确定，文献［１］将这种不确定性称为二
类混合模型亦称为二阶不确定性，也即分布参数

是不确定的。Ｅｌｉｓｈａｋｏｆｆ等［２］首先提出了这种混

合不确定性模型，并且认为由于信息的缺乏这些

不确定的分布参数只能给出一个变化的区间范

围。为了高效地求解二类不确定性问题，文献

［１］中通过推导常用分布类型的分布参数与累积

分布函数的单调关系建立了分布参数与极限状态

函数的单调关系并结合 ＨａｓｏｆｅｒＬｉｎｄＲａｃｋｗｉｔｚ
Ｆｉｅｓｓｌｅｒ（ＨＬＲＦ）法［３］给出了高效的求解方法。

但是受到ＨＬＲＦ的自身缺陷的影响，该方法处理
工程中的大型复杂结构时会受到一定的限制。

当受到客观条件的限制（如飞行器结构中的

部件）无法通过大量实验获得充分的数据确定其概

率分布时，ＢｅｎＨａｉｍ和 Ｅｌｉｓｈｋｏｆｆ提出了非概率凸
集模型来处理这类不确定性问题［４］。郭书祥等［５］

提出了一种新的度量仅含有区间不确定性问题的

可靠性分析方法。进一步基于凸集模型的可靠性

分析可以参考文献［６－８］。但在实际结构中输入
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各变量的不确定性往往不是单一的形式，而是随机

与非随机变量混合的形式，为了处理这类混合可靠

性问题（文献［１］称之为一类不确定性），Ｄｕ［９－１１］

和郭书祥［１２］分别从概率与非概率的角度出发建立

了相应的可靠性分析模型。但是由于这些方法自

身的缺陷使其在分析大型复杂结构时会受到限制。

１　混合可靠性分析模型

１．１　参数不确定性与随机变量的分离

对于输入随机变量的参数具有不确定性和输

入变量为非随机的结构模型，其输出响应量 Ｍ可
表示为：

Ｍ＝ｇ（ｘ，ｙ） （１）
其中，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）表示参数具有不确定性
的随机变量。ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）表示输入区间不
确定性变量。令随机变量 ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的概
率密度函数为ｆｉ（ｘｉ，θｉ），其中 θｉ为概率密度函数
的分布参数，在本文中令其为区间变量，令区间变

量ｙｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）的下边界和上边界分别为 ｙ
Ｌ
ｊ

和ｙＵｊ，并定义其中值和离差分别为 ｙ
Ｃ
ｊ＝（ｙ

Ｌ
ｊ＋

ｙＵｊ）／２和ｙ
Ｒ
ｊ＝（ｙ

Ｕ
ｊ－ｙ

Ｌ
ｊ）／２。

式（１）中随机变量的参数 θ和变量 ｙ均为区
间变量，将导致结构的失效面在一个区间范围内

变化，因此结构的失效无法用一个具体值来表达，

只能是一个区间值。由于参数不确定性的存在无

法获知准确的随机变量的概率密度函数，使得结

构可靠性分析变得异常的困难。通过等概率转化

的思想［１３］将随机变量与不确定参数进行分离，进

而可以简化求解过程。其等概率转化过程如下：

Ｕ（ｚｉ）＝Ｆｉ（ｘｉ，θｉ）；ｘｉ＝Ｆ
－１
ｉ （Ｕ（ｚｉ），θｉ），

（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２）
其中，Ｆｉ和Ｆ

－１
ｉ 分别为随机变量ｘｉ的累积分布函

数和逆累积分布函数，ｚｉ为指定分布类型的随机
变量，Ｕ为ｚｉ的累积分布函数。

特别是当随机变量 ｘｉ服从正态分布时，令 ｚｉ
服从标准正态分布，Ｕ为标准正态分布的累积分
布函数即Φ，式（２）可以写成下面的形式：

ｘｉ＝Ｆ
－１
ｉ （Φ（ｚｉ），θｉ），（ｉ＝１，２，…，ｎ） （３）

因此有

ｘｉ＝μｉ＋σｉｚｉ （４）
其中μｉ和σｉ分别为正态随机变量ｘｉ的均值和标
准差。

类似的情况，当ｘｉ服从均匀分布时，有
ｘｉ＝ａｉ＋（ｂｉ－ａｉ）ｚｉ （５）

其中，ａｉ和 ｂｉ分别为均匀变量的下边界和上边
界，ｚｉ为服从标准均匀分布的随机变量。

将式（２）代入到式（１）中，原极限状态函数可
以改写为：

Ｍ＝ｇＦ－１ｘ Ｕ（ｚ），[ ]θ，{ }ｙ＝Ｇ（ｚ，θ，ｙ）（６）

１．２　参数不确定性与区间变量混合结构的统一
可靠性分析模型

　　经过等概率转化，原极限状态函数转化为含
有随机变量 ｚ和区间变量 θ和 ｙ的极限状态函
数。因此可以借鉴郭书祥［１２］提出的混合概率 －
非概率可靠性模型建立混合结构的统一可靠性分

析模型。

令只含区间变量的极限状态函数为：

Ｍ＝ｇ（ｙ） （７）
其中ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）为输入区间变量向量。当
ｇ（·）为区间变量的连续函数时，Ｍ也为一区间
变量［ＭＬ，ＭＵ］。其中值和离差分别为 ＭＣ＝（ＭＬ

＋ＭＵ）／２和ＭＲ＝（ＭＵ－ＭＬ）／２。
定义输入变量为区间变量的结构非概率可靠

度指标为［５］：

η＝ＭＣ／ＭＲ＝（ＭＬ＋ＭＵ）／（ＭＵ－ＭＬ） （８）
根据结构可靠性理论，超曲面 ｇ（ｙ）＝０称为

失效面。它将结构的基本变量空间分为失效域

Ωｆ＝｛ｙ：ｇ（ｙ）＜０｝和安全域Ωｓ＝｛ｙ：ｇ（ｙ）＞０｝两
部分。根据式（８），只要 η＞１，即 ＭＬ＞０，则对任
意ｙｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ），均有 ｇ（ｙ）＞０。此时，结构
安全可靠。且 η越大，结构离失效区域越远，结
构越安全，如图１（ａ）所示。如果 η＜－１时，即
ＭＵ＜０，则对任意 ｙｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）均有 ｇ（ｙ）＜
０，结构必然失效，如图１（ｃ）所示。而当－１≤η≤
１时，ｇ（ｙ）＞０和 ｇ（ｙ）＜０均有可能。即结构可
能安全，也可能失效，如图１（ｂ）所示。

图１　非概率可靠性指标的意义
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｏｆｔｈｅｎｏｎｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｉｎｄｅｘ

·２２·
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　　非概率可靠性指标的求解方法可以参考文献
［１４］。

对于极限状态函数式（６）中，当随机向量 ｚ
取某一实现值ｚ时，则式（６）只含区间变量，进行
非概率可靠性分析有：

η＝η（ｚ）＝ＭＣ（ｚ）／ＭＲ（ｚ） （９）
这里非概率可靠性指标 η与ｚ有关。根据

ｚ的随机性并且考虑到非概率结构可靠的条件，
即当η（ｚ）＞１，结构绝对安全；当 η（ｚ）＞－１，
结构可能安全，则可建立如下二级极限状态函数：

Ｍ（２）＝η（ｚ）±１ （１０）
式（１０）只含有随机变量，可用一般的随机可

靠性理论分析。得到结构失效概率的下限和上限

分别为：

　ＰＬｆ ＝Ｐｒ｛η（ｚ）≤－１｝＝∫
η（ｚ）≤－１

ｆｚ（ｚ）ｄｚ（１１）

　ＰＵｆ ＝Ｐｒ｛η（ｚ）≤１｝＝∫
η（ｚ）≤１

ｆｚ（ｚ）ｄｚ （１２）

其中，ｆｚ（ｚ）为随机变量 ｚ的联合概率密度函数，
ｄｚ＝ｄｚ１ｄｚ２…ｄｚｎ。因此可得混合结构的失效概率
为Ｐｆ∈［Ｐ

Ｌ
ｆ，Ｐ

Ｕ
ｆ］，在工程实际中，按其上限 Ｐ

Ｕ
ｆ进

行设计较为合理。

２　求解方法

所建立的二级极限状态函数式（１０）中随机
变量Ｚ可以为任意的分布形式，并且对于一般结
构的极限状态函数，非概率性指标往往不能被解

析地表达，需采用优化方法来求得，这将导致二级

极限状态函数为隐式的形式。传统的可靠性近似

解析方法如一次二阶矩法和二次二阶矩法受到维

数和极限状态函数非线性程度的影响，限制了其

在求解本文问题中的使用。而数字模拟方法，如

蒙特卡罗（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣ）法对于大型复杂的
工程问题计算代价太大，只适用于理论的对照解。

基于Ｋｒｉｇｉｎｇ代理模型方法可以高效地求解
随机结构的失效概率［１５－１６］，本文将采用 Ｋｒｉｇｉｎｇ
代理模型方法求解混合不确定性结构的失效概

率，该方法只需计算Ｋｒｉｇｉｎｇ拟合二级功能函数时
所需样本点对应的非概率可靠性指标，因此在保

证计算精度的前提下，大大提高了计算效率。

基于Ｋｒｉｇｉｎｇ方法求解混合不确定性结构失
效概率过程如下：

（１）根据二级极限状态函数中随机变量 Ｚ的
分布类型，采用拉丁超立方抽样（Ｌａｔｉｎｈｙｐｅｒｃｕｂｅ
ｓａｍｐｌｅ）方法抽取 Ｎ＝ ｎ( )＋１ ｎ( )＋２／２个样本
点，其中ｎ为随机变量Ｚ的维数。

（２）计算所抽样本点对应的非概率可靠性指
标的值，建立二级极限状态函数的Ｋｒｉｇｉｎｇ代理模

型，记为Ｍ
　 （^２）。

（３）采用优化方法寻找使得期望可行性函数
（ＥｘｐｅｃｔｅｄＦｅａｓｉｂｉｌｉｔｙＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＥＦＦ）［１５］最大的
点。该点加入到原样本中返回第二步，重新建立

代理模型Ｍ
　 （^２）。

（４）重复以上过程直至满足 ＥＦＦ收敛条件
（本文取ＥＦＦ门限值为０．００１）。

（５）采用 ＭＣ方法求解所建立的代理模型

Ｍ
　 （^２）的失效概率值Ｐｆ。
上述基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ方法的求解过程可以由图

２所示的计算流程图来实现。

图２　基于Ｋｒｉｇｉｎｇ方法的流程图
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＫｒｉｇｉｎｇｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

３　算例

飞行器的结构件都是比较复杂的，如飞机机

翼、缝翼、襟翼等，并且它们的工作环境、材料性

能、结构几何均存在多种不确定性，本文以飞机机

翼的盒段结构为例验证所提模型的可行性和高

效性。

算例１：某型飞机机翼九盒段结构如图３所
示，由６４个杆元，４２个板元构成，材料为铝合金，
已知外载荷为区间变量Ｐ∈［１２７．５，１７２．５］ｋｇ，各
个单元的强度为相互独立的随机变量，由失效模

式的枚举方法可求得结构主要失效模式的极限状

态函数为［１７］：

Ｍ＝４．０Ｒ７８＋４．０Ｒ６８－３．９９９８Ｒ７７－Ｐ （１３）

·３２·
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图３　九盒段结构示意图
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｎｉｎｅｂｏｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

其中，Ｒ６８、Ｒ７７和Ｒ７８的分布参数如表１所示。由于
该极限状态函数为线性，通过式（４）变化得到的
极限状态函数式（６）也为线性，因此可以解析得
到其失效概率的上下边界。解析方法和本文所提

方法计算得到的结果列于表２中。

表１　九盒段结构随机变量分布参数
Ｔａｂ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅ
ｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆｎｉｎｅｂｏｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

随机

变量
分布参数１ 分布参数２ 分布类型

Ｒ７８ μＲ７８∈［８２．５，８４．５］ｋｇ σＲ７８＝１０．０２ｋｇ 正态分布

Ｒ６８ μＲ６８∈［８２．５，８４．５］ｋｇ σＲ６８＝１０．０２ｋｇ 正态分布

Ｒ７７ μＲ７７∈［８１．５，８５．４］ｋｇ σＲ７７＝１０．０２ｋｇ 正态分布

表２　算例１的计算结果
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

方法 解析法 本文方法 误差（％）
函数调

用次数

下边界 ６．８０１３×１０－４ ６．７６８０×１０－４ ０．４８９６ ６２

上边界 １．７７３０×１０－２ １．７７８０×１０－２ ０．２８３１ ６２

　　从表２中的计算结果可以看出本文所提方法
与解析方法所得到结果是一致的。由于极限状态

函数为线性的显式形式，可以明确地判断经过参

数分离后的极限状态函数的单调性，因此，函数的

极大值与极小值发生在区间变量的边界处。只需

调用两次极限状态函数便可获得非概率可靠度指

标。从表２中还可以看出本文方法具有较高的计
算效率。

算例２：三盒段模拟机翼的结构［１７］如图４所
示，这里把三盒段模拟机翼模型看作是板杆结构，

总共有２８个杆元件、１６个板元件。将２８个杆元
件分为Ｘ、Ｙ、Ｚ方向的不同三类，即每个方向上杆
的横截面积和长度是分别相同的。设 Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３
分别表示Ｘ、Ｙ、Ｚ三个不同方向上杆的长度；假设
所有杆的面积 Ａ都相同；Ｅ表示杆元件和板元件
的弹性模量，泊松比取为０．３；Ｐ为加在节点上的

外载荷；Ｔ表示板（即蒙皮）的厚度。用ＡＮＳＹＳ软
件建立的三盒段模拟机翼结构的有限元模型如图

５所示。其中 Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３、Ｅ和 Ｐ为相互独立的随
机变量，它们的分布参数列于表３中，Ａ和Ｔ为区
间变量，其取值范围分别为Ａ∈［１．８，２．２］ｃｍ２和
Ｔ∈［０．１９，０．２１］ｃｍ。结构的失效定义为节点１６
超过许用位移。建立极限状态函数为：

Ｍ＝Ｄｔ－ｄ（Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，Ａ，Ｅ，Ｐ，Ｔ） （１４）
其中Ｄｔ＝１．２，ｄ（Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，Ａ，Ｅ，Ｐ，Ｔ）为节点１６
的位移，可以通过有限元方法获得。

表３　三盒段结构随机变量分布参数
Ｔａｂ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｒａｎｄｏｍ

ｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆｔｈｒｅｅｂｏｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

随机

变量
分布参数１ 分布参数２ 分布类型

Ｌ１ μＬ１∈［５８，６２］ｃｍ σＬ１＝６ｃｍ 正态分布

Ｌ２ μＬ２∈［１９，２１］ｃｍ σＬ２＝２ｃｍ 正态分布

Ｌ３ μＬ３∈［３９，４１］ｃｍ σＬ３＝４ｃｍ 正态分布

Ｅ ａＥ∈［６．１，６．３］×１０
１０Ｐａ ｂＥ＝６．８×１０

１０Ｐａ 均匀分布

Ｐ ａＰ＝５０３５Ｎ ｂＰ∈［５４１５，５７１５］Ｎ 均匀分布

注：ａＥ，ａＰ和ｂＥ，ｂＰ分别表示输入变量Ｅ和Ｐ的下边界和
上边界。

图４　机翼三盒段结构示意图
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｂｏｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图５　三盒段模拟机翼有限元模型
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｂｏｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

·４２·
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　　算例２中的极限状态函数为隐式的形式，无
法判断函数的单调性，如果采用ＭＣ方法求解，需
要大量的样本点，同时需要调用有限元软件计算

极限状态函数值。该方法的计算代价是非常巨大

甚至是无法实现的。由于在算例１中已经验证了
本方法的合理性，因此，只给出采用本文所提方法

的计算结果，结构的失效概率为：１．０６８×１０－４≤
Ｐｆ≤８．０６６×１０

－２，需要２００个样本点拟合二级极
限状态函数，调用极限状态函数次数为９８２０次。
该算例进一步验证了本文所提方法可以适用于极

限状态函数为复杂隐式的情况。在实际工程中，

为了结构的安全起见采用失效概率的上界作为结

构的失效概率是合理的。即此算例可以采用失效

概率为８．０６６×１０－２进行结构设计。

４　结论

针对不确定性结构中的输入随机变量参数具

有不确定性和输入变量为非随机变量的混合情况

展开研究，通过等概率转化的思想将参数不确定

性与其变量进行分离，进一步基于混合概率 －非
概率可靠性分析模型建立了统一的混合可靠性分

析模型。为该类问题的求解提供了一种可选分析

方法。为了提高所建模型的分析效率，提出了基

于Ｋｒｉｇｉｎｇ代理模型的高效求解方法并给出了求
解过程。通过具体的飞机机翼盒段结构验证了所

建模型的合理性和所提算法的高效性和准确性。

值得指出的是本文所提方法不受输入随机变量的

分布类型和极限状态函数的形式限制，适用于大

型复杂结构。
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