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多项式输出中相关变量的结构贡献和相关贡献分析
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摘　要：以二次不含交叉项的多项式为例，解析推导了正态相关输入变量对输出响应量方差贡献的结构
贡献部分和相关贡献部分。通过算例验证了解析结果的正确性。将所研究的指标和已有的进行对比，归纳

出结构贡献部分和相关贡献部分的侧重与统一。解析解可直接用于极限状态函数不超过两次且不含交叉项

的结构和相关贡献的识别，为其他新的数值算法提供了参考对照。
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　　重要性测度分析模型可分为 ３类：非参模
型［１－２］、矩独立模型［３－４］和基于方差的模型［５－７］。

工程实际中很多输入变量之间存在相互影响，不

能将各个变量简单地处理成独立变量来研究其方

差贡献，因而研究相关输入变量的重要性测度十

分必要。Ｘｕ提出将相关输入变量的方差贡献 Ｓｉ
分解为独立贡献部分 ＳＵｉ和相关贡献部分 Ｓ

Ｃ
ｉ
［８］，

该指标的模型基础为 Ｓｏｂｏｌ等证明的方差分解
式，只适用于线性可加模型。Ｍａｒａ提出相关变量
正交独立化变换方法［９］，转换之后的变量独立部

分去除了该变量与其他变量的相关部分和交叉部

分，将变量的方差贡献分离得更彻底，但该变换每

次只对一个变量变换，并会产生意义不明确的中

间变量增加计算量。Ｌｉ提出将相关变量方差贡
献分为结构贡献和相关贡献［１０］，该方法不但适用

于非线性模型和非线性相关情况，而且能够清晰

反映输入变量各部分方差贡献。

１　Ｌｉ指标的定义

为分清相关变量的方差贡献的来源，Ｌｉ提出
将相关输入变量的方差贡献分解为结构贡献 Ｓａｐｊ
和相关贡献Ｓｂｐｊ

［１０］：

Ｓｐｊ＝Ｓ
ａ
ｐｊ＋Ｓ

ｂ
ｐｊ （１）

Ｌｉ将ｎ维输入变量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的输出
响应量ｆ（ｘ）的表达式分解为：

ｆ（ｘ）＝ｆ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ）＋ ∑

ｎ

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ｆｉｊ（ｘｉ，ｘｊ）＋

… ＋ｆ１２…ｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ｆ０＋∑
２ｎ－１

ｊ＝１
ｆｐｊ（ｘｐｊ）

（２）

其中ｆ０＝Ｅ（Ｙ），ｆｉ（ｘｉ）表示变量ｘｉ的输出贡献，
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ｆｉｊ（ｘｉ，ｘｊ）以及更高阶的分解项反映了输入变量间
由于响应量表达式的形式而产生的交互作用的贡

献，并在此基础上给出灵敏度指标的定义：

Ｓｐｊ＝Ｃｏｖ（ｆｐｊ，Ｙ）／Ｖ（Ｙ）

Ｓａｐｊ＝Ｖａｒ（ｆｐｊ）／Ｖ（Ｙ）

Ｓｂｐｊ＝Ｃｏｖ（ｆｐｊ，∑
ｎｐ

ｋ＝１，ｋ≠ｊ
ｆｐｋ）／Ｖ（Ｙ










）

（３）

本文以二次不含交叉项的输出响应表达式为

研究对象，故只需考虑输出响应量 ｆ（ｘ）表达式中
的一阶分解项，式（２）可化简为：

ｆ（ｘ）＝ｆ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ） （４）

因而Ｌｉ各项指标的计算公式可写为：
Ｓｉ＝Ｃｏｖ（ｆｉ，Ｙ）／Ｖ（Ｙ）

Ｓａｉ ＝Ｖａｒ（ｆｉ）／Ｖ（Ｙ）

Ｓｂｉ ＝Ｃｏｖ（ｆｉ，∑
ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ
ｆｋ）／Ｖ（Ｙ

{
）

（５）

式（５）中Ｓｉ反映变量ｘｉ的总贡献，Ｓ
ａ
ｉ反映了ｘｉ的

结构贡献，Ｓｂｉ反映了ｘｉ与除去ｘｉ之外的其他所有
变量ｘ－ｉ的相关贡献。从定义式来看，总贡献是变
量的一阶分解项与总输出响应量之间协方差与总

方差的比值，由于协方差反映了两者的线性相关

关系，因而该指标衡量两者之间的总的关系；由于

一阶分解项是含有该变量的组成功能函数，因而

反映了该变量在输出响应表达式中的结构，结构

贡献是变量一阶分解项的方差与总方差的比值。

相关贡献是变量一阶分解项与其余变量的一阶分

解项的协方差在总方差中所占的比例，是二者相

关性的度量。

２　结构和相关贡献的解析解

２．１　输出响应量总方差

设含正态相关变量的二次不含交叉项的响应

量表达式为：

ｙ＝ａ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｘｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉｘ

２
ｉ （６）

式（６）中，ａ０为常数项，ａｉ为第 ｉ个一阶项的系

数，ｂｉ为第ｉ个二阶项的系数，ｘｉ～Ｎ（μｉ，σ
２
ｉ）。为

得到Ｌｉ提出的各项指标（Ｓｉ，Ｓ
ａ
ｉ，Ｓ

ｂ
ｉ）的解析表达，

需计算输出响应量的总方差Ｖ（Ｙ），第ｉ个变量的
组成分量函数 ｆｉ（ｘｉ）与输出响应量 Ｙ的协方差
Ｃｏｖ（ｆｉ，Ｙ），以及第ｉ个变量的组成功能函数ｆｉ（ｘｉ）
自身的方差Ｖａｒ（ｆｉ）。

输出响应量的总方差贡献可以表示为

　Ｖ（ｙ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
［ａ２ｉＶｘ( )

ｉ ＋ｂ
２
ｉＶｘ２( )

ｉ ］＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
２ａｉｂｊＣｏｖ（ｘｉ，ｘ

２
ｊ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１
２［ａｉａｊＣｏｖ（ｘｉ，ｘｊ）＋

ｂｉｂｊＣｏｖ（ｘ
２
ｉ，ｘ

２
ｊ）］ （７）

在进一步推导之前，给出一些由正态分布变

量的概率密度函数推导的公式［１１］：

Ｅ（ｘ３）＝３μｘσ
２
ｘ＋μ

３
ｘ

Ｅ（ｘ４）＝３σ４ｘ＋６μ
２
ｘσ
２
ｘ＋μ

４
ｘ

Ｅ（ｘｉｘｊ）＝μｉμｊ＋ρｉｊσｉσｊ
Ｅ（ｘｉｘｊ

２）＝μｉμ
２
ｊ＋（μｉσｊ＋２ρｉｊμｊσｉ）σｊ

Ｅ（ｘｉ
２ｘｊ

２）＝μ２ｉμ
２
ｊ＋μ

２
ｊσ
２
ｉ＋μ

２
ｉσ
２
ｊ＋

４ρｉｊμｉμｊσｉσｊ＋（２ρ
２
ｉｊ＋１）σ

２
ｉσ
２















ｊ

（８）

ρｉｊ表示两个变量ｘｉ和ｘｊ之间的Ｐｅａｒｓｏｎ相关
系数，利用方差公式和协方差的性质及式（８），输
出响应量的总方差为［１１］：

Ｖ（ｙ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａ２ｉ＋２ｂ

２
ｉ σ２ｉ＋２μ

２( )[ ]
ｉ σ

２
ｉ＋

　　　∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
４ａｉｂｊμｊρｉｊσｉσｊ＋

　　　∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１
２ρｉｊσｉσｊ［ａｉａｊ＋

　　　２ｂｉｂｊ（２μｉμｊ＋ρｉｊσｉσｊ）］

（９）

２．２　变量的各方差贡献

求解Ｌｉ的指标，关键是求解变量相关情况下
高维分解模型中的各个分量。本文采用 Ｌｉ提出
的高维模型替代对其进行分析［１２］：

ｆ０ ＝∫ｆ（ｘ）ω（ｘ）ｄｘ
ｆｉ（ｘｉ）＝∫ｆ（ｘ）ω－ｉ（ｘ－ｉ）ｄｘ－ｉ－ｆ０－ｈｉ（ｘｉ）
ｆｉｊ（ｘｉ，ｘｊ）＝∫ｆ（ｘ）ω－ｉｊ（ｘ－ｉｊ）ｄｘ－ｉｊ－ｆ０－

　ｆｉ（ｘｉ）－ｆｊ（ｘｊ）－ｈｉｊ（ｘｉ，ｘｊ













）

（１０）

其中ω（ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ωｉ（ｘｉ），ωｉ（ｘｉ）表示ｘｉ的边缘概

率密度函数，ω－ｉ（ｘ－ｉ）表示除ｘｉ外其他所有变量
的联合边缘概率密度函数，类似地，ω－ｉｊ（ｘ－ｉｊ）表
示除ｘｉ和ｘｊ外其他所有变量的联合边缘概率密
度函数。ｈｉ（ｘｉ）与所有包含ｘｉ并高于一阶的组成
分量函数有关，相应地，ｈｉｊ（ｘｉ，ｘｊ）与所有包含 ｘｉ
和ｘｊ并且高于二阶的组成分量函数有关。由于
本文研究对象为二次不含交叉项的输出响应函

数，因而 ｈｉ（ｘｉ）＝０，高维模型替代结果中只含有

·７２·
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ｆ０和ｆｉ（ｘｉ）项，ｆｉｊ（ｘｉ，ｘｊ）以及更高阶项均不予考
虑。故本文用到的模型替代为：

ｆ０ ＝∫ｆ（ｘ）ω（ｘ）ｄｘ
ｆｉ（ｘｉ）＝∫ｆ（ｘ）ω－ｉ（ｘ－ｉ）ｄｘ－ｉ－ｆ{

０

（１１）

ｆ０和ｆｉ（ｘｉ）的解析表达为：

　ｆ０＝Ｅ（Ｙ）＝ａ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｕｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）

（１２）

　ｆｋ＝ｆｋ（ｘｋ）＝∫ｆ（ｘ）ω－ｋ（ｘ－ｋ）ｄｘ－ｋ－ｆ０ ＝ａ０＋
∑
ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
ａｉｕｉ＋ａｋｘｋ＋∑

ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）＋ｂｋｘ

２
ｋ（１３）

变量ｘｋ的总方差贡献为：

　

Ｃｏｖ（ｆｋ，Ｙ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉａｋρｉｋσｉσｋ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
２ａｉｂｋρｉｋｕｉσｉσｋ＋∑

ｎ

ｉ＝１
２ａｋｂｉρｉｋｕｉσｉσｋ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉｂｋ（４ρｉｋμｉμｋσｉσｋ＋２ρ

２
ｉｋσ

２
ｉσ
２
ｋ）

（１４）

变量ｘｋ的结构方差贡献：
Ｖ（ｆｋ）＝ａ

２
ｋσ
２
ｋ＋ｂ

２
ｋ（２σ

４
ｋ＋４μ

２
ｋσ
２
ｋ）＋４ａｋｂｋμｋσ

２
ｋ

（１５）
式（５）可计算Ｓｋ和Ｓ

ａ
ｋ，Ｓ

ｂ
ｋ则用式（１６）计算：

Ｓｂｋ ＝Ｓｋ－Ｓ
ａ
ｋ （１６）

式（１４）、式（１５）的推导过程如下：
由协方差计算公式可知：Ｃｏｖ（ｆｉ，Ｙ）＝Ｅ（ｆｉＹ）

－Ｅ（ｆｉ）Ｅ（Ｙ）。

ｆｋＹ＝（ａ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｘｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉｘ

２
ｉ）［ａ０＋ａｋｘｋ＋

∑
ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
ａｉｕｉ＋ ∑

ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）＋ｂｋｘ

２
ｋ］ （１７）

推导期望Ｅ（ｆｋＹ）：

Ｅ（ｆｋＹ）＝ａ
２
０＋２ａ０∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｕｉ＋２ａ０∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉａｊμｉｕｊ＋２∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｂｊμｉ（μ

２
ｊ＋σ

２
ｊ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
２ａｉｂｋρｉｋｕｋσｉσｋ＋∑

ｎ

ｉ＝１
２ａｋｂｉρｉｋｕｉσｉσｋ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｂｊ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）（μ

２
ｊ＋σ

２
ｊ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉａｋρｉｋσｉσｋ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉｂｋ（４ρｉｋμｉμｋσｉσｋ＋２ρ

２
ｉｋσ

２
ｉσ
２
ｋ） （１８）

ｆｋ和Ｙ的期望的乘积为：

Ｅ（ｆｋ）Ｅ（Ｙ）＝［ａ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｕｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）］

　　［ａ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｕｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）］ （１９）

式（１８）减去式（１９）即得 ｆｉ（ｘｉ）与输出响应
量Ｙ的协方差Ｃｏｖ（ｆｉ，Ｙ）。

由计算式Ｖ（ｆｋ）＝Ｅ（ｆ
２
ｋ）－Ｅ（ｆｋ）

２，先推导被

减数项：

Ｅ（ｆ２ｋ）＝ａ
２
０＋ｂ

２
ｋ（３σ

４
ｋ＋６μ

２
ｋσ
２
ｋ＋μ

４
ｋ）＋

ａ２ｋ（μ
２
ｋ＋σ

２
ｋ）＋∑

ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
ｂｉｂｊ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）（μ

２
ｊ＋σ

２
ｊ）＋

２∑
ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
ｂｉｂｋ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）（μ

２
ｋ＋σ

２
ｋ）＋

２ａ０ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｕｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ( )） ＋２∑

ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
ａｉｕｉ　　ａｋｕ( ｋ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）)　　＋ ∑

ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
ａｉａｊｕｉｕｊ＋

２ａｋ［∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）ｕｋ＋２ｂｋμｋσ

２
ｋ］ （２０）

而组成分量函数ｆｋ（ｘｋ）期望的平方为：

Ｅ（ｆｋ）
２＝ａ０

２＋∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉａｊｕｉｕｊ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｂｊ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ）（μ

２
ｊ＋σ

２
ｊ）＋

２∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｂｊｕｉ（μ

２
ｊ＋σ

２
ｊ）＋

２ａ０ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｕｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ（μ

２
ｉ＋σ

２
ｉ( )） （２１）

式（２０）减去式（２１）即得 ｘｉ的结构方差贡
献Ｖ（ｆｋ）。

３　两种理论解的比较

Ｌｉ和Ｘｕ都是基于方差模型提出的重要性测度
指标，二者研究对象相同，因此本文对这两种指标

的理论解的关系加以研究。文献［１３］中给出了Ｘｕ
指标的理论解。由两类指标的定义可知，两类解析

解的定义基础不同，Ｘｕ的定义是将输出响应量的
总方差进行模型分解后讨论各阶方差对主方差的

贡献，而Ｌｉ的定义是将输出响应量的功能函数进
行模型分解后讨论各组成分量函数对总的功能函

数的贡献，因而二者对应的指标内涵会有所不同。

Ｘｕ指标体系下ｘｋ的一阶方差贡献Ｖｋ：

Ｖｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
［ａ２ｉρ

２
ｉｋσ

２
ｉ＋ｂ

２
ｉ（４μ

２
ｉρ
２
ｉｋσ

２
ｉ＋２ρ

４
ｉｋσ

４
ｉ）］＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
４ａｉｂｊρｉｋρｊｋμｊσｉσｊ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１
２［ａｉａｊσｉσｊρｉｋρｊｋ＋

ｂｉｂｊ（４ρｉｋρｊｋμｉμｊσｉσｊ＋２ρ
２
ｉｋρ
２
ｊｋσ

２
ｉσ
２
ｊ）］ （２２）

Ｖｋ ＝Ｖ［Ｅ（Ｙ｜ｘｋ）］＝Ｖ（Ｙ）－Ｅ［Ｖ（Ｙ｜ｘｋ）］是指
固定变量ｘｋ时输出响应总方差Ｖｙ的减少量，该部
分贡献中不仅包含ｘｋ自身的影响，还包括所有与
ｘｋ相关的其他变量的影响。式（１７）和式（１４）中
的各加和因子的意义如表１所示。
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表１　两类指标Ｖｋ因子的含义
Ｔａｂ．１　ＭｅａｎｉｎｇｏｆｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆＶｋｉｎｔｗｏｉｎｄｉｃｅｓ

式（２２）加和因子 含　　义

∑
ｎ

ｉ＝１
ａ２ｉρ

２
ｉｋσ

２
ｉ＋ｂ

２
ｉ ４μ２ｉρ

２
ｉｋσ

２
ｉ＋２ρ

４
ｉｋσ

４( )[ ]
ｉ

输出模型函数中与变量ｘｋ相关（包括含有ｘｋ的

项）的各项方差贡献之和

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
４ａｉｂｊρｉｋρｊｋμｊσｉσｊ

输出函数中与变量ｘｋ相关的一次项和二次项之

间的协方差之和

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１
２ａｉａｊρｉｋρｊｋσｉσｊ＋ｂｉｂｊ（４ρｉｋρｊｋμｉμｊσｉσｊ＋２ρ

２
ｉｋρ
２
ｊｋσ
２
ｉσ
２
ｊ[ ]）

输出函数中与变量ｘｋ相关的不同一次项之间、

不同二次项之间的协方差之和

式（１４）加和因子 含　　义

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉａｋρｉｋσｉσｋ

输出函数中含有变量ｘｋ的一次项和与其相关的

一次项（包括含有ｘｋ的一次项）的协方差之和

∑
ｎ

ｉ＝１
２ａｋｂｉρｉｋｕｉσｉσｋ

输出函数中含有变量ｘｋ的一次项和与其相关的

二次项的协方差之和

∑
ｎ

ｉ＝１
２ａｉｂｋρｉｋｕｉσｉσｋ

输出函数中含有变量ｘｋ的二次项和与其相关的

一次项的协方差之和

∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉｂｋ（４ρｉｋμｉμｋσｉσｋ＋２ρ

２
ｉｋσ

２
ｉσ
２
ｋ）

输出函数中含有变量ｘｋ的二次项和与其相关的

二次项（包括含有ｘｋ的二次项）的协方差之和

　　由表１可知，Ｖｋ中包含的信息是较多的，将
功能函数中任一包含变量 ｘｋ或与其相关的项均
囊括在内，而 Ｃｏｖ（ｆｋ，Ｙ）中两项之间的协方差中
至少有一项含有 ｘｋ。因而 Ｘｕ的指标 Ｖｋ较 Ｌｉ的
指标Ｃｏｖ（ｆｋ，Ｙ）多出的信息正是功能函数中不含
有ｘｋ且与其相关的各项之间的协方差。若 ｘｋ不
与其他变量相关时，前者较后者的多余部分就不

存在，两类指标就是相同的。

Ｘｕ指标体系下独立部分方差贡献ＶＵｋ：
ＶＵｋ＝ ａ

２
ｋ＋４ａｋｂｋμｋ＋４ｂ

２
ｋμ
２( )ｋ （σ

２
ｋ－

Ｂｋ（－ｋ）Ｂ
－１
（－ｋ）（－ｋ）Ｂ

Ｔ
ｋ（－ｋ））＋２ｂ

２
ｋ（σ

４
ｋ－ （２３）

Ｂｋ（－ｋ）Ｂ
－１
（－ｋ）（－ｋ）Ｂ

Ｔ
ｋ（－ｋ）Ｂｋ（－ｋ）Ｂ

－１
（－ｋ）（－ｋ）Ｂ

Ｔ
ｋ（－ｋ））

其中Ｂｋ（－ｋ）＝（σｋ１σｋ２…σｋ（ｋ－１）σｋ（ｋ＋１）…σｋｎ），σｋｉ
＝ρｋｉσｋσｉ，Ｂ（－ｋ）（－ｋ）是除去变量 ｘｋ以外的其他所
有变量的协方差阵。Ｂｋ（－ｋ）Ｂ

－１
（－ｋ）（－ｋ）Ｂ

Ｔ
ｋ（－ｋ） ＝

Ｃｋｋｎσ
２
ｋ，其中Ｃｋｋｎ由变量之间的相关系数决定。
ＶＵｋ＝Ｖ（Ｙ）－Ｖ［Ｅ（Ｙ｜ｘｋ）］＝Ｅ［Ｖ（Ｙ｜ｘ－ｋ）］表

示固定除ｘｋ外其他所有变量时方差的平均变化
量，由于变量之间的相关性，ｘｋ与其他变量相关
的部分也被固定，剩余可以发生变化的即 Ｘｕ定
义的独立部分。ＶＵｋ 表达式中加和因子（ａ

２
ｋ＋

４ａｋｂｋμｋ＋４ｂ
２
ｋμ
２
ｋ）σ

２
ｋ＋２ｂ

２
ｋσ
４
ｋ是功能函数中含有 ｘｋ

的一次项和二次项自身的方差，ＶＵｋ中的剩余项则
由与ｘｋ相关的相关系数决定。相应的Ｖ（ｆｋ）表达
式包含的是功能函数中含有 ｘｋ的一次项和二次
项自身的方差。

对比分析可知，Ｘｕ的指标 ＶＵｋ较 Ｌｉ的指标
Ｖ（ｆｋ）减去了 ｘｋ与其他变量相关部分的方差贡
献。若变量ｘｋ不与其他变量相关时，前者较后者
减去的部分就不存在，两类指标就是相同的。两

类指标的相关方差贡献是上述两个方差项之差，

故二者对照在此就不予赘述。

变量独立时，Ｘｕ的指标与Ｌｉ指标的关系：
Ｖｋ＝Ｃｏｖ（ｆｋ，Ｙ）＝ａ

２
ｋσ
２
ｋ＋４ａｋｂｋμｋσ

２
ｋ＋

ｂ２ｋ ４μ
２
ｋσ
２
ｋ＋２σ

４( )ｋ
ＶＵｋ＝Ｖ（ｆｋ）＝２ｂ

２
ｋσ
４
ｋ＋ ａ

２
ｋ＋４ａｋｂｋμｋ＋４ｂ

２
ｋμ
２( )ｋ σ

２
ｋ

（２４）
当输入变量相互独立时，Ｘｕ指标和 Ｌｉ指标

是完全相同的。这也与所有变量均独立时变量对

输出响应量的方差贡献理论体系相统一。此外，

在输出响应函数为二次不含交叉项时，不论是否

考虑输入变量相关，Ｌｉ指标的结构方差贡献Ｖ（ｆｋ）
的表达式不变，它反映了分量函数 ｆｋ对总方差的
结构贡献。

４　算例

算例１：响应函数为 ｙ＝ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ
２
１＋ｘ

２
２

＋２ｘ２３，ｘｉ～Ｎ（０，１），ρ１２＝０．３，其余变量间两两独
立，计算结果如图１所示（其中数值方法为大样
本ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数字模拟法［１４］）。

由图１可发现对于二次不含交叉项的响应量
函数，解析解和数值解非常接近，证明了所推导解

·９２·
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（ａ）总贡献比较图

（ｂ）结构贡献比较图

（ｃ）相关贡献比较图
图１　理论值与数值结果对照图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ

析解的正确性。由图１中（ｂ）、（ｃ）两图，发现 ｘ１
和ｘ２的结构贡献和相关贡献均相同，结构贡献相
同是由于这两个变量的分布参数相同，并且二者

在输出响应表达式中所占的位置也是相同的，相

关贡献相同是因为二者只互相相关，与其他变量

无关。对于 ｘ３，由于独立，因而相关贡献为０，相
应地，它的总贡献全部由结构贡献提供。

以算例１来验证前文得到的两类指标之间的
关系，求得Ｘｕ指标结果如表２所示。表中 Ｓｉ是
变量ｘｉ的一阶方差总贡献，Ｓ

Ｕ
ｉ是 ｘｉ的独立部分

贡献，ＳＣｉ是ｘｉ的相关部分贡献，各指标计算公式

为：Ｓｉ＝Ｖｉ／Ｖ（ｙ），Ｓ
Ｕ
ｉ＝Ｖ

Ｕ
ｉ／Ｖ（ｙ），Ｓ

Ｃ
ｉ＝Ｓｉ－Ｓ

Ｕ
ｉ。

表２　算例１的Ｘｕ指标计算结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ１ｉｎＸｕ′ｓｉｎｄｉｃｅｓ

变量 Ｓｉ ＳＵｉ ＳＣｉ
ｘ１ ０．２５４８ ０．１８１３ ０．０７３５
ｘ２ ０．２５４８ ０．１８１３ ０．０７３５
ｘ３ ０．５６３９ ０．５６３９ ０

　　对比表２与图１中各图，发现对于独立变量
ｘ３，两种定义下的各项指标对应相同。对于相关

变量ｘ１、ｘ２，由于相关系数为正数，因而有Ｘｕ指标
下的Ｓｉ较 Ｌｉ指标下的 Ｓｉ偏大，Ｘｕ指标下的 Ｓ

Ｕ
ｉ

较Ｌｉ指标下的 Ｓａｉ偏小，验证了文章第３部分给
出的两类指标关系的正确性。

算例２：图２给出了九盒段模拟结构的几何
形状和受载方式。九盒段根部的前后缘４个节点
为固定端，内部４个节点简化为只有一个自由度
的支座。翼盒上表面的前后缘６个节点受载为
Ｐ，中间部分的６个节点的受载为２Ｐ。所有杆的
长度均为Ｌ的整数倍，假设所有杆面积Ａ都相同，
Ｅ表示杆元和板元的弹性模量，泊松比取０３，Ｈ
表示板（即蒙皮）厚度。各变量分布如表３所示
（为表示方便，将Ｌ，Ａ，Ｅ，Ｐ，Ｈ分别表示为 ｘ１，ｘ２，
ｘ３，ｘ４，ｘ５）。相关系数 ρ１２＝０．２，ρ１３＝０．１，ρ２３＝
０．０５，其余变量之间两两独立。

表３　九盒段结构中随机变量的分布参数
Ｔａｂ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆｎｉｎｅｂｏｘ

变量 Ｌ（ｍ） Ａ（ｃｍ２） Ｅ（ＧＰ） Ｐ（ｋＮ） Ｈ（ｍｍ）

μ ０．２ １ ７１ １０ ３

σ ０．０１ ０．０５ ３．５５ ０．５ ０．１５

图２　九盒段结构示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍｅｏｆｎｉｎｅｂｏｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

　　对九盒段有限元分析后得极限状态方程：
ｇ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５）＝５１０－σｍａｘ

将输出响应量ｇ与输入变量进行非线性回归，得
到响应量的功能函数为：

ｇ＝３０．４ｘ１－４５．５ｘ
２
１－０．３９ｘ２＋０．１５ｘ

２
２＋

０．５０６ｘ３－０．００３ｘ
２
３＋５．１８ｘ４－０．０３５ｘ

２
４－

１１０．９ｘ５＋１３．４ｘ
２
５＋３７１

对上式进行求解，结果如图３、４所示。
由图３可知 ｘ２（杆的面积 Ａ）的总贡献为０，

但从图４和图５来看它的结构和相关贡献却是不
为０的，Ｓａ２和Ｓ

ｂ
２互为相反数才构成其总贡献为０

的结果，故仅从总贡献为０不能判定变量对于输
出响应没有影响。ｘ３（弹性模量Ｅ）的相关贡献最
大而其结构贡献是最小的。ｘ４（载荷 Ｐ）和 ｘ５（蒙
皮厚度Ｈ）的总贡献较大，二者的结构贡献也较

·０３·
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图３　变量总贡献图
Ｆｉｇ．３　Ｔｏｔａｌｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ

图４　变量结构贡献图
Ｆｉｇ．４　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ

图５　变量相关贡献图
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｖｅｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ

大，相关贡献均为０，这是由于二者均为独立的变
量。若要减小该极限状态函数的变异性，可以从

减小ｘ４和 ｘ５的结构作用或增大 ｘ２的相关作用
入手。

算例３：某飞机襟翼的有限元模型如图６，将
襟翼所受的空气动力外载转化为作用在单元节点

的集中载荷Ｆ。极限状态方程为：
ｇ（ｘ）＝ｆ（ｔ１，ｔ２，ｔ３，Ｅ１，Ｇ１，Ｅ２，Ｇ２，Ｆ）

其中 ｔ１，ｔ２，ｔ３是襟翼 ３根梁的厚度，Ｅ１（Ｅ２）和
Ｇ１（Ｇ２）分别是弹性模量和剪切模量，Ｆ代表施加

在节点上的外载，对于节点ｉ处的外载Ｆｉ，有Ｆｉ＝
（１＋Ｆ）Ｆｉ０，Ｆｉ０是常值，Ｆ是无量纲，所有变量正
态分布，相关系数 ρｔ１ｔ２＝０．０５，ρｔ１ｔ３＝０．０５，ρｔ２Ｅ２＝
０１，其余参数之间相关系数为０，变量的分布信
息如表４所示。

表４　襟翼变量分布参数
Ｔａｂ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆｆｌａｐ

变量 均值 标准差

ｔ１／ｃｍ ２ ０．０４

ｔ２／ｃｍ ２ ０．０４

ｔ３／ｃｍ ４ ０．０８

Ｅ１／Ｍｐａ ７０３８０ １４０７．６

Ｇ１／Ｍｐａ ２６４５８．６ ５２９．１７２

Ｅ２／Ｍｐａ ７２４５０ １４４９

Ｇ２／Ｍｐａ ２７２３６．８ ５４４．７３６

Ｆ ０ ０．２

图６　某飞机襟翼图
Ｆｉｇ．６　Ａｐｉｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｆｌａｐ

　　运用非线性回归对输出响应和输入变量进行
拟合，得到的拟合函数为：

ｙ＝０．０００３６２５Ｅ１＋０．００１０６８Ｇ１＋０．０００８５１Ｇ２
＋２８．６３９５Ｆ－０．０９３１６ｔ２１－０．１０７４２ｔ

２
２

－０．００２７２２ｔ２３＋０．０００３５２Ｆ
２

对上式进行Ｌｉ各项指标的求解，由于拟合函
数中不含Ｅ２的项，说明Ｅ２不影响输出响应，故在
求解Ｌｉ各项指标时就不予考虑 Ｅ２的影响，结果
如表５所示。

表５　飞机襟翼指标计算结果

Ｔａｂ．５　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｌａｐ

ｔ１（１０－６）ｔ２（１０－６）ｔ３（１０－６） Ｅ１ Ｇ１ Ｇ２ Ｆ

Ｓ ７．０３２ ９．１７４ ０．１２９ ０．００７７０．００９５０．００６４０．９７６３

Ｓａ ６．６１３ ８．７９２ ０．０９０ ０．００７７０．００９５０．００６４０．９７６３

Ｓｂ ０．４２０ ０．３８１ ０．０３９ ０ ０ ０ ０

　　由表５知：对于结构贡献和相关贡献指标，独
立变量Ｅ１，Ｇ１，Ｇ２和Ｆ的相关贡献为０，相关变量
ｔ１，ｔ２，ｔ３的相关贡献数值很小，说明变量之间的相
关作用不明显。对于总贡献指标，飞机襟翼变量

的总贡献指标按其相对大小可分为３类：数量级
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很小的襟翼３根梁的厚度ｔ１，ｔ２，ｔ３；相对大小居中
的弹性模量和剪切模量 Ｅ１，Ｇ１，Ｇ２以及数值最大
的外载Ｆ。变量的总贡献大小排序可表明变量对
输出响应变异性影响的重要性程度大小，显然外

载Ｆ对于输出响应的稳定性影响是最大的，Ｅ１，
Ｇ１，Ｇ２次之，ｔ１，ｔ２，ｔ３的影响最小。由于 Ｆ的总贡
献指标接近所有变量指标之和１，故增加 Ｆ的稳
定性对提高输出响应的稳定性十分有利。

５　结论

本文以二阶不含交叉项的多项式为例，推导

了正态相关情况下 Ｌｉ提出的基于方差重要性测
度指标的解析解，为求解该类情况下相关输入变

量的重要性测度指标提供了有利的参考。文章对

两类基于方差的重要性测度指标进行了简单地类

比，清楚地揭示了两类指标在描述相关变量重要

性时的侧重与统一，为工程实际选用合适的指标

体系提供参考。
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