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航天器转动惯量参数在轨辨识的最优激励
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摘　要：根据矩阵分析理论研究了转动惯量参数的可辨识性问题，从姿态动力学方程导出关于未知参数
的线性回归模型，将回归矩阵的条件数作为参数可辨识度的定量指标，以可辨识度最大为目标函数建立最优

控制模型；应用解最优控制问题的伪谱法，计算控制力矩陀螺的指令轨线，使得惯量参数的辨识精度和收敛

速度显著提高；在仿真中采用双无迹卡尔曼滤波算法进行参数辨识，结果验证了所提出的最优激励设计方法

可以改善参数辨识性能，同时该方法对先验信息误差具有鲁棒性。
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　　转动惯量参数在航天器姿态控制中扮演着十
分重要的角色，包含转动惯量参数的控制律具有

较高的控制精度和较小的需用控制量，而不准确

的转动惯量参数会导致控制性能下降甚至失稳。

因此，航天器在发射前要进行地面测量试验标定

质量特性参数，保证控制算法有效。在轨运行一

段时间后，由于工质消耗等原因，航天器的质量特

性参数与发射时相比具有较大差异，一些特殊的

空间任务，如载荷释放、在轨装配、空间捕获、空间

对接等也会使系统构型发生巨大改变。此时，要

继续保持姿态控制稳定，就需要进行在轨辨识，以

获得控制算法需要的惯量参数。

Ｂｅｒｇｍａｎｎ最早提出了在轨辨识的概念，之后
众多学者围绕该问题进行了深入的研究［１－７］，形

成了几种成熟的辨识方案：参数滤波方案［３－４］、最

小二乘方案［１－２］以及非线性规划方案［５］。一些具

体的辨识算法还得到了在轨实测数据的检

验［６－７］。国内学者也在该领域开展了部分研究，

并取得了一些成果：文献［８］将参数估计问题转
化为非线性全局优化问题并采用粒子群优化

（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）方法求解，同时
辨识出质量、质心位置和转动惯量；文献［９］提出
了一种两步辨识方法，先估计出转动惯量比参数，

再辨识滚动轴转动惯量值，基于转动惯量比参数

和滚动轴转动惯量参数计算出转动惯量矩阵参

数；文献［１０］对非线性动态方程进行泰勒展开，
忽略高阶项后建立线性回归模型，采用迭代最小

二乘法计算质量特性参数，并利用条件数和奇异

值分解理论对回归矩阵进行分析，研究了待估质

量参数的可辨识性和可辨识度。
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通过大量的仿真计算发现，无论采用何种辨

识方案，算法收敛速度和辨识精度都严重依赖于

系统输入的激励，对同一种算法，不同的激励输入

会导致不同的收敛速度和辨识精度。本文针对控

制力矩陀螺（ＣｏｎｔｒｏｌＭｏｍｅｎｔＧｙｒｏ，ＣＭＧ）作用下
的大型组合体航天器，提出了一种优化执行机构

控制指令的方法，使得在优化控制指令的激励下，

辨识算法的收敛速度和估计精度显著提高。仿真

采用双无迹卡尔曼滤波（ＤｕａｌＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎ
Ｆｉｌｔｅｒ，ＤＵＫＦ）算法进行参数估计，对比正弦信号
和优化信号激励下辨识性能差异，并验证了所采

用的最优激励设计方法对未知参数先验信息具有

鲁棒性。

１　姿态运动模型

由多个刚体组成的组合体系统中，主刚体质

量为ｍ０，相对自身质心的惯量矩阵为Ｊ０，各个子
刚体相对自身质心的惯量矩阵为Ｊｊ，质量为ｍｊ，整
个组合体平台系统的惯量矩阵为

Ｊ＝∑
Ｎ

ｊ＝０
Ｊｊ＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｍｊ（ｒ

Ｔ
ｊｒｊＥ－ｒｊｒ

Ｔ
ｊ）－

ρＴρＥ－ρρＴ
Ｍ
（１）

其中，ρ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｍｊｒｊ，ｒｊ为子刚体质心到主刚体质

心的位置矢量，Ｍ为系统总质量，Ｅ为３阶矩阵，所
有的张量Ｊｊ和矢量ｒｊ均描述在同一个坐标系下，
通常选择主刚体固连体坐标系为计算坐标系。

若各子刚体之间没有相对线位移，则组合体

平台可视为陀螺体，系统动力学方程为

Ｊω＋ω×Ｊω＝Ｔｅ＋Ｔａｃｔ （２）
式中，ω为航天器的角速度；Ｔｅ为干扰力矩；Ｔａｃｔ为
控制力矩，假设执行机构为控制力矩陀螺，则Ｔａｃｔ为

Ｔａｃｔ＝－ｈＣＭＧ－ω×ｈＣＭＧ （３）
其中，ｈＣＭＧ为控制力矩陀螺的角动量。参考文献
［１１］的设计，考虑控制力矩陀螺有４个转子，每
个转子的角动量幅值均为 ｈ，４个转子的框架角
（ｇｉｍｂａｌａｎｇｌｅ）分别为δ１、δ２、δ３和δ４，框架角转动
轴与ｘ－ｙ平面的夹角为β，可以写出本体坐标系
下ｈＣＭＧ和ｈＣＭＧ分别为

ｈＣＭＧ ＝ｈ
－ｃβｓδ１－ｃδ２＋ｃβｓδ３＋ｃδ４
ｃδ１－ｃβｓδ２－ｃδ３＋ｃβｓδ４
ｓβｓδ１＋ｓβｓδ２＋ｓβｓδ３＋ｓβｓδ








４

ｈＣＭＧ ＝ｈ
－ｃβｃδ１ ｓδ２ ｃβｃδ３ －ｓδ４
－ｓδ１ －ｃβｃδ２ ｓδ３ ｃβｃδ４
ｓβｃδ１ ｓβｃδ２ ｓβｃδ３ ｓβｃδ
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δ
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δ
·
２

δ
·
３

δ
·














４

其中，ｃ＝ｃｏｓ（λ），ｓ＝ｓｉｎ（λ）。在中心刚体本体坐
标系下，ＣＭＧ的配置如图１所示。

图１　控制力矩陀螺安装示意图
Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆＣＭＧａｓｓｅｍｂｌｅｄ

考虑到辨识过程中姿态机动幅度较大，为避

免出现奇异，采用四元数描述组合体平台姿态，运

动学方程为

ｑ＝１２Ω（ｑ）ω

ｑＴｖｑｖ＋ｑ
２
４ ＝１ （４）

其中，ｑ为四元数，ｑｖ为四元数的矢量部分，ｑ４为
四元数的标量部分，矩阵函数Ω（ｑ）为

Ω（ｑ）＝ －ｑｖ ｑ４Ｅ－ｑ
×[ ]ｖ
Ｔ

由于四元数是一种冗余的姿态参数，独立变量个

数为３，因此采用四元数描述的姿态运动模型是
一个微分 －代数方程组（Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ－Ａｌｇｅｂｒａｉｃ
Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ＤＡＥ）。

２　基于ＵＫＦ滤波算法的状态 －参数估
计器

　　无迹卡尔曼滤波的特点是采用ＵＴ变换计算随
机变量的统计信息，可以将非线性系统的统计信息

保留到２阶。当需要进行参数估计时，可以将待估参
数作为扩展状态量，把描述参数变化的动态方程扩

充到原状态方程组中。但状态维数的增加不仅使滤

波过程中的矩阵求逆运算变得困难，还可能造成状

态协方差矩阵负定。一种解决方法是构造状态 －参
数双滤波器（ｓｔａｔｅ－ｐａｒａｍｅｔｅｒｄｕａｌｆｉｌｔｅｒ）［１２］。

２．１　状态估计器（ｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｏｒ）

采用四元数作为滤波状态量，在 ＵＴ变换时，
会造成四元数的Ｓｉｇｍａ采样点不满足归一化条件
的矛盾。为此定义误差四元数δｑ

δｑｋ ＝ｑｋ＋１ｑｋ （５）
式中，符号表示四元数乘法。

以误差四元数的矢量部分δｑｖ和角速度ω作
为滤波状态量ｘ＝ δｑｖ[ ]ω，设误差四元数矢量

·０４·
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部分δｑｖ的Ｓｉｇｍａ点为δｑ
Ｓ
ｖ，则根据四元数的归一

化条件，误差四元数δｑ的Ｓｉｇｍａ点为

δｑＳ ＝ δｑ( )Ｓ
ｖ
Ｔ １－ δｑ( )Ｓ

ｖ
Ｔδｑ槡[ ]Ｓｖ

Ｔ
（６）

再根据定义式（５），利用δｑＳ和前一时刻的四
元数均值ｑ^ｋ计算姿态四元数的 Ｓｉｇｍａ点ｑ

Ｓ，此时

ｑＳ可以保证归一化条件，将ｑＳ代入到动态方程
（４）中进行状态递推，以完成ＵＴ变化计算。

状态估计器的状态方程组可写为

　
ωｋ＋１
δｑｖｋ＋[ ]

１

＝
ｆ（ωｋ，Ｊ，Ｔａｃｔ，Δｔ）

ｇ（ωｋ，δｑｖｋ，Δｔ[ ]） ＋
ｗω
ｗ[ ]
ｑ

（７）

其中，ｆ（ωｋ，Ｊ，Ｔａｃｔ，Δｔ）为式（２）数值积分后得
到的非线性函数，ωｋ为 ｋ时刻角速度；Δｔ为时间
步长；ｗω为干扰力矩和离散化误差等未建模项组
成的 分 量， 假 设 为 零 均 值 高 斯 白 噪 声，

ｗω～Ｎ（０，σ
２
ω），ｇ（ωｋ，δｑｖｋ，Δｔ）为式（４）～（６）组

成的非线性函数，δｑｖｋ为 ｋ时刻误差四元数矢量
部分；ｗｑ为零均值过程噪声，ｗｑ ～Ｎ（０，σ

２
ｑ）。

设组合体航天器上安装有星敏感器或地磁敏

感器，在惯性系中的两个矢量ｖ１和ｖ２可以被敏感
器测量到，测量方程为

ｙｋ ＝
Ｒ（ωｋ，δｑｖｋ）ｖ１
Ｒ（ωｋ，δｑｖｋ）ｖ[ ]

２

（８）

式中，Ｒ（ωｋ，δｑｖｋ）为矩阵函数，表示惯性系与组
合体本体坐标系间方向余弦矩阵。

２．２　惯量参数估计器（ｉｎｅｒｔｉａｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｏｒ）

惯量矩阵作为待估计参数，定义参数估计器

的状态矢量为

θ＝ Ｊｘｘ Ｊｙｙ Ｊｚｚ Ｊｘｙ Ｊｘｚ Ｊ[ ]ｙｚ
Ｔ

考虑机动过程中组合体构型无变化，则参数估计

器的状态方程可以写为

θｋ＋１ ＝θｋ＋ｗθ （９）
式中，θｋ为ｋ时刻的待估参数矢量；ｗθ为零均值高
斯白噪声，ｗθ～Ｎ（０，σ

２
θ）。

选择状态估计器输出的角速度估计值作为参

数估计器的观测量，观测方程为

ωｋ ＝ｆ（ωｋ－１，θｋ，Ｔａｃｔ，Δｔ） （１０）
式中，ｆ（·）的定义与式（７）相同。从式（７）～
（１０）可见，双滤波算法中，状态估计器和参数估
计器之间有数据交互，如图２所示。

３　基于伪谱法的最优激励设计

３．１　惯量参数的可辨识度
姿态动力学方程式（２）可以改写为关于惯量

参数的回归模型的形式

图２　双滤波算法计算框图
Ｆｉｇ．２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｄｕａｌＵＫＦ

φ·θ＝Ｔａｃｔ＋Ｔｅ （１１）
式中，矩阵 φ称为回归矩阵（ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｍａｔｒｉｘ），
矩阵各元素为

φ＝［ΝΠ］ （１２）
其中，Ｎ和Π如式（１３）和（１４）所示，ωｘ、ωｙ和 ωｚ
表示本体角速度各分量的导数。

Ν ＝

ωｘ －ωｙωｚ ωｙωｚ
ωｘωｚ ωｙ －ωｘωｚ
－ωｘωｙ ωｘωｙ ω











ｚ

（１３）

Π ＝

ωｙ－ωｘωｚ ωｚ＋ωｘωｙ ω２ｙ－ω
２
ｚ

ωｘ＋ωｙωｚ ω２ｚ－ω
２
ｘ

ωｚ－ωｘωｙ
ω２ｘ－ω

２
ｙ

ωｘ－ωｙωｚ ωｙ＋ωｘω









ｚ

（１４）

如果可以测量角速度、角加速度和激励力

矩信号，并进行两次以上的测量采样，就可以构

建一个超定的线性方程组（ｏｖｅｒｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｌｉｎｅａｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ）　　

Φ·θ＝Ｙ＋ΔＹ （１５）
式中，

Φ＝ φＴ１ φＴ２ … φＴ[ ]Ｎ
Ｔ，Ｙ＝ ＴＴ１ ＴＴ２ … ＴＴ[ ]Ｎ

φｉ和Ｔｉ表示第 ｉ个测量时刻的回归矩阵和激励
力矩。

惯量参数可以用最小二乘公式进行估计

θ^＝ ΦＴ( )Φ －１ΦＴＹ （１６）
根据矩阵分析理论，最小二乘解 θ^对回归矩阵的
摄动ΔΦ的敏感度，可以用任意范数表示的条件
数ｃｏｎｄ（Φ）进行定量描述。条件数越大，解对摄
动越敏感，即使是微小的摄动也会导致巨大的误

差；条件数越接近于１，解对摄动越不敏感。由此
可见，确定测量采样频率后，参数估计的精度与测

量过程中运动状态的变化轨迹密切相关。

根据以上分析可见，回归矩阵Φ的条件数提
供了一种度量待估参数可辨识性的指标，据此定

义转动惯量参数的可辨识度为

κ＝１／ｃｏｎｄ（Φ） （１７）
二范数表示的条件数可以根据奇异值分解（ＳＶＤ）

·１４·
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计算

ｃｏｎｄ（Φ）＝σ１／σｂ （１８）
其中，σ１是最大奇异值，σｂ是最小奇异值。Φ矩阵
的奇异值分解为

ＵＴΦ ＝ＳＶＴ （１９）

式中，Ｓ＝ Σ[ ]０，Ｕ和Ｖ为相应维数的正交矩阵；Σ
为对角阵，元素依次为Φ矩阵奇异值的递增排列
σ１≥σ２≥…≥σｂ ＞０。

３．２　最优激励计算模型

针对所研究的 ＣＭＧ驱动下的组合体航天器
平台，引入参数可辨识度概念后，在轨辨识最优激

励问题可以被描述为：设计激励函数 ｕ（ｔ）＝

［δ
·
１ δ
·
２ δ
·
３ δ
·
４
］
Ｔ
，在ｕ（ｔ）作用下产生状态轨迹

［ω（ｔ） ω（ｔ）］，使系统的可辨识度 κ（ω，ω，ｔ１，
…，ｔＮ）最大。这是一个最优控制问题，其数学描述
为

ｍａｘκ（ω，ω，ｔ０，ｔ１，…，ｔｆ） （２０）

　　　
ω＝Ｊ－１ －ｈ

·
ＣＭＧ－ω×ｈＣＭＧ－ω×Ｊ( )ω

ω（ｔ０）＝ω０
ω（ｔｆ）＝ω

{
ｆ

ｓ．ｔ．　 δ
·
ｌ≤δ
·
ｉ（ｔ）≤δ

·
ｕ，　ｉ＝１，…，４

δｌ≤δｉ（ｔ）≤δｕ，　ｉ＝１，…，{ ４
（２１）

式中，ω０和ωｆ分别为初始约束和终端约束；δ
·
ｌ和

δ
·
ｕ分别为ＣＭＧ控制量的下限和上限；δｌ和δｕ表示
ＣＭＧ框架角限制。

求解上述最优控制问题，需要先给出待估参

数Ｊ的一个粗略估值，通过 ＣＡＤ技术和公式（１）
可以粗略估算组合体的惯量矩阵Ｊ，先验值Ｊ

与真实值Ｊ间可能存在很大的误差。采用先验值
Ｊ 综合出的最优激励ｕ（ｔ）是否对先验误差具有
鲁棒性，将在第４部分进行讨论。

３．３　伪谱法求解最优激励

复杂的非线性最优控制问题需要采用数值方

法求解，将问题转化为参数优化问题。具体的方法

分为两类：间接转换法和直接转换法。间接转换法

基于Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极大值原理将最优控制问题转化
为Ｈａｍｉｌｔｏｎ边值问题（ＨａｍｉｌｔｏｎＢｏｕｎｄａｒｙＶａｌｕｅ
Ｐｒｏｂｌｅｍ，ＨＢＶＰ），求出控制量的表达式，该表达
式一般为关于伴随变量和状态的函数，通过参数

化求解ＨＢＶＰ问题获得最优状态和最优控制量。
本文所要解决的最优控制问题的目标函数并

不是状态变量的显示表达，因而不能采用间接转

换法求解。伪谱法是一种近几年发展成熟的直接

转换法［１３］，该方法的特点是用全局正交多项式离

散化特定时间节点（ｎｏｄｅ）的状态量和控制量，无
须数值积分，因而提高了计算效率，作为一种基于

有限元思想的配置点法，由于采用了正交配

置［１４］，可以以较少的离散时间节点得到较高的拟

合精度。根据离散点类型的不同，又分为Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
伪谱法（ＬＰＭ）、Ｇａｕｓｓ伪谱法（ＧＰＭ）、Ｃｈｅｂｙｓｃｈｅｖ
伪谱法（ＣＰＭ）、Ｒａｄａｕ伪谱法（ＲＰＭ）等。本文在
求解最优激励时借助了基于Ｍａｔｌａｂ软件的第３方
工具箱ＧＰＯＰＳ［１５］，ＧＰＯＰＳ采用了ＲＰＭ方法［１６－１７］

求解最优控制问题。

４　仿真算例

４．１　最优激励信号仿真计算

仿真计算中，所采用的转动惯量真值 Ｊ和先
验值Ｊ 如表１所列。

表１　航天器转动惯量参数
Ｔａｂ．１　Ｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｓｐａｃｅｃｒａｆｔｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａｌ

惯量元素 真值（ｋｇ·ｍ２） 先验值（ｋｇ·ｍ２）

Ｊｘｘ ２７５６ １８３７

Ｊｙｙ １２１７７ ８１１８

Ｊｚｚ １０６７７ ７１１８

Ｊｘｙ ２４０ １６０

Ｊｘｚ ７５０ ５００

Ｊｙｚ ３７５ ２５０

　　设机动持续时间为１００ｓ，测量周期０．１ｓ。根
据第３部分所述方法，利用待估参数的先验值Ｊ

计算出ＣＭＧ控制量 δ
·
ｉ（ｔ）的最优轨迹如图３所

示，根据优化得到的目标函数值计算回归矩阵条

件数为
ｃｏｎｄ（Φ）＝１／κ＝３．８６０４

图３　正弦输入信号与最优输入信号
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｉｎｕｓｏｉｄｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

·２４·
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图４　角速度轨迹对比
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

将优化激励 δ
·
ｉ（ｔ）代入到动力学模型中进行

积分，数值运算时转动惯量取真值 Ｊ，得到角速度
变化轨迹如图４所示，此时根据数值积分结果计
算得回归矩阵条件数为

ｃｏｎｄ（Φ）＝σ１／σｂ ＝３．４４２８
为进行对比，同样对一组正弦控制信号作用

下的动力学模型进行了仿真和分析，正弦控制信

号轨迹及激发的角速度变化轨迹也在图３和４中，
根据数值积分结果计算得到的回归矩阵条件数为

ｃｏｎｄ（Φ）＝σ１／σｂ ＝６．８８０１×１０
５

４．２　参数估计性能对比

采用第二部分所述的 ＤＵＫＦ算法，分别对正
弦激励和最优激励作用下的组合体转动惯量进行

估计，图５给出了转动惯量参数总的估计误差变
化时间历程。总估计误差（ＴｏｔａｌＥｒｒｏｒ，ＴＥ）定
义为

ＴＥ＝ （θ^－θ）Ｔ（θ^－θ槡 ）

图５　参数估计总误差变化时间历程
Ｆｉｇ．５　Ｅｒｒｏｒｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｏｔａｌｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

从仿真结果可见，与正弦激励相比，在最优激

励的作用下，转动惯量参数的估计值能更快地收

敛向真值，相同时间内，采用最优激励获得的估计

值更准确；虽然本文提出的最优激励设计方法需

要待估参数的先验值，但该方法具有较强的抗先

验误差的鲁棒性，在先验值与真实值相比具有

５０％误差的情况下，参数可辨识度指标并未受到
影响，滤波结果也表明，所得到的最优激励轨迹仍

适用于真实对象。

５　结论

通过本文的研究，可以获得如下结论：１）采
用回归矩阵的条件数度量待估计参数的可辨识

性，这个定义不仅在最小二乘估计的意义下有效，

也在贝叶斯最优估计的意义下有效，正确反映了

未知参数的可辨识性与运动状态变化轨迹密切相

关的特性。２）最优激励设计方法将参数估计的
最优激励问题转化为最优控制问题，应用伪谱法

进行求解，所得到的最优激励轨迹对待估参数先

验值误差具有很强的鲁棒性，说明该方法具有一

定的工程适用性。３）采用最优激励进行参数估
计具有收敛速度快，估计精度高的优点，可以提高

现有辨识算法的计算效率和可靠性。

采用ＧＰＯＰＳ工具箱求解本文的最优控制轨
迹耗时较长，在 ＰＣ机上综合一组轨迹需要约
６０ｍｉｎ，可见要实现该方法的工程应用，需要进一
步研究提高伪谱法的计算效率。
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