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支持原位计算的高效三角矩阵乘法向量化方法
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摘　要：向量化算法映射是向量处理器的难点问题。提出一种高效的支持原位计算的三角矩阵乘法向
量化方法：将Ｌ１Ｄ配置为ＳＲＡＭ模式，用双缓冲的乒乓方式平滑多级存储结构的数据传输，使得内核的计算
与ＤＭＡ数据搬移完全重叠，让内核始终以峰值速度运行，从而取得最佳的计算效率；将不规则的三角矩阵乘
法计算均衡分布到各个向量处理单元，充分开发向量处理器的多级并行性；将结果矩阵保存在乘数矩阵中，

实现原位计算，节省了存储空间。实验结果表明，提出的向量化方法使三角矩阵乘法性能达到 １０５３．
７ＧＦＬＯＰＳ，效率为９１．４７％。
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　　随着大型稠密线性方程组求解、雷达信号处
理、高清视频和数字图像处理等计算密集型应用对

高性能计算的需求日益增长，计算机体系结构出现

显著变化，出现许多新型体系结构，向量处理器体

系结构是其中之一。向量处理部件包括若干向量

处理单元，每个处理单元上包含丰富的运算部件，

具有强大的计算能力，能够大幅度提高系统的计算

性能，但同时对软件开发提出了新的挑战，如何针

对向量处理器多处理单元、多功能部件等体系结构

特点，充分开发各个层次的并行性，将各类应用高

效地向量化是当前面临的主要困难［１－２］。

基本线性代数函数库 （ＢａｓｉｃＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａ
Ｓｕｂｐｒｏｇｒａｍｓ，ＢＬＡＳ）是各种科学计算所必需的核心
数学库，广泛应用于物理学、电子工程学、生物学、

经济学、计算科学等科学与工程计算。针对不同体

系结构的 ＢＬＡＳ优化一直是国内外的研究热点。
Ｉｎｔｅｌ针对自己的ＣＰＵ实现了专门优化的基本数学
运算库ＭＫＬ［３］；Ｇｏｔｏ等针对不同体系结构采用手
工汇编优化实现了高效的ＧｏｔｏＢＬＡＳ库［４－５］，采用

自适应优化技术实现了 ＡＴＬＡＳ库［６］等；Ｖｏｌｋｏｖ等
研究了面向 ＧＰＵｓ的 ＢＬＡＳ库的优化实现［７］；

Ｍａｒｋｅｒ等研究了面向多线程体系结构平台上的矩
阵乘法的优化实现［８］；张先轶等面向龙芯３号多核
处理器开发了高性能的 ＯｐｅｎＢＬＡＳ库［９］。三角矩

阵与矩阵乘法和三角矩阵求解两类函数库是ＢＬＡＳ
库中最常被调用的函数库之一。

三角矩阵乘法是典型的计算密集和访存密集

型运算，对处理器的运算能力、访存带宽及延迟的
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要求非常高，优化三角矩阵乘法，对提高程序的运

行速度、发挥处理器的运算能力具有重要的意义。

与普通矩阵相比，三角矩阵有一半的矩阵元素为

０，在计算和存储上套用普通的矩阵乘法不能有效
提升三角矩阵的计算性能。并且，在面向向量处

理器平台上的计算时，一方面三角矩阵不像普通

矩阵是方阵，难以实现规整化的数据对齐，不能平

衡各个处理单元的计算负载；另一方面，向量数据

访问单元支持的向量数据Ｌｏａｄ／Ｓｔｏｒｅ一般只支持
按行读取，不支持按列读取。

１　向量处理器Ｍａｔｒｉｘ的体系结构

Ｍａｔｒｉｘ是一款面向高密度计算应用、基于共
享存储结构的高性能多核向量处理器。单核结构

如图１所示，每个单核是独立的超长指令字（Ｖｅｒｙ
ＬｏｎｇＩｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎＷｏｒｄ，ＶＬＩＷ）体系结构，包括标
量处理部件（ＳｃａｌａｒＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＵｎｉｔ，ＳＰＵ）和向量
处理部件（ＶｅｃｔｏｒＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＵｎｉｔ，ＶＰＵ），ＳＰＵ负
责标量任务计算和流控，ＳＰＵ和ＶＰＵ可通过共享
寄存器交换数据。Ｍａｔｒｉｘ每时钟周期发射１１条
指令，包括５条标量指令和６条向量指令。指令
派发单元对执行包进行识别，并将其中的指令派

发到相应的功能单元中执行。ＶＰＵ负责向量计
算，包括 １６个向量处理单元（ＶｅｃｔｏｒＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
Ｅｌｅｍｅｎｔ，ＶＰＥ），每个 ＶＰＥ含１个局部寄存器文
件，以及 ３个浮点累积乘单元（ＦｌｏａｔｉｎｇＰｏｉｎｔ
ＭｕｌｔｉｐｌｙＡｃｃｕｍｕｌａｔｏｒ，ＦＭＡＣ）、１个 ＢＰ和 ２个
Ｌｏａｄ／Ｓｔｏｒｅ共６个并行功能部件。局部寄存器文
件包含６４个６４位寄存器，所有 ＶＰＥ的同一编号
的局部寄存器在逻辑上又组成一个１０２４位的向
量寄存器。向量数据访问单元支持向量数据的

Ｌｏａｄ／Ｓｔｏｒｅ，提供阵列存储器 （ＡｒｒａｙＭｅｍｏｒｙ，
ＡＭ），每周期同时支持２个 Ｌｏａｄ／Ｓｔｏｒｅ指令。多
核采用共享 ＤＤＲ的存储结构，ＤＤＲ与 Ｌ１Ｄ间支
持多核共享的全局缓存（ＧｌｏｂａｌＣａｃｈｅ，ＧＣ），方
便数据共享。

２　三角矩阵乘法的向量化方法

对于普通的矩阵乘法 Ｃ＝Ａ×Ｂ，其中 Ａ为
ｍ×ｎ阶矩阵，Ｂ为 ｎ×ｋ阶矩阵，Ｃ为 ｍ×ｋ阶矩
阵。结果矩阵Ｃ按照式（１）计算：

Ｃｉｊ＝∑
ｎ－１

ｒ＝０
Ａｉｒ×Ｂｒｊ （１）

（ｉ＝０，…，ｍ－１，ｊ＝０，…，ｋ－１）
根据式（１）计算结果矩阵Ｃ，在计算时间方面，

每个Ｃ矩阵元素的计算需要ｎ次乘法和ｎ－１次加
法，完成矩阵 Ｃ的计算需要ｍ×ｋ×ｎ次乘法和
ｍ×ｋ×（ｎ－１）次加法。在存储方面，若以矩阵元
素为一个存储单位，则需要存储空间为（ｍ×ｎ＋
ｎ×ｋ＋ｍ×ｋ）单位。三角矩阵有一半的矩阵元素
为０，简单地套用矩阵乘法实现三角矩阵乘法，在
计算效率和存储效率方面都是低效的，因此，需要

针对三角矩阵的计算和存储特点，以及所在处理器

平台的体系结构特点制定更高效的计算方法。

２．１　多核并行三角矩阵乘法算法

假定三角矩阵乘法计算：Ｃ＝ＴＢ，其中 Ｔ为
上三角矩阵或下三角矩阵，Ｂ为普通矩阵，Ｃ为结
果矩阵。根据多核的共享存储结构特点，多核的

三角矩阵乘法采用分块的思想实现并行。如图

２（ａ）所示，设处理器有 ｖ个核，标号为 ０，１，…，
ｖ－１。将 Ｂ矩阵按列划分为 ｖ块，依次记为 Ｂ０，
Ｂ１，…，Ｂｖ－１，分别由标号为０，１，…，ｖ－１的处理

图１　Ｍａｔｒｉｘ的体系结构
Ｆｉｇ．１　ＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｏｆＭａｔｒｉｘ

·８·
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器核计算，结果矩阵 Ｃ也按列进行相应的划分，
则有：

（Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｖ－１）＝Ｔ（Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂｖ－１）
如图２（ｂ）所示，其中Ｃｉ＝ＴＢｉ由相应的核ｉ完

成计算。

图２　并行三角矩阵乘法方法
Ｆｉｇ．２　Ｐａｒａｌｌｅｌｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ

２．２　单核三角矩阵乘法向量化方法

提高向量处理器计算效率的一个关键技术是

解决“存储墙”问题。高性能计算中，必须平滑各

级存储之间的数据搬移，保证处理器计算所需要的

数据供应，才能取得高效的处理器计算效率。

Ｍａｔｒｉｘ处理器包括寄存器文件、Ｌ１Ｄ、ＡＭ、ＧＣ和
ＤＤＲ多级存储结构，其中 Ｌ１Ｄ可配置为全 Ｃａｃｈｅ
和全ＳＲＡＭ两种模式。传统的矩阵计算采用分块
矩阵来尽可能地提高Ｃａｃｈｅ的命中率，从而提高处
理器的计算效率，但总是存在 Ｃａｃｈｅ不命中的情
况，存储等待导致处理器停顿，因而很难取得更高

的计算效率。本文提出的方法是采用 ＳＲＡＭ方
式，将Ｌ１Ｄ配置为全ＳＲＡＭ模式，并采用双缓冲的
乒乓方式平滑多级存储结构的数据传输，使得内核

的计算与ＤＭＡ数据搬移完全重叠，让内核始终处
于峰值运行状态，从而取得最佳的计算效率。

单核的三角矩阵乘法向量化方法如下：

１）将被乘数三角矩阵 Ｔ中的三角矩阵元素按
行连续存储；设被乘数三角矩阵 Ｔ为 ｍ×ｍ阶矩
阵，乘数矩阵 Ｂｉ为 ｍ×ｋ阶矩阵，计算三角矩阵 Ｔ
与乘数矩阵 Ｂｉ的乘法：Ｃｉ＝Ｔ×Ｂｉ，结果矩阵 Ｃｉ为
ｍ×ｋ阶矩阵；
２）根据向量处理器的向量处理单元个数和向

量处理单元的ＦＭＡＣ部件个数对乘数矩阵 Ｂｉ按列
划分为若干个子矩阵Ｂｉｊ；具体划分方法是，设向量
处理器的向量处理单元个数为 ｐ，向量处理单元的
ＦＭＡＣ部件个数为ｑ；对乘数矩阵 Ｂｉ按列划分为子
矩阵，子矩阵的行数与 Ｂｉ矩阵一致，均为 ｍ，子矩
阵的列数固定为ｐ×ｑ，若ｋ不是（ｐ×ｑ）的整数倍，

则最后一个子矩阵的列数为 ｋ除以（ｐ×ｑ）的余
数；记子矩阵的个数为ｓ，子矩阵依次记为Ｂｉ０，Ｂｉ１，
…，Ｂｉｓ－１；采用分块算法实现结果矩阵 Ｃ的计算：
（Ｃｉ０，Ｃｉ１，…，Ｃｉｓ－１）＝Ｔ×（Ｂｉ０，Ｂｉ１，…，Ｂｉｓ－１），
令ｊ＝０。
３）依次实现被乘数三角矩阵Ｔ与子矩阵Ｂｉｊ的

乘法，计算结果存储在原子矩阵Ｂｉｊ的存储位置；
４）遍历完乘数矩阵Ｂｉ的全部子矩阵Ｂｉｊ。判断

是否还有未计算的子矩阵 Ｂｉｊ，若有，更新 ｊ＝ｊ＋１，
转步骤３；若无，则执行步骤５；
５）单核的三角矩阵乘法的计算完成。
其中步骤３采用双缓冲的乒乓方式实现三角

矩阵Ｔ与各子矩阵Ｂｉｊ的乘法计算。
如图３所示，Ｔ矩阵的数据由标量Ｌ／Ｓ部件从

Ｌ１Ｄ（配置为全ＳＲＡＭ）中加载，Ｂｉ和Ｃｉ矩阵的数据
由向量 Ｌ／Ｓ部件从 ＡＭ中加载。ＳＲＡＭ和 ＡＭ都
划分为２个缓冲区。图３中１至４栏用以说明三
角矩阵乘法的核心计算与 ＤＭＡ数据传输重叠
过程。

　　在第１栏中，准备第一个 ＡＭ缓冲区和第一
个ＳＲＡＭ缓冲区的数据；

在第２栏中，核心读取第一个 ＡＭ缓冲区和
第一个ＳＲＡＭ缓冲区的数据进行计算，同时启动
ＤＭＡ在后台搬移第二个 ＡＭ缓冲区和第二个
ＳＲＡＭ缓冲区的数据。在一个 ＡＭ缓冲区计算期
间，两个ＳＲＡＭ缓冲区计算和数据搬移重叠；

在第３栏中，核心读取第二个 ＡＭ缓冲区的
计算，同时启动ＤＭＡ在后台搬移第一个ＡＭ缓冲
区的计算结果，期间，两个 ＳＲＡＭ缓冲区的计算
和数据搬移重叠；

在第４栏中，核心读取继续第二个 ＡＭ缓冲
区的计算，同时ＤＭＡ在后台搬移第一个ＡＭ缓冲
区的数据，期间，两个 ＳＲＡＭ缓冲区的计算和数
据搬移重叠。

核心循环重复上述过程，直到计算结束。

２．３　支持原位计算的内核级三角矩阵乘法向量
化方法

　　提高向量处理器计算效率的另一个关键技术
是充分开发多核向量处理器的多级并行性。

Ｍａｔｒｉｘ这款向量处理器是１１流出的 ＶＬＩＷ结构，
包含１６个 ＶＰＥ，ＶＰＥ支持３个并行的 ＦＭＡＣ部
件。为高效实现上一节算法步骤３中的乘数三角
矩阵Ｔ与子矩阵Ｂｉｊ的乘法计算，本节提出的下述
内核级三角矩阵乘法向量化方法，能够充分开发

向量处理器的部件级和指令级并行性，通过软件

流水取得最佳的 ＦＭＡＣ部件利用率，从而取得接

·９·
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图３　三角矩阵乘法计算与ＤＭＡ数据传输重叠
Ｆｉｇ．３　ＯｖｅｒｌａｐｂｅｔｗｅｅｎｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄＤＭＡｄａｔａｔｒａｎｓｆｅｒ

近峰值性能的计算效率。

如图４所示，内核级三角矩阵乘法向量化方
法如下：

图４　内核级三角矩阵乘法向量化方法
Ｆｉｇ．４　Ｖｅｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｋｅｒｎｅｌｌｅｖｅｌｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ

ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ

１）若三角矩阵Ｔ为上三角矩阵，则 Ｐ指向三
角矩阵Ｔ的第一行，Ｑ和Ｓ分别指向子矩阵Ｂｉｊ的
第一行；若三角矩阵 Ｔ为下三角矩阵，则 Ｐ指向
三角矩阵Ｔ的最后一行，Ｑ和 Ｓ分别指向子矩阵
Ｂｉｊ的最后一行；
２）向量处理器的 ＳＰＵ用标量存取指令读取

三角矩阵Ｔ的第Ｐ行中的连续ｑ个元素到ｑ个标
量寄存器，并用广播指令分别广播到ＶＰＵ的ｑ个
向量寄存器；

３）向量处理器的 ＶＰＵ用向量存取指令读取
子矩阵Ｂｉｊ的第Ｓ行的ｑ×ｐ个元素到与步骤２不
同的ｑ个向量寄存器；
４）向量处理器的 ＶＰＵ对步骤２的 ｑ个向量

寄存器和步骤 ３的 ｑ个向量寄存器分别执行乘
法，乘法结果分别累加到不同的ｑ个向量寄存器；
５）判断子矩阵Ｂｉｊ中是否还有另一行数据，若

有，则子矩阵 Ｂｉｊ中更新 Ｓ为 Ｓ的下一行（三角矩
阵Ｔ为上三角矩阵的情况）或上一行（三角矩阵
Ｔ为下三角矩阵的情况），转步骤２；
６）将步骤４计算结果中的ｑ个向量寄存器保

存到子矩阵Ｂｉｊ的第Ｑ行；
７）判断三角矩阵Ｔ中是否还有另一行数据，

若有，则三角矩阵Ｔ中更新 Ｐ为 Ｐ的下一行（三
角矩阵Ｔ为上三角矩阵的情况）或上一行（三角
矩阵Ｔ为下三角矩阵的情况）；子矩阵 Ｂｉｊ中更新
Ｑ为Ｑ的下一行（三角矩阵 Ｔ为上三角矩阵的情
况）或上一行（三角矩阵 Ｔ为下三角矩阵的情
况），子矩阵Ｂｉｊ中更新Ｓ为Ｑ行，转步骤２；
８）被乘数三角矩阵 Ｔ与子矩阵 Ｂｉｊ的乘法计

算完成。

与传统的矩阵乘法计算相比，本文提出的三

角矩阵乘法向量化方法能够大幅度提高三角矩阵

乘法的计算效率，具有以下显著优点：

１）Ｌ１Ｄ采用 ＳＲＡＭ模式，用 ＤＭＡ双缓冲平
滑多级存储结构的数据传输，使得内核的计算与

ＤＭＡ数据搬移完全重叠，让内核始终以峰值速度
运行；

２）充分利用三角矩阵中有一半元素为０，而
０元素不需要与矩阵 Ｂ中的对应行的数据相乘，
这样的方法能够大幅减少计算量；

３）被乘数矩阵 Ｔ中的三角矩阵元素按行连
续存储，不参与计算的０元素不需要存储；实现了
原位计算，结果矩阵是保存在乘数矩阵 Ｂ中，节
省了存储空间；

４）每次向量计算都能够平衡各个处理单元
的计算负载，充分发挥向量处理器的各个处理单

元的计算能力；

５）避免了通常向量处理器不支持矩阵的列
向量数据的访问和向量处理单元之间的浮点归约

求和（浮点归约求和的硬件开销很大）。

３　性能测试

在向量处理器Ｍａｔｒｉｘ上对不同三角矩阵规模

·０１·
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的三角矩阵乘法性能进行了测试（称ＭａｔｒｉｘＴＲＭＭ），
并与ＩｎｔｅｌＣＰＵ平台上的ＭＫＬ１０２３、ＮＶＩＤＩＡＧＰＵ
平台 上 的 ｃｕＢＬＡＳ４１［１０］ 和 ＤＳＰ平 台 的 ＴＩ
Ｃ６６７８［１１］几种典型平台的算法库性能进行了
比较。

图５显示了不同三角矩阵规模在单核 Ｍａｔｒｉｘ
上取得的计算性能和效率。其中横坐标是被乘数

三角矩阵 Ｔ的规模（ｍ＝ｎ），乘数矩阵 Ｂ的列根
据２．２小节中的算法确定的参数４８。从图中可
以看出，随着三角矩阵的规模逐步增大，单核上的

三角矩阵乘法取得的性能和效率不断提高，在 ｍ
＝２０４８时，性能为９５３７ＧＦＬＯＰＳ，接近单核Ｍａｔｒｉｘ
的峰值性能９６ＧＦＬＯＰＳ，效率为９９．３５％。

图５　单核Ｍａｔｒｉｘ上三角矩阵乘法的计算性能和效率
Ｆｉｇ．５　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

ａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｎｓｉｎｇｌｅｃｏｒｅＭａｔｒｉｘ

图６　多核Ｍａｔｒｉｘ上三角矩阵乘法的计算性能和效率
Ｆｉｇ．６　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎｄ

ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｎｍｕｌｔｉｃｏｒｅＭａｔｒｉｘ

进一步测试以单核核心代码为基础开发的多

核并行ＴＲＭＭ程序的性能。如２．１节算法所示，
并行ＴＲＭＭ采用分块方法，为方便测试，设定其
中的Ｔ规模为５１２×５１２，Ｂ为５１２×４８×ｑ，图６显
示了不同乘数矩阵规模（ｑ值）在多核Ｍａｔｒｉｘ上取
得的计算性能和效率。从图中可以看出，随着乘

数矩阵的规模逐步增大，多核并行 ＴＲＭＭ程序取
得的性能和效率不断提高，在 ｑ＝１２８时，性能为
１０５３７ＧＦＬＯＰＳ，接 近多核Ｍａｔｒｉｘ的峰值性能

１１５２ＧＦＬＯＰＳ，效率为 ９１．４７％。与单核效率相
比，多核并行ＴＲＭＭ程序的效率下降了约８个百
分点，这是因为并行ＴＲＭＭ程序需要多核同步开
销从而增加了总的执行时间，使得多核的效率降

低了，但总的效率还是较高的。

图７给出了相同规模下（４ｋ×４ｋ）下的
Ｍａｔｒｉｘ、ＧＰＵ、ＣＰＵ和 ＤＳＰ上的双精度浮点三角
矩阵乘法分别取得的性能和效率比较，其中

ＭａｔｒｉｘＴＲＭＭ、ｃｕＢＬＡＳ、ＭＫＬ和ＴＩ＿ＢＬＡＳ分别表示
在Ｍａｔｒｉｘ（１２核，双精度浮点峰值１１５２ＧＦＬＯＰＳ）、
ＴｅｓｌａＣ２０９０（５１２ 核，双 精 度 浮 点 峰 值
６６５ＧＦＬＯＰＳ）、ＩｎｔｅｌＸｅｏｎｘ５６８０（６核，双精度浮点
峰值８０ＧＦＬＯＰＳ）和ＴＩＣ６６７８（８核，双精度浮点峰
值３２ＧＦＬＯＰＳ）平台上报告的双精度浮点三角矩
阵乘法计算取得的性能和效率。从图中可以看

出，ＭａｔｒｉｘＴＲＭＭ取得的性能和效率显著高于其他
算法库。

图７　与其他处理器的性能和效率比较
Ｆｉｇ．７　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｗｉｔｈｏｔｈｅｒｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓ

４　结论

传统的基于 Ｃａｃｈｅ的分块矩阵方法中，由于
总是存在Ｃａｃｈｅ不命中的情况，存储等待导致处
理器停顿，使得很难以取得更高的计算效率。本

文提出一种高效的支持原位计算的三角矩阵乘法

向量化方法，采用 Ｌ１Ｄ配置的 ＳＲＡＭ模式，用双
缓冲的乒乓方式平滑多级存储结构的数据传输，

使得内核的计算与 ＤＭＡ数据搬移完全重叠，让
内核始终以峰值速度运行，从而取得最佳的计算

效率。另外，根据三角矩阵乘法特点，将不规则的

三角矩阵乘法计算均衡分布到各个向量处理单

元，以充分开发向量处理器的多级并行性。实验

结果表明，提出的向量化方法使三角矩阵乘法取

得了非常高效的计算效率。

（下转第４７页）
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