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二维垂向梯度非均匀介质中弹性波传播特性

郑晓梅，曾新吾
（国防科技大学 光电科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：研究了二维弹性波在宏观非均匀介质中传播的问题。由于介质物理性质的非均匀性，弹性波在
该介质中的传播需用包含介质物理性质的空间导数的非均匀介质波动方程来描述。采用有限元法求解波动

方程，重点研究和讨论了物理性质垂向梯度渐变的非均匀介质中弹性波的传播特点。结果显示：波速在垂向

上的对称的递增或递减引起平面弹性波的会聚或发散；若波速在垂向上满足双曲余割分布，则弹性波可以在

对称轴上周期性聚焦。
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　　弹性波在均匀介质中传播的理论已经较为成
熟和完善［１－４］，而弹性波在非均匀介质中的传播

还有很大研究空间。介质的非均匀性是指物理性

质随空间位置的变化而变化，是位置坐标的函数。

弹性波在非均匀介质中传播会出现不同于均匀介

质中的现象和特点，若仍用通常的均匀介质中波

动方程描述弹性波在非均匀介质中的传播则存在

较大误差，不能准确地反应波的传播特性。因此

需要涵盖了物理性质的空间导数的波动方程来研

究非均匀介质中波的传播特性［５－９］。

由运动方程、应力应变关系和本构方程可以

得到非均匀各向同性介质的弹性波波动方程。一

维弹性波的波动方程是一个变系数微分方程，介

质物理性质的变化引起波速和位移幅值的改变。

二维弹性波的波动方程则是一组变量相互耦合的

波动方程组，弹性波的变化更为复杂，且与介质的

物理性质的变化密切相关。

现主要讨论弹性波在二维垂向梯度非均匀介

质中的传播问题。垂向梯度非均匀是指物理性质

在ｘ方向均匀不变，在垂向（ｚ方向）梯度变化［３］。

基于有限元法，计算了介质的密度和弹性参数垂

向线性变化的情况。结果显示，密度和弹性参数

的变化使得波速在垂向上对称地递增或递减，从

而导致弹性波会聚或发散。此外计算结果显示，

当介质中弹性波波速在垂向上满足反双曲正割分

布时，弹性波在对称轴上周期性聚焦。

１　基本方程

１．１　非均匀介质波动方程

考虑如图１所示的二维弹性波传播问题，ｘ、ｚ
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图１　二维弹性波传播问题
Ｆｉｇ．１　Ｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎ２Ｄｐｌａｎｅ

方向的位移分别用ｕ、ｗ表示，则位移向量表示为
ｕ＝ ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） ｗ（ｘ，ｚ，ｔ[ ]）Ｔ （１）

体力项为零时，质点运动的平衡微分方程为
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　　各向同性介质中用拉梅系数 λ、μ表示的应

力－应变关系为

σｘｘ＝ λ＋２( )μεｘｘ＋λεｚｚ

σｚｚ＝λεｘｘ＋ λ＋２( )μεｚｚ

σｘｚ＝με
{

ｘｚ

（３）

由式（２）、式（３）结合应变－位移关系可得到

弹性波的波动方程
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将式（４）中的偏导数项展开，得到
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　　若材料参数是均匀的，则式（５）可转换为
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式（６）即为均匀各向同性介质中的弹性波波

动方程。比较式（５）和式（６），可见非均匀介质波
动方程不仅各个计算单元的密度和弹性系数不

同，而且还涉及了各点弹性参数的空间偏导数。

考虑入射波为平面简谐波的情况，此时质点

位移可表示为

ｕ＝
ｕ（ｘ，ｚ，ｔ）
ｗ（ｘ，ｚ，ｔ( )） ＝ Ｕｘ，( )ｚ

Ｗ ｘ，( )( )ｚ ｅｉωｔ （７）

其中ω＝２πｆ为简谐波的圆频率，Ｕ、Ｗ分别对应
ｘ，ｚ方向的质点位移幅值。将式（７）代入式（４），
得到如式（８）的频域波动方程
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１．２　有限元法控制方程

将式（８）改写为如式（９）的系数型偏微分方
程，以便于利用基于有限元法的 ＣＯＭＳＯＬ软件进
行计算。

　
!

· －ｃ
!

Ｕ－αＵ＋( )γ ＋β·!

Ｕ＋ａＵ＝ｆ （９）

Ｕ＝
Ｕｘ，( )ｚ
Ｗ ｘ，( )( )ｚ ，ａ＝ －ρω２ ０

０ －ρω[ ]２

ｃ＝

λ＋２μ ０
０[ ]μ ０ λ

μ[ ]０
０ μ
λ[ ]０ μ ０

０ λ＋２[ ]










μ

其中ａ为吸收系数矩阵，ｃ为扩散系数矩阵。此
外，对流系数矩阵 α、β和源项矩阵 γ、ｆ都为零
向量矩阵。可见均匀介质与非均匀介质波动方程

都可采用式（９）计算，区别在前者中 ａ和 ｃ为常
数矩阵，后者中ａ和ｃ为变量矩阵。

为减小区域的边界反射对计算的影响，将源

以外的边界设置为吸收边界

ｎ·
!( )( )Ｕ
Ｗ

＋ｉｋ( )ＵＷ ＝０ （１０）

其中ｋ（ｋ＝ω／ｃ）为波数，ｎ为边界外法线矢量。

１．３　无量纲化波动方程

令ρ０、λ０、μ０为 ｚ＝０处密度和拉梅系数值，

ｃ０＝
λ０＋２μ０
ρ槡 ０

为波速，ｔ０＝１／ｆ，ｄ＝ｃ０·ｔ０为波

长。介质的密度ρ和拉梅系数λ、μ表示为
ρ（ｚ）＝ρ０ｆρ（ｚ），λ（ｚ）＝λ０ｆλ（ｚ），μ（ｚ）＝μ０ｆμ（ｚ）

（１１）
其中变化函数ｆρ（ｚ）、ｆλ（ｚ）、ｆμ（ｚ）是关于 ｚ的连

·３１１·
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续函数。

要得到式（８）的非均匀介质波动方程无量纲
形式，需作如式（１２）所示的代换。

珋ｘ＝ｘ／ｄ，珋ｚ＝ｚ／ｄ，珚Ｕ＝Ｕ／Ｕ０，珚Ｗ＝Ｗ／Ｕ０ （１２）
其中Ｕ０为初始位移幅值，无量纲化波动方程如式
（１３）所示。
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 ＝０
（１３）

式（１３）中单位长度１表示一个波长。另外边界
条件也相应地作无量纲处理。

２　数值模拟

考虑平面简谐波平行于 ｘ轴，入射到密度为
ρ和拉梅系数为λ、μ的沿垂向（ｚ轴方向）梯度变
化的各向同性介质中的情况，即入射波平面波为

ｕ＝Ｕｅｉωｔ＝
Ｕ０( )０ ｅｉωｔ （１４）

在非均匀介质中，胀缩运动和剪切运动两种

运动形式是耦合的，此时的“纵波”和“横波”不同

于均匀介质中的纯纵波和纯横波，而是被称为

“准纵波”和“准横波”。利用“准纵波”波速（以

下简称波速）进行讨论分析，其大小定义为

ｃｐ（ｚ）＝
λ＋２μ
槡ρ

＝ｃ０
ｈ１ｆλ（ｚ）＋２ｈ２ｆμ（ｚ）

ｆρ（ｚ槡 ）

（１５）

其中 ｈ１＝λ０／（λ０ ＋２μ０），ｈ２＝μ０／（λ０ ＋２μ０），

ｈ１＋２ｈ２＝１。　　

下面就材料参数的几种不同变化方式进行计

算，并且讨论弹性波的传播特征。

２．１　材料参数为线性函数

首先建立类似如图１所示的二维计算模型，
对称轴ｘ轴上（即 ｚ＝０轴）ρ０＝１．１４０ｇ／ｍ

３，λ０＝
４．４ＧＰａ，μ０＝１．５ＧＰａ，于是 ｃ０＝２５４８ｍ／ｓ。频率
ｆ＝１０００Ｈｚ，波束宽度２Ｒ＝４的平面波从左侧边界
入射到非均匀介质中。

介质的密度、拉梅系数是坐标 ｚ的线性函数，
且关于ｘ轴上下对称（以下关于参数的变化特点
指的是ｚ≥０区域），即

ｆρ（ｚ）＝１＋α１ ｚ

ｆλ（ｚ）＝１＋α２ ｚ

ｆμ（ｚ）＝１＋α３
{

ｚ

（１６）

其中α１、α２、α３为线性函数的斜率。
选取六种不同的介质（见表１）进行计算，其

中ａ为均匀介质，其余为垂向梯度非均匀介质。

表１　六种不同的介质
Ｔａｂ．１　Ｓｉｘｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋｉｎｄｓｏｆｍｅｄｉａ

序号 α１ α２ α３ 参数变化特点

ａ ０ ０ ０ 均匀

ｂ ０．１ ０ ０ 密度线性增大

ｃ －０．１ ０ ０ 密度线性减小

ｄ ０ ０．１ ０．１ 拉梅系数线性增大

ｅ ０ ０．２ ０．２ 拉梅系数线性增大

ｆ ０．２ ０．２ ０．２ 密度、拉梅系数线性增大

　　图２中各条曲线为算例１中各种介质中的弹
性波波速分布。ａ线为均匀介质的的波速分布，其
中波速处处相等。ｂ线和ｃ线分别表示密度沿ｚ正
向线性增大和线性减小的介质，密度减小，波速增

大，因此两者的波速沿ｚ正向分别递减和递增。ｄ
线和ｅ线表示弹性参数λ和μ沿ｚ正向线性增大
的介质波速分布，λ和μ越大，波速越大，因此两者
的波速都沿ｚ正向增大。但两者的线性函数斜率
即空间梯度不同，斜率越大，相同ｚ坐标处弹性参
数越大，波速也越大。ｆ表示密度和弹性参数沿 ｚ
正向线性递增的介质，由于密度与弹性参数变化函

数相同，其波速与均匀介质中波速相同。

图２　表１中的六种介质的波速分布
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｗａｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆｔｈｅｍｅｄｉａｉｎＴａｂ．１

图３（ａ）～（ｆ）对应算例１的各种介质中质点
在ｘ方向的位移分量珚Ｕ（Ｕ／Ｕ０）。图３（ａ）为有限
宽度平面波在均匀介质中传播，随着传播的进行，

波阵面逐渐发散，波束越来越宽。图３（ｂ）为由于
密度沿ｚ正向增大，波速沿 ｚ正向减小，波束倾向

·４１１·
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波速减小的方向传播，对称轴上下的波束发散分

离。图３（ｃ）与图３（ｂ）的情况刚好相反，密度沿ｚ
正向减小，波速沿ｚ正向增大，波束偏向波速减小
的方向传播，即波束向对称轴会聚。

图３（ｄ）（ｅ）中，由于介质ｄ、ｅ的波速都沿ｚ正
向增大，因而波传播一定距离后，波束向对称轴会

聚。结合图２，可知波速在ｚ正向上变化越快，波束
越易会聚，会聚时的波束越窄。因此波束在介质

ｃ、ｄ、ｅ中会聚时，（ｅ）中波束最窄，（ｄ）次之，（ｃ）最
宽。另外，比较三者的对称轴上的质点位移分量珚Ｕ
（见图４（ａ）），（ｅ）最大，结合图２可知波速在垂向
上变化越快，位移分量珚Ｕ越大。

图３　质点位移分量Ｕ／Ｕ０
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔＵ／Ｕ０

—ｃ　 …ｄ　·—ｅ
（ａ）

—ａ　 …ｆ
（ｂ）

图４　对称轴上质点位移分量Ｕ／Ｕ０
Ｆｉｇ．４　ＰａｒｔｉｃｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔＵ／Ｕ０ｏｎｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌａｘｉｓ

　　此外，虽然算例１中介质 ｆ的波速等于均匀
介质ａ的波速，图３（ａ）和图３（ｆ）相似，两者中波
束都未会聚，但由于介质 ｆ的密度和弹性参数是
空间变化的，计算弹性参数的空间导数，其结果还

是存在一定差别。例如介质ｆ中对称轴上各质点
的位移分量 珚Ｕ的幅值大于均匀介质 ａ的相应值
（见图４（ｂ））。

综上，垂向梯度非均匀介质中不管是由于密

度空间变化还是弹性参数空间变化，或者两者同

时变化造成波速沿 ｚ正向递增时，弹性波发生会

聚，且波速随ｚ的变化越快（梯度越大），会聚越明
显，质点振动的位移幅值越大。反之，当波速沿 ｚ
正向递减时，波束自对称轴向两边分离。

２．２　波速为双曲余割函数

现在来研究一类特殊的垂向梯度非均匀介

质，其密度是均匀的，而拉梅系数的空间分布为

λ（ｚ）＝λ０ｃｏｓｈ
２ α( )ｚ ，μ（ｚ）＝μ０ｃｏｓｈ

２ α( )ｚ

（１７）
其中α为梯度参数。于是波速为垂向坐标的如
式（１８）所示的反双曲正割（或双曲余割）函数。

·５１１·
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ｃｐ（ｚ）＝
λ＋２μ
槡ρ

＝ｃ０ ｈ１ｆλ＋２ｈ２ｆ槡 μ＝ｃ０ｃｏｓｈα( )ｚ

（１８）
　　若定义弹性介质的折射率为

ｎ（ｚ）＝
ｃ０
ｃｐ（ｚ）

＝ｎ０／
ｈ１ｆλ＋２ｈ２ｆμ

ｆ槡 ρ
（１９）

即折射率满足双曲正割分布。在光学中，入射光

线在径向变折射率满足双曲正割分布的透镜中传

播时，可以很好地聚焦于一点，并且可以周期性聚

焦，根据射线理论［１０］，首个焦点的位置为 ｘｆ＝
π／２α。我们期望弹性波在波速双曲余割分布的
介质中也可实现类似的聚焦现象。

首先，计算 １０００Ｈｚ的平面波在不同介质中
的传播。采用波动方程式（８）进行计算。计算区
域尺寸为 ３０ｍ×２０ｍ，取 ρ０＝１．１４０ｇ／ｍ

３，λ０＝
４４ＧＰａ，μ０＝１．５ＧＰａ，则 ｃ０＝２５４８ｍ／ｓ。四种介
质中α分别取０．０５，０．１，０．１５，０．２。取波束尺寸
Ｒ＝５ｍ（近似２倍波长）。

图５（ａ）～（ｄ）分别为四种介质中质点位移
分量Ｕ／Ｕ０分布图。图中的实线为用射线理论计
算的传播轨迹线。可见，波速变化的梯度参数 α
越大，弹性波越容易聚焦，焦点强度（位移幅值比

Ｕ／Ｕ０）越大，焦距越短。

（ａ）α＝０．０５　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）α＝０１

（ｃ）α＝０．１５　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）α＝０２
图５　１０００Ｈｚ下不同介质中的质点位移分量Ｕ／Ｕ０分布图

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔＵ／Ｕ０ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｄｉａｆｏｒ１０００Ｈｚ

　　其次，计算不同频率弹性波（５００Ｈｚ，１０００Ｈｚ，
１５００Ｈｚ，２０００Ｈｚ）在同种介质（α相同）中的传播。
令α＝０．１５ｍ－１，其余参数同上例。根据射线理论
得到首焦点的位置ｘｆ＝π／２α＝１０．５ｍ。

图６（ａ）～（ｄ）对应频率 ５００Ｈｚ，１０００Ｈｚ，

１５００Ｈｚ，２０００Ｈｚ弹性波入射时介质中的质点位移
Ｕ／Ｕ０分布图。图中的实线为传播轨迹线。由图
可见，波的频率越大，弹性波聚焦越明显，焦点强

度越大。频率对聚焦的影响在于：相同的非均匀

介质对不同频率的弹性波传播的影响不同，频率

（ａ）５００Ｈｚ　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）１０００Ｈｚ

·６１１·
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（ｃ）１５００Ｈｚ　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）２０００Ｈｚ
图６　不同频率的弹性波的质点位移分量Ｕ／Ｕ０分布图

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｐａｒｔｉｃｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔＵ／Ｕ０ｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

越高，介质的非均匀性越显著，而频率越低，介质

的非均匀性越弱，更趋近于均匀介质。

３　结论

当介质的非均匀性不可忽略时，需采用非均

匀介质的弹性波波动方程。利用有限元法计算非

均质波动方程，主要研究了二维垂向梯度非均匀

介质中弹性波的传播特点。一般地，若介质中弹

性波波速在垂向上对称地递增或递减，则相应的

弹性波在对称轴上会聚或自对称轴发散。若介质

中波速在垂向上满足反双曲正割分布，则弹性波

可以在对称轴上周期性聚焦。聚焦的效果与介质

的性质和弹性波的频率有关。

垂向梯度材料的制作，可采用两种均质材料

按连续变化的比例混合来实现（波速变化和两种

材料的比率变化的关系需要通过实验研究确

定）［１１］。根据等效介质理论［１２－１３］，将两材料在流

体（固体）基体中周期排列成圆柱结构，类似于声

子晶体［１４］，通过改变圆柱半径或圆柱排列的间距

可等效波速梯度变化的材料［１５－１６］。

弹性波在非均匀介质中传播的研究为改善波

束的定向辐射性能提供了一种新思路，在减噪、超

声碎石等领域具有潜在的应用价值。
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