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高重合度人字齿轮轮齿最佳修形优化设计
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摘　要：基于斜齿轮轮齿接触分析技术，建立了考虑人字齿轮典型安装误差的抛物线人字齿轮轮齿接触
分析方法。综合考虑人字齿轮的传动误差与啮合特性，采用带精英策略的快速非支配排序遗传算法对高重

合度人字齿轮的传动性能进行了多目标优化设计，该算法克服了优化结果的局部收敛，获得了人字齿轮最佳

的齿廓、齿向抛物线修形参数。通过实例表明，修形优化后的齿面啮合印痕与传动误差较优化之前得到了明

显的改善，有效地改善了高重合度人字齿轮的齿面偏载现象，降低了齿轮传动过程中的啮合冲击。对加工的

人字齿轮在减振降噪试验台上进行带载试验，对比优化前后的噪音分贝值，进一步验证了该优化方法对人字

齿轮副减振降噪具有一定作用。
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　　人字齿轮传动具有承载能力高、工作平稳性
好、自平衡轴向力等优点，因此被广泛应用于航

空、航天、船舶等领域。国外先进直升机已将人字

齿轮传动应用于其主减速器，以实现大功率的

“分扭－并车”传动。适当的轮齿修形有助于消
除齿轮受载产生的应力集中以及载荷沿齿向分布

不均，改善轮齿啮合过程产生的振动与冲击，大大

提高了齿轮传动的质量［１］。与常规的人字齿轮

传动相比，高重合度人字齿轮传动过程中参与啮

合的轮齿对数更多，承载能力更大，但工作时对轮

齿的误差和变形也更加敏感，因此，对高重合度人

字齿轮进行修形就显得尤为重要［２－４］。

方宗德等［５－６］将三维有限元与数学规划相结

合，提出了斜齿轮三维修形的模型及优化设计方

法。唐增宝等［７］建立了齿轮动态分析的数学模

型，采用优化设计方法，确定最佳齿廓修形量和修

形长度。王三民等［４］进行了高速大重合度直齿

圆柱齿轮的齿廓最佳修形研究，在对高速大重合

度圆柱齿轮的传动性能进行计算机模拟的基础

上，提出了确定齿廓最佳修形量的方法。孙月海

等［８］以理论渐开线直齿圆柱齿轮修形减振为目

的，研究了恒定设计载荷下，保持齿轮传动误差为

定值的齿廓修形参数的计算方法。目前，对人字

齿轮副轮齿进行修形研究的文章相对较少，王成

等［９］对船用人字齿轮进行了齿廓修形优化设计

与试验研究，对小齿轮齿廓采用三段抛物线修形，
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并给出了轮齿端面齿廓修形量的计算方法。现有

的研究多数仅对轮齿齿廓进行修形，且齿廓修形

参数地优化往往采用单目标优化方式，无法兼顾

齿轮的传动误差与轮齿啮合特性，不能较好地优

化齿轮传动的综合性能。且人字齿轮在传动过程

中，载荷首先作用在轮齿螺旋线的前端部分，然后

再逐渐扩展到全齿宽上，因此，对齿轮进行齿向修

形研究对降低啮合冲击更为有效。

１　高重合度人字齿轮轮齿修形

人字齿轮可视为由两个螺旋角相同，但旋向

相反的斜齿轮组成。考虑齿轮设计制造的经济

性，将啮合齿轮的变形量都集中反映在小齿轮上，

仅对小人字齿轮进行轮齿修形。

１．１　齿廓修形

齿廓修形的主要目的是切掉齿轮啮合时产生

的干涉部分，轮齿的修形主要是通过改变刀具切

削刃的形状实现的，由于刀具的抛物线齿廓易于

加工且试验证明对渐开线圆柱齿轮采取抛物线型

齿廓修形能有效地改善齿轮啮合性能［１０］。本文

在齿廓修形设计中，齿条齿廓采用抛物线代替直

线齿廓，以获得小齿轮齿廓的抛物线修形。

图１　齿廓抛物线修形示意图
Ｆｉｇ．１　Ｐａｒａｂｏｌａｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｒａｃｋｃｕｔｔｅｒｐｒｏｆｉｌｅｓ

图１中坐标系Ｓａ的ｙ轴与齿条齿廓重合，坐
标系Ｓｂ的ｘ轴与齿条分度线重合；ｕｉ是齿条沿齿
廓方向的坐标参数；αｎ为齿条法面压力角；Ｌｄ为
坐标系 Ｓａ和 Ｓｂ坐标原点的距离；ｅ为分度线齿
槽宽。

则斜齿条左侧抛物线齿廓上任一点的坐标在

Ｓａ坐标系中表示为
ｒａ（ｕｉ）＝［ａｉｕ

２
ｉ，－ｕｉ，０，１］

Ｔ （１）
其中，ａｉ为齿廓抛物线系数。

图２中坐标系 Ｓｃ与齿条固联并位于齿条端
面内，ｌｉ是齿条沿齿宽方向的坐标参数，βｃ为齿条
螺旋角。

通过坐标变换，将齿条刀具齿廓方程转换为

刀具的齿面方程

ｒｃ（ｕｉ，ｌｉ，φｉ）＝Ｍｃｂ·Ｍｂａ·ｒａ（ｕｉ，ｌｉ）

ｆ（ｕｉ，ｌｉ，φｉ）{ ＝０
（２）

图２　斜齿条坐标系
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｐｉｎｉｏｎｒａｃｋｃｕｔｔｅｒ

当存在制造和安装误差时，人字齿轮左右两

端轮齿不能同步啮合，因此对于左右端小轮齿面

的加工，可以采用不同的修形刀具。

１．２　齿向修形

适当的齿向修形有助于改善载荷沿齿间分布

不均的现象，同时齿向抛物线修形可使齿轮传动

获得抛物线式的传动误差，从而降低齿轮的振动

等级，大大改善齿轮副的传动性能。Ｌｉｔｖｉｎ提出
了采用数控碟形砂轮磨齿机与数控蜗杆砂轮磨齿

机，通过控制砂轮的径向进给与切向进给对渐开

线斜齿轮进行齿面双向修形的方法［６－７］。本文将

这种修形方法应用于人字齿轮的齿向修形，以人

字齿轮两侧斜轮齿齿宽中点为抛物线修形的顶

点，沿分度圆螺旋线方向进行对称抛物线修形，其

法向修形量为

ｙ＝ａｘ２ （３）
实际加工中，若不采用改变刀具切削刃的形

状进行修形，只要将修形参数换算为相同的轮齿

齿廓及齿向修形量，即可达到预期的效果。

２　人字齿轮副轮齿几何接触分析

２．１　斜齿轮副轮齿几何接触分析

轮齿接触分析是利用计算机技术对齿轮啮合

过程中的齿面接触情况及传动误差进行数值仿真

的一种重要方法。轮齿接触分析的主要构想是基

于相啮合的两齿面切触的模拟。齿轮两齿面的瞬

时线接触仅仅在理论上对于无安装误差和制造误

差的理想齿轮传动时存在。实际上，由于齿轮的

制造、安装误差，理论上的线接触将被点接触所

替代［１１－１２］。

下面讨论存在制造、安装误差情况下斜齿轮

副的点接触。

图３中 Ｓｇ是固定坐标系；Ｓ１和 Ｓ２分别固定
在主被动齿轮箱体上，随齿轮转动；Ｓｅ，Ｓｆ，Ｓｈ是辅
助坐标系；φ１，φ２是主被动齿轮的转角；ΔＥ是中
心距安装误差；ΔＬ是轴向偏移误差；Δγ是轴线平
行度误差，这里仅考虑垂直平面上的轴线平行度

误差，研究表明该误差对齿轮啮合传动具有较大

的影响［１］。

·６６１·
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图３　考虑误差的斜齿轮啮合坐标系
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｎｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｅｒｒｏｒ

ｏｆｓｋｅｗｇｅａｒｅｎｇａｇｅｍｅｎｔ

在齿轮啮合过程中，两齿面连续相切接触。

因此，在固定坐标系中，任意时刻两齿面都有公共

接触点，且公共接触点处有公法线，即

ｒ（１）ｇ （ｕ１，ｌ１，φ１）＝ｒ
（２）
ｇ （ｕ２，ｌ２，φ２）

ｎ（１）ｇ （ｕ１，ｌ１，φ１）＝ｎ
（２）
ｇ （ｕ２，ｌ２，φ２{ ）

（４）

式（４）中，上标“１”和“２”分别代表主、被动齿轮，
下标“ｇ”代表各矢量均表示在固定坐标系Ｓｇ中。

其中，ｕ１，ｌ１为主动齿轮的齿面参数，ｕ２，ｌ２为
被动齿轮的齿面参数。此时可取φ１为输入量，求
解以ｕ１，ｕ２，ｌ１，ｌ２，φ２为未知量的方程组，从而得
到两齿面的一个接触点。以一定的步长改变 φ１
的值，继续求解，直至求出的接触点超出齿面的有

效边界。通过求解矢量方程得出接触点位置矢

量，对于每个瞬时接触点，可以分别确定相应的主

曲率与主方向，得到齿面的啮合印痕［１３－１４］。齿轮

副的传动误差定义为被动轮实际转角偏离理论转

角之值，即

Δφ２＝ φ２－φ( )０２ － φ１－φ( )０１
ｚ１
ｚ２

（５）

式（５）中，ｚ１和ｚ２分别为主、被动轮齿数；φ
０
１和φ

０
２

分别为主、被动轮的初始转角。

２．２　人字齿轮副轮齿几何接触分析

基于斜齿轮轮齿接触分析的求解方法，将人

字齿轮看作是左右斜齿轮同步啮合，分别对左右

斜齿轮副进行轮齿接触分析，从而可以在分析过

程中考虑人字齿轮制造误差，如螺旋角误差、相角

误差等。通过轮齿接触分析计算可得到人字齿轮

的几何传动误差，将同一啮合时刻的左右两端斜

齿轮副轮齿接触分析得到的啮合路径及啮合印痕

进行合成，从而可以得到人字齿轮副的啮合印痕。

由于制造、安装误差的存在，齿轮传动的过程

中，人字齿轮左右两侧斜齿轮会产生不同程度的

偏载，导致一侧斜齿轮对进入啮合时，另一侧斜齿

轮对可能还没有接触，此时在计算过程中，先计算

一侧斜齿轮啮合时主从动轮的转角，带入另一侧

斜齿轮方程中求得瞬时接触点和啮合印痕，本文

在计算过程中先对人字齿轮右侧斜齿轮进行分

析，再对其左侧斜齿轮进行分析。

对由于制造误差产生的左右两端啮合齿的相

位差，采用左右两端主动轮不同步的办法，即

φＬ＝φＲ－Δφ （６）

其中：Δφ＝ ∑ｅ
ｒｂｃｏｓβｂ

，φＬ为左端主动轮转角；φＲ为

右端主动轮转角；Δφ为由于相对制造误差产生
的轮齿相位差；∑ｅ为左右两端斜齿轮副的相对
制造误差；ｒｂ和βｂ分别为主动轮基圆半径和基圆
螺旋角。

３　人字齿轮副轮齿修形优化

由于安装误差的存在，人字齿轮在传动过程中

会产生冲击、偏载等现象。而且对于具有较高重合

度的人字齿轮，对误差的存在更加敏感。因此，对

人字齿轮进行优化的目的是在确保传动平稳的条

件下，同时减轻齿轮的偏载现象，需要综合优化传

动误差与轮齿齿面接触性能。当存在制造和安装

误差时，人字齿轮左右两端轮齿不能同步啮合，对

于左右端齿面的加工，可以采用不同的修形刀具。

本文以齿轮几何传动误差波动量最小、人字齿轮左

侧齿面上接触点个数最多为目标函数。即

第一目标函数：

ｍｉｎｆ１＝ｍｉｎ（ｍａｘ（Δφ２）－ｍｉｎ（Δφ２）） （７）
第二目标函数：

ｍｉｎｆ
２
＝ｍｉｎ（－ＰＮ） （８）

其中，ｍａｘ（Δφ２），ｍｉｎ（Δφ２）分别为传动误差的最
大值与最小值，Δφ２的计算如式（５）所示。ＰＮ为人
字齿轮左侧斜齿轮齿面上的接触点个数。为了简

化计算过程，对小人字齿轮进行修形时，简化左右

两端斜齿轮齿廓、齿向抛物线修形系数相同，即将

设计优化变量的个数减为３个。以齿廓抛物线修
形二次项系数α１，齿廓抛物线修形顶点参数ｕ０１，齿
向抛物线修形二次项系数α为设计优化变量。

采用带精英策略的快速非支配排序遗传算法

对人字齿轮的目标函数进行多目标优化，最大限

度地克服了传统遗传算法的缺陷，避免了优化过

程中产生局部收敛。该方法基于Ｐａｒｅｔｏ最优解概
念，无需人为指定各目标函数的权值。优化所得
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结果是一个非劣解集，设计者可以根据实际工作

需要选择结果参数，从而获得最佳修形参数［１５］。

人字齿轮轮齿修形的多目标优化流程图如图

４所示。

图４　轮齿修形多目标优化流程图
Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ｆｏｒｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

４　人字齿轮副轮齿修形优化实例

考虑单级人字齿轮传动，输入功率 Ｐ＝
１０００ｋＷ，输入转速 ｎ１＝２５８４ｒ／ｍｉｎ，传动比 ｕ＝１０，
中心距 ａ＝６２１ｍｍ。大、小齿轮材料相同，渗碳淬
火，齿面硬度 ５８～６２ＨＲＣ，取 σＨｌｉｍ１ ＝σＨｌｉｍ２ ＝
１７００Ｎ／ｍｍ２，σＦｌｉｍ１＝σＦｌｉｍ２＝５５０Ｎ／ｍｍ

２，５级精度。
算法参数设置如下：种群大小为１０８，最大进

化代数为 １００代，交叉概率为 ０．８，变异概率为
０３，交叉分布指数为１０，变异分布指数为３０。

高重合度人字齿轮的基本参数及安装误差取

值如表１所示。本文实例中仅考虑中心距误差及
轴线平行度误差。实际计算时，可对不同误差状

态下的轮齿齿形进行优化设计。

表１　人字齿轮基本参数
Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｇｅａｒｓ

参数 小齿轮 ／大齿轮

齿轮齿数 ２３／２３１

模数 ４．０５１

压力角／（°） ２０

螺旋角／（°） ３４．０９６

齿宽／ｍｍ １１２．５１

中心距误差／ｍｍ ０．０４

轴线平行度误差／（′） ０．０１

　　图５～图８是优化设计可行解随进化过程分

布图，其中 Ｘ为传动误差，ＰＮ为左侧斜齿轮传动
啮合点个数。

图５　优化１０代时可行解分布图
Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎ１０ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

图６　优化４０代时可行解分布图
Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎ４０ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

图７　优化６０代时可行解分布图
Ｆｉｇ．７　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎ６０ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

图８　优化１００代时可行解分布图
Ｆｉｇ．８　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎ１００ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

观察遗传算法优化得到的可行解分布图，可

以看出随着进化代数的不断增加，两个目标函数

逐渐趋于最优。

优化过程进行到第１０代时，人字齿轮左侧斜
齿轮齿面上的接触点个数从０到２分布不等，即
当右侧齿面接触时，左侧齿面上会出现完全没有

接触的情况，此时齿轮传动过程中会出现严重的

偏载现象。当优化进行到４０代时，左侧齿面上的
接触点个数基本为２个，个别情况存在１个接触
点。优化至６０代时，接触点的个数基本分布在３
个，过程中传动误差波动量基本不变。最终，在优
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化进行到第１００代时，人字齿轮左侧齿面上的接
触点个数保持在３个，且有两个优化结果的接触
点已经到达４个，同时可以看出，在遗传算法进行
到６０代～１００代的过程中，传动误差的波动量也
得到了优化，降至 ０～１．２５（″）范围内。可以看
出，整个优化过程中，人字齿轮传动误差的波动量

几乎都控制在０～１．５（″）范围内，但随着优化过
程的进行，齿面接触点的个数迅速得到了优化，说

明了中心距误差及轴交角误差主要影响人字齿轮

的齿面接触印痕。

通过优化，人字齿轮传动误差及人字齿轮左

侧齿面上的接触点个数均得到了优化，使得传动

误差保持较小的同时，人字齿轮左侧接触点数目

增加。优化得到的人字齿轮修形参数为一组非劣

解集，从中选出的一组修形参数如表２所示。实
际计算中，设计者可根据设计需要及加工条件，自

行选择优化所得修形参数。由于计算机硬件条件

的限制，本次优化设计中遗传算法仅优化至１００
代，在实际优化问题中，可以选择较大的遗传

代数。

表２　人字齿轮修形系数优化参数表
Ｔａｂ．２　Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｌｉｓｔｏｆｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

人字齿轮抛物线修形参数 优化前／后

齿廓修形二次项系数α１ ０．００５／０．００６３７

齿廓修形顶点位置ｕ０１（ｍｍ） －０．０１／－０．０３２９

齿向抛物线修形二次项系数α１ ２Ｅ－１１／４Ｅ－６

传动误差波动量 （″） １．２７／０．３３２

左侧齿面接触点数 ０／３

　　优化前后齿轮接触印痕与传动误差如图９、
图１０所示。

图９　优化前齿面啮合印痕及传动误差曲图
Ｆｉｇ．９　Ｃｏｎｔａｃｔｐａｔｈａｎｄｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｅｒｒｏｒｓｂｅｆｏｒｅｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

对比图９和图１０可以看出，对人字齿轮进行
齿廓修形及一定量的齿向修形，如图９（ａ）所示，

图１０　优化后齿面啮合印痕及传动误差曲线图
Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｎｔａｃｔｐａｔｈａｎｄｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｅｒｒｏｒｓａｆｔｅｒｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

人字齿轮右侧齿面接触时，左侧齿面上没有接触

点，出现了严重的偏载现象，且此时的传动误差曲

线分布不连续，齿轮在传动过程中将出现振动与

冲击。由于圆柱齿轮对中心距误差不敏感的特

性，也可以看出轴线平行度误差对齿轮传动具有

严重的影响。

在优化之后，图１０（ａ）中，啮合印痕图对比修
形优化之前得到了明显改善。可以看出，对人字

齿轮进行适量的齿向修形后，齿轮右侧齿面接触

印痕分布偏斜，单侧斜齿轮轮齿的载荷分布得到

了改善，左侧齿面从完全没有接触点增加到有３
个或４个接触点，人字齿轮的传动误差曲线变为
连续的抛物线型，虽然数值略微增大，但是仍在误

差精度范围内，这说明齿向修形对齿轮误差有一

定的补偿作用，有利于降低误差引起的啮合冲击

对齿轮传动的影响，进一步说明了其对高重合度

人字齿轮轮齿进行修形优化具有重大意义。

５　人字齿轮传动噪声试验

对齿轮进行齿廓修形和齿向修形可大大降低

齿轮传动系统的振动与噪声。因此，本文对优化

前后的两组齿轮进行了噪音水平检测。

将加工的齿轮在高速齿轮减振降噪试验台上

进行带载试验，噪声测试分析系统主要包括传声

器、放大器、噪声采集系统、声级计和磁带记录仪

等。在试验齿轮箱的右侧及箱体后面距离测量表

面１ｍ处，共布置６个传声器，分别测量了优化前
后６个测点上人字齿轮试验箱的空气噪音分贝
值，测量数值如表３所示。

对比人字齿轮副修形优化前后的噪音分贝

值，可以看出优化后，齿轮传动的噪音水平下降了

约５～７ｄＢ，试验结果进一步说明了对人字齿轮副
进行最佳修形优化设计取得了良好的减振降噪

效果。
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表３　优化前后齿轮副噪音水平
Ｔａｂ．３　Ｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｏｆｇｅａｒｓ

测点 优化前／（ｄＢ） 优化后／（ｄＢ）

１号 １１４．３４ １０８．７２

２号 １１７．１３ １１１．１１

３号 １１３．５６ １０８．２４

４号 １１５．２７ １０９．５６

５号 １１６．７９ １１１．４９

６号 １１５．７６ １０８．９１

６　结论

１）齿条齿廓采用抛物线代替直线齿廓，获得
小人字齿轮齿廓的抛物线修形，修形方法简便

易行。

２）基于斜齿轮轮齿接触分析的求解方法，对
考虑安装误差及修形的高重合度人字齿轮轮齿进

行几何接触分析，得到高重合度人字齿轮副的啮

合印痕和传动误差。

３）综合考虑了人字齿轮的传动误差与轮齿啮
合特性，基于人字齿轮轮齿接触分析技术，以几何

传动误差波动量最小、人字齿轮左侧齿面上接触点

个数最多为目标函数，采用带精英策略的快速非支

配排序遗传算法对高重合度人字齿轮的抛物线修

形系数进行了多目标优化设计，最终获得了轮齿最

佳修形参数。通过对比修形优化前后的传动误差

曲线与啮合印痕，证明了经优化后高重合度人字齿

轮的传动性能得到了一定程度的改善。

４）通过试验，对比优化前后的两组齿轮的噪
音分贝值，可以看出优化后噪音分贝值下降了５
～７ｄＢ，近一步说明了本文提出的优化设计方法
对改善人字齿轮传动性能，减小齿轮传动的振动

及噪音具有一定的意义。
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