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三维移动脉动源格林函数的对称性及其应用

肖汶斌，董文才
（海军工程大学 舰船工程系，湖北 武汉　４３００３３）

摘　要：为进一步提高三维有航速船舶耐波性预报的计算效率，将对称性引入到移动脉动源格林函数法
的速度势求解之中，提出了基于格林函数对称性的水动力快速求解措施。从源点对场点的对称特性出发，推

导获得了调和函数的法向偏导数在船体对称线元和面元处的积分对称关系式，开展了对称性在简化边界元

积分方程系数矩阵中的应用，进而构建了高效求解三维船舶耐波性能的理论计算方法。数值结果及算例分

析表明：水动力计算中移动脉动源格林函数的对称性有利于降低计算量和减少系统内存，且适用于有航速船

舶在波浪中的波浪干扰力、运动响应和自由面波形的数值模拟，可拓展至两船水动力干扰及复杂船型的频域

水动力分析计算之中。

关键词：耐波性；移动脉动源；对称性；格林函数法；边界元积分

中图分类号：Ｕ６６１．３２　　文献标志码：Ａ　　 文章编号：１００１－２４８６（２０１５）０２－１３５－０８

Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆ３Ｄｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｐｕｌｓａｔｉｎｇｓｏｕｒｃｅ
Ｇｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｎｓｈｉｐｓｅａｋｅｅｐｉｎｇ

ＸＩＡＯＷｅｎｂｉｎ，ＤＯＮＧＷｅｎｃａｉ
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＮａｖａｌＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，ＮａｖａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，Ｗｕｈａｎ４３００３３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｆｕｒｔｈｅｒｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｓｅａｋｅｅｐｉｎｇｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｓｈｉｐｓｗｉｔｈｆｏｒｗａｒｄｓｐｅｅｄ，ｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｙ

ｐｒｏｐｅｒｔｙｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｉｎｔｏｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｐｏｔｅｎｔｉａｌｓｉｎｔｈｅ３ＤｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｐｕｌｓａｔｉｎｇｓｏｕｒｃｅＧｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ

Ｇｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ′ｓｓｙｍｍｅｔｒｙ，ｔｈｅｓｐｅｃｉｆｉｃｍｅａｓｕｒｅｓｗｅｒｅｐｕｔｆｏｒｗａｒｄｔｏｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｓｈｉｐｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ．Ｂｙｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｍａｇｎｉｔｕｄｅｏｆｓｏｕｒｃｅ

ｐｏｉｎｔｔｏｆｉｅｌｄｐｏｉｎｔ，ｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｓｙｍｍｅｔｒｙｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｏｆｎｏｒｍａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆｈａｒｍｏｎｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎａｔｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｌｉｎｅａｎｄｓｕｒｆａｃｅｅｌｅｍｅｎｔｓｗｅｒｅ

ｄｅｒｉｖｅｄａｎｄｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｗｅｒｅａｐｐｌｉｅｄｔｏｓｉｍｐｌｉｆｙｔｈｅｍａｔｒｉｘｏｆｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｉｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｉｎｔｅｇｒａｌｅｑｕａｔｉｏｎ．Ａ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｈｉｇｈｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｗａｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｆｏｒｔｈｅｓｅａｋｅｅｐｉｎｇｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ３Ｄｓｈｉｐａｄｖａｎｃｉｎｇｉｎｗａｖｅｓ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓａｎｄ

ｅｘａｍｐｌｅａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｐｕｌｓａｔｉｎｇｓｏｕｒｃｅＧｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓａｖａｉｌａｂｌｅｆｏｒｔｈｅｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄ

ｍｅｍｏｒｙａｍｏｕｎｔａｎｄｉｓｐｒｏｖｅｄｅｆｆｅｃｔｉｖｅｉｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｗａｖｅｅｘｃｉｔｉｎｇｆｏｒｃｅｓ，ｍｏｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓａｎｄｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｗａｖｅｆｏｒｍｆｏｒｔｈｅ

ａｄｖａｎｃｉｎｇｓｈｉｐｉｎｗａｖｅｓ．ＩｔｉｓｅｘｐｅｃｔｅｄｔｏｅｘｔｅｎｄｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｐｕｌｓａｔｉｎｇｓｏｕｒｃｅＧｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｔｏｔｈｅｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ

ａｎａｌｙｓｅｓｏｆｉｎｔｅｒａｃｔｉｎｇｔｗｏｓｈｉｐｓｏｒｃｏｍｐｌｅｘｓｈｉｐｆｏｒｍｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｅａｋｅｅｐｉｎｇ；ｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｐｕｌｓａｔｉｎｇｓｏｕｒｃｅ；ｓｙｍｍｅｔｒｙ；Ｇｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ；ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

　　近年来，三维移动脉动源格林函数已逐步应
用于数值求解单船和多体船的耐波性问题［１－３］。

该类格林函数严格满足自由面边界条件，其作为

描述船体一边摇荡运动且一边向前航行状态的扰

动速度势是较为合理的。三维移动脉动源格林函

数的原型为一双重积分形式，数值积分时存在奇

异性规避和高频振荡等困难，之后出现了单重积

分和混合积分的改进形式［４］。针对格林函数的

改进形式，众多学者开展了快速稳定的数值积分

方法研究［５－６］，有效推动了移动脉动源格林函数

在船舶耐波性预报中的应用。在实际工程问题

中，诸如球鼻艏、折角线等船体外形对离散物面网

格的要求十分精细，此时船型的复杂化必将导致

网格数目的增加和系统计算量的增大，而移动脉

动源格林函数及其偏导数的数值计算仍是最为主

要的耗时部分。

在浮体水动力研究方面，Ｗｕ［７］通过引入复合
格林函数的概念来表达线性水动力计算中格林函

数的对称性，以对速度势的求解矩阵作简化处理。

刘日明［８］基于任一函数可写为对称函数和反对
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称函数的思想，将格林函数的对称性拓展至浮体

多阶速度势的求解问题。针对具有多个对称面的

海洋浮式结构物，王兴刚［９］在系泊索缆系统的耦

合动力分析中应用了格林函数的对称性。由于波

浪中有航速浮体辐射与绕射问题的复杂性，目前

还尚未见有关三维移动脉动源对称性分析的相关

报道。

对互为场点和源点的两个空间坐标点，一般

的格林函数（如零航速格林函数）具有对称特性，

而移动脉动源由于直接计及航速效应对船体摇荡

运动的影响，场点和源点互换后格林函数的数值

并不满足对称关系，这隐含着开展移动脉动源关

于点对点的对称性分析时不应局限于空间中的两

点；另外，应用移动脉动源格林函数法时，边界元

积分方程中增添了线积分项，此时求解速度势的

系数矩阵形式更为复杂。

为进一步提高有航速船舶耐波性预报的计算

效率，本文以 Ｂｅｓｓｈｏ型移动脉动源为积分内核，
详细分析了格林函数点对点、线积分及面积分的

对称特性，并将其拓展至源强密度和速度势的数

值求解之中。针对不同船型在波浪中的水动力性

能，开展了基于三维移动脉动源格林函数的船舶

耐波性计算与数值验证工作。

１　基本数学问题

设船舶以航速 Ｕ在无限水深的规则波中航
行，并建立随船体平动的直角坐标系 ｏ－ｘｙｚ，其中
ｏｘ轴与静水面重合，且与航速 Ｕ同向，ｏｚ竖直向
上。假设流场中的流体为不可压缩的理想流体，

且流动为无旋流动。在船体摇荡运动和定常兴波

均为小量的双重假定下，并考虑流场的稳态解，入

射波作用下场点 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）处的非定常空间速度
势Φ可写为如下形式

Φ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ∑
６

ｊ＝１
ｊηｊ＋ζａ（７＋０[ ]）ｅｘｐ（－ｉωｅｔ）

（１）
式中：ζａ为入射波的波幅值；ωｅ为船体遭遇频率；
ｊ（ｊ＝１～６）表示船体第 ｊ个模态单位振荡运动
的辐射势，ηｊ为其相应模态下的复振幅；７和 ０
分别为空间绕射势和入射波势。

流场中的扰动速度势 ｊ（ｊ＝１～７）不仅要满
足场内的拉普拉斯方程，而且还需要满足线性自

由面条件、物面不可穿透条件、水底固壁条件和远

方辐射条件，上述方程和边界条件即构成了波浪

中三维频域船舶水动力的定解问题。

满足上述边界条件的速度势可用点源形式的

格林函数在物面上的合理分布来表达，从而将定

解问题中的相应微分方程转换为物面上的积分方

程来进行数值求解。若以三维频域移动脉动源格

林函数为积分内核，物面上的速度势由分布在船

体平均浸湿表面 Ｓ及水线 Ｌ上的点源诱导而
成［１０］，此时的边界元积分方程为

ｊ＝
Ｓ

σｊ（ｑ）Ｇ（ｐ，ｑ）ｄｓ＋

Ｕ２
ｇ∮

Ｌ

σｊ（ｑ）Ｇ（ｐ，ｑ）ｎ１ｄη　（ｊ＝１～７）（２）

其中：σｊ为第 ｊ个模态下的源强密度；线积分项的
积分对象为各源点，此时 ｎ１表示水线 Ｌ处物面单
位外法线向量在 ｏξ轴方向上的分量；Ｇ（ｐ，ｑ）为
源点ｑ（ξ，η，ζ）对场点 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）的三维频域移动
脉动源格林函数，其Ｂｅｓｓｈｏ型表达式［１１］为

Ｇ（ｐ，ｑ）＝１４π
１
ｒ－
１( )ｒ′＋Ｇ　　　　

＝１４π
１
ｒ－
１( )ｒ′－ｉ２πＫ０Ｔ（珚ω） （３）

式中：

ｒ
ｒ}′＝ （ｘ－ξ）２＋（ｙ－η）２＋（ｚζ）槡

２，

κ１
κ}
２

＝ １
２ｃｏｓ２θ

（１＋２τｃｏｓθ± １＋４τｃｏｓ槡 θ），

Ｔ（珚ω）＝∫
－π２＋φ－ｉε

－π＋α

（κ２ｅκ２珚ω－ｓｇｎｃ·κ１ｅκ１珚ω）
１＋４τｃｏｓ槡 θ

ｄθ，

α＝
ａｒｃｃｏｓ１４τ

　　（４τ＞１）

－ｉａｒｃｃｏｓｈ１４τ
（４τ＜１{ ）

，φ＝ａｒｃｃｏｓ Ｘ
Ｘ２＋Ｙ槡

２

ε＝ａｒｓｉｎｈ Ｚ
Ｘ２＋Ｙ槡

２
，珔ω＝Ｚ＋ｉ（Ｘｃｏｓθ＋Ｙｓｉｎθ），

ｓｇｎｃ＝ｓｉｇｎ［ｃｏｓ（Ｒｅ（θ））］，Ｋ０ ＝ｇ／Ｕ
２，

Ｘ＝Ｋ０（ｘ－ξ），Ｙ＝Ｋ０ ｙ－η，Ｚ＝Ｋ０（ｚ＋ζ）。
上述Ｂｅｓｓｈｏ型格林函数表达式中，１／ｒ和１／ｒ′

项及其关于场点 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）的偏导数易于数值求
解；而调和函数Ｇ是本文探讨的重点，其偏导数
可写为

Ｇｘ
Ｇｙ
Ｇ

}
ｚ

＝－ｉ２π
Ｋ２０

１
ｓｇｎ（ｙ－η）{ }１

×

∫
－π２＋φ－ｉε

－π＋α

ｉｃｏｓθ
ｉｓｉｎθ{ }
１

（κ２２ｅκ２珚ω－ｓｇｎｃ·κ
２
１ｅκ１珚ω）ｄθ

１＋４τｃｏｓ槡
[ θ ＋

　

　
Ｗ（Ｘ，Ｙ，Ｚ ]） （４）

·６３１·
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将边界元积分方程式（２）代入物面不可穿透
条件之中，物面上第 ｊ（ｊ＝１～７）个模态下的源强
密度可通过式（５）求解获得
ｊ（ｐ）
ｎ

＝－１２σｊ（ｐ）＋
Ｓ

σｊ（ｑ）
Ｇ（ｐ，ｑ）
ｎ

ｄｓ＋

Ｕ２
ｇ∮
Ｌ

σｊ（ｑ）
Ｇ（ｐ，ｑ）
ｎ

ｎ１ｄη （５）

式中：

Ｇ
ｎ
＝ｎ１Ｇｘ＋ｎ２Ｇｙ＋ｎ３Ｇｚ （６）

这里，ｎ＝（ｎ１，ｎ２，ｎ３）为物面的单位外法线向量，
而Ｇｘ、Ｇｙ和Ｇｚ为格林函数在相应坐标轴方向上偏
导数的简化表达形式。由式（５）所确定的源强密
度代入边界元积分方程式（２），则可获得六个模
态下的辐射势及绕射势大小。

２　移动脉动源格林函数的对称性分析

对于一般船舶而言，船体型线关于其中纵剖

面具有对称的几何特性。在船舶的波浪载荷、运

动响应及自由面波形特征计算中，若能充分利用

格林函数及其偏导数的对称性，仅在船体的左舷

或右舷部分布置点源，则此时的计算效率将明显

优于全结构的船体水动力模型。这里将随船坐标

系的原点建立在船体重心处，在船舶有航速航行

的工况下分析格林函数的对称特性，进而探讨

Ｂｅｓｓｈｏ型移动脉动源在快速求解有航速船舶水动
力问题时的改进措施。

２．１　点对点的对称性

设静水面下存在关于 ｏ－ｘｚ平面对称的两个
场点 ｐ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１），ｐ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２）和两个源点 ｑ１
（ξ１，η１，ζ１），ｑ２（ξ２，－η２，ζ２），则空间坐标系下的
场点和源点三维坐标满足如下等值关系（ｘ１，ｙ１，
ｚ１）＝（ｘ２，－ｙ２，ｚ２）和（ξ１，η１，ζ１）＝（ξ２，－η２，
ζ２）。分析式（３）和式（４）可知，在一定的航行速
度和遭遇频率下，调和函数Ｇ及其偏导数仅由参
数珚ω决定，而 珚ω实质上对应着场点与源点的空间
坐标。令珚ω１１＝珚ω（ｐ１，ｑ１）和 珚ω２２＝珚ω（ｐ２，ｑ２），则有
珚ω１１＝珚ω２２，结合格林函数的表达式，可得

Ｇ（ｐ１，ｑ１）＝Ｇ（ｐ２，ｑ２） （７）
分析调和函数的偏导数可知，Ｇｙ除了由场点和源
点的空间坐标决定，还与符号函数的取值特性密

切相关，由于 ｓｇｎ（ｙ１－η１）＝ －ｓｇｎ（ｙ２－η２），则
Ｇ的偏导数满足如下的对称关系式

Ｇｘ（ｐ１，ｑ１）＝Ｇｘ（ｐ２，ｑ２） （８）
Ｇｙ（ｐ１，ｑ１）＝－Ｇｙ（ｐ２，ｑ２） （９）

Ｇｚ（ｐ１，ｑ１）＝Ｇｚ（ｐ２，ｑ２） （１０）
式（７）～（１０）的物理意义为，若单位强度的

两源点关于ｏ－ｘｚ平面对称，且这两源点分别对应
着关于ｏ－ｘｚ平面对称的两场点，则两源点在空间
场点处产生的扰动速度势及其 ｏｘ、ｏｚ方向分量也
关于ｏ－ｘｚ平面对称，而ｏｙ方向的扰动速度势分量
则是反对称的。

当Ｕ＝２ｍ／ｓ和ωｅ＝１．４ｒａｄ／ｓ时，图１和图２
分别给出了单位强度的两点源ｑ１（０，１，－１）和ｑ２
（０，－１，－１）在自由面上的 Ｒｅ（Ｇ）和 Ｒｅ（Ｇｙ）
图像。由图可见，在 －５．５≤ｘ≤１．５，－２．５≤ｙ≤
２．５和 ｚ＝０所确定的矩形区域内，Ｒｅ（Ｇ）和
Ｒｅ（Ｇｙ）分别关于ｏｘ轴对称和反对称。对不同水
平面下的调和函数及其偏导数开展了计算，相应

的数值结果有效验证了式（７）～（１０）所表达的格
林函数点对点的对称特性。

图１　单位强度的两点源在自由面上Ｒｅ（Ｇ）图像

Ｆｉｇ．１　Ｒｅ（Ｇ）ａｔｚ＝０ｐｌａｎｅｂｙｔｗｏ
ｓｏｕｒｃｅｓｗｉｔｈｕｎｉｔｓｔｒｅｎｇｔｈ

图２　单位强度的两点源在自由面上Ｒｅ（Ｇｙ）图像

Ｆｉｇ．２　Ｒｅ（Ｇｙ）ａｔｚ＝０ｐｌａｎｅｂｙｔｗｏｓｏｕｒｃｅｓ

ｗｉｔｈｕｎｉｔｓｔｒｅｎｇｔｈ

２．２　线积分的对称性

假设线元上各控制点处的源强密度 σｊ为一

·７３１·
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常数，下面推导证明线积分的对称关系式。设 ｑｍ
和ｑｃ＋ｍ分别为线元 ΔＬｍ和 ΔＬｃ＋ｍ上的控制点，且
ΔＬｍ和ΔＬｃ＋ｍ关于ｏ－ｘｚ平面对称，则 ｑｍ和 ｑｃ＋ｍ也
关于ｏ－ｘｚ平面对称，由点对点的对称性可知

∮
ΔＬｍ

Ｇ（ｐ１，ｑｍ）＝∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ） （１１）

∮
ΔＬｍ

Ｇｘ（ｐ１，ｑｍ）＝∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇｘ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ） （１２）

∮
ΔＬｍ

Ｇｙ（ｐ１，ｑｍ）＝－∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇｙ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ） （１３）

∮
ΔＬｍ

Ｇｚ（ｐ１，ｑｍ）＝∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇｚ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ） （１４）

令（ｎ１ｍ，ｎ２ｍ，ｎ３ｍ）和（ｎ１ｃ＋ｍ，ｎ２ｃ＋ｍ，ｎ３ｃ＋ｍ）分
别表示线元 ΔＬｍ和 ΔＬｃ＋ｍ的单位外法线向量，由
于一般船体的浸湿表面具有对称性，则对称面元

处的法向量也是对称的，即

（ｎｍ１，ｎ
ｍ
２，ｎ

ｍ
３）＝（ｎ

ｃ＋ｍ
１ ，－ｎ

ｃ＋ｍ
２ ，ｎ

ｃ＋ｍ
３ ） （１５）

针对式（２）中的线积分项，调和函数的法向
偏导数在线元上的积分可写为

　∮
ΔＬｍ

Ｇ（ｐ１，ｑｍ）
ｎ

ｄｌ＝ｎｍ１∮
ΔＬｍ

Ｇｘ（ｐ１，ｑｍ）ｄｌ＋

　ｎｍ２∮
ΔＬｍ

Ｇｚ（ｐ１，ｑｍ）ｄｌ＋ｎ
ｍ
３∮
ΔＬｍ

Ｇｚ（ｐ１，ｑｍ）ｄｌ （１６）

∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ）
ｎ

ｄｌ＝ｎｃ＋ｍ１ ∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇｘ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ）ｄｌ＋

ｎｃ＋ｍ２ ∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇｚ（ｐ２，ｑｍ）ｄｌ＋ｎ
ｃ＋ｍ
３ ∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇｚ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ）ｄｌ

（１７）
将式（１１）～（１４）及式（１５）代入式（１６）～

（１７），可得

∮
ΔＬｍ

Ｇ（ｐ１，ｑｍ）
ｎ

ｄｌ＝ ∮
ΔＬｃ＋ｍ

Ｇ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ）
ｎ

ｄｌ （１８）

式（１８）表明，若两线元和两场点均关于ｏ－ｘｚ
平面对称，则线元上相同强度点源的调和函数法

向偏导数对相应场点的线积分满足对称关系。

下面以一对关于ｏ－ｘｚ平面对称的线元和场点
为例来验证上述结论的正确性。若直线型线元

ΔＬｍ的端点坐标为（１，２，０）和（０，１，０），则 ΔＬｃ＋ｍ
由（１，－２，０）和（０，－１，０）唯一确定，且假设 ΔＬｍ
和ΔＬｃ＋ｍ均位于直壁型船体面元上，而两场点为
ｐ１（１，１，－１）和 ｐ２（１，－１，－１）。假设线元上均
布置单位强度的点源格林函数，图３给出了 ΔＬｍ
在ｐ１点和ΔＬｃ＋ｍ在ｐ２点处诱导的速度势法向分量
随遭遇频率的变化曲线，其中 Ｕ＝２ｍ／ｓ，ωｅ＝０．５
～２．５ｒａｄ／ｓ。从实部和虚部的角度可知，两线元
在不同频率下的积分结果曲线完全吻合，从而验

证了式（１８）的正确性。

（ａ）实部
（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔ

（ｂ）虚部
（ｂ）Ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ

图３　线元上调和函数的法向偏导数积分结果
Ｆｉｇ．３　Ｌｉｎｅｉｎｔｅｇｒａｌｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｐａｒｔｉａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
ａｔｎｏｒｍａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｈａｒｍｏｎｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ

２．３　面积分的对称性

依据 ＨｅｓｓＳｍｉｔｈ方法，船体平均浸湿表面 Ｓ
可离散为若干个平面四边形面元［１２］，则格林函数

及其偏导数在面元上的积分可采用高斯积分方法

求解，这里假设面元上各高斯节点处的源强密度

相等［１３］。

设面元 ΔＳｍ和 ΔＳｃ＋ｍ关于ｏ－ｘｚ平面对称，且
ｑｍ和 ｑｃ＋ｍ分别为 ΔＳｍ和 ΔＳｃ＋ｍ的形心，则 ｑｍ和
ｑｃ＋ｍ也关于ｏ－ｘｚ平面对称。由点对点的对称性和
对称面元处法向量的对称性，并参考线积分对称

性的推导过程，可得


ΔＳｍ

Ｇ（ｐ１，ｑｍ）
ｎ

ｄｓ＝
ΔＳｃ＋ｍ

Ｇ（ｐ２，ｑｃ＋ｍ）
ｎ

ｄｓ

（１９）
式（１９）的物理含义为，若两场点和分布有相

同源强密度的两面元关于ｏ－ｘｚ平面对称，则面元

·８３１·
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上调和函数的法向偏导数对相应场点的面积分也

满足对称关系。

２．４　对称性在边界元积分中的应用

假设船舶平均浸湿表面由 Ｎ块平面四边形

面元组成，且船体左侧的面元编号为１，２，…，ｃ（ｃ
＝Ｎ／２）。由式（２）可知，第 ｊ模态下的边界元积
分方程可离散化为如式（２０）所示的线性代数方
程组。

ｊ（ｐ１）

ｊ（ｐ２）

…

ｊ（ｐｃ）

ｊ（ｐｃ＋１）

…

ｊ（ｐＮ－１）

ｊ（ｐＮ

























）

＝

Ｇ１１ … Ｇ１ｃ Ｇ１（ｃ＋１） … Ｇ１Ｎ
Ｇ２１ … Ｇ２ｃ Ｇ２（ｃ＋１） … Ｇ２Ｎ
… … … … … …

Ｇｃ１ … Ｇｃｃ Ｇｃ（ｃ＋１） … ＧｃＮ
Ｇ（ｃ＋１）１ … Ｇ（ｃ＋１）ｃ Ｇ（ｃ＋１）（ｃ＋１） … Ｇ（ｃ＋１）Ｎ
… … … … … …

Ｇ（Ｎ－１）１ … Ｇｃｃ Ｇ（Ｎ－１）（ｃ＋１） … Ｇ（Ｎ－１）Ｎ
ＧＮ１ … ＧＮｃ ＧＮ（ｃ＋１） … Ｇ








































ＮＮ

σｊ（ｐ１）

σｊ（ｐ２）

…

σｊ（ｐｃ）

σｊ（ｐｃ＋１）

…

σｊ（ｐＮ－１）

σｊ（ｐＮ

























）

（２０）

　　上述方程中的系数矩阵Ｇｋｍ（１ｋ，ｍＮ）表
示位于面元ΔＳｍ或线元ΔＬｍ上的源点对场点ｐｋ的
积分值，其表达式为

Ｇｋｍ ＝
ΔＳｍ

Ｇ（ｐｋ，ｑ）ｄｓ＋
Ｕ２
ｇ∮
ΔＬｍ

Ｇ（ｐｋ，ｑ）ｎ１（ｑ）ｄη

（２１）
分析可知，系数矩阵Ｇｋｍ由四部分构成，即船

体左侧、右侧面元分别对其自身的影响系数和船

体左侧与右侧面元的相互影响系数，可记为 ＧＬＬ、
ＧＲＲ、ＧＬＲ和ＧＲＬ。依据上述推导的点对点、线积分
及面积分的对称性，并结合三维频域移动脉动源

格林函数的数学表达式可知，子系数矩阵满足如

下的对称关系式

ＧＬＬ＝ＧＲＲ，　ＧＬＲ＝ＧＲＬ （２２）
综合式（７）、式（１８）、式（１９）和式（２２）可知，

格林函数的对称性有利于数值计算的快速实施主

要体现在以下几个方面：１）在船体面元网格划分
时，仅需对船体的左舷或右舷部分进行离散，这样

可节省网格预处理的时间并减小网格的存储规

模，即格林函数的对称性可指导船体面元的网格

生成；２）辐射势和绕射势求解的耗时大部分集中
于移动脉动源格林函数及其偏导数的计算，利用

格林函数的对称性可有效减少系统的内存量和大

幅提高计算的效率；３）格林函数的对称性涉及船
体辐射问题和绕射问题的各个方面，如各模态下

源强密度及辐射势、绕射势的相应系数矩阵的生

成、附加质量及阻尼系数的求解、波浪主干扰力中

绕射力的计算等，随着计算流程的深入，格林函数

的对称性可持续传递下去。

３　算例分析

３．１　波浪干扰力

船体受到的波浪干扰力为入射波作用力（即

傅汝德－克雷洛夫力）和绕射波作用力之和。由
于波浪干扰力不涉及辐射问题，而仅计及入射波

和绕射波与船体的相互作用，因此常以波浪干扰

力作为耐波性数值计算的首要验证对象。针对双

体船的船型特点，并依据移动脉动源格林函数的

对称特性，仅对双体船一侧片体的物面上进行网

格离散，而另一侧的物面网格则通过几何对称关

系获得。分析可知，双体船左侧和右侧片体上分

布点源的相互关系与单体船的左舷和右舷类似，

此时左右片体上对称物面处的点对点、线积分和

面积分也应满足对称性。

以规则波中顶浪航行的 Ｌｅｗｉｓ型双体船为对
象，分别计算了船体受到的垂荡干扰力和纵摇干

扰力矩，图４为该船型的物面网格划分情况，而图
５和图６则给出了数值计算和试验测试［１４］的作

图４　Ｌｅｗｉｓ型双体船的物面网格划分
Ｆｉｇ．４　ＳｕｒｆａｃｅｍｅｓｈｏｆＬｅｗｉｓｔｙｐｅｃａｔａｍａｒａｎ

用力幅值结果。这里，Ｌｅｗｉｓ型双体船模型的主尺
度为１．５ｍ×０．７５ｍ×０．１２５ｍ，每个片体的宽度为
０．２５ｍ，速度傅汝德数Ｆｒ＝０．３。对比分析图中的
数据可知，垂荡干扰力与纵摇干扰力矩的数值计

算结果与试验值十分接近，进而验证了应用移动

·９３１·
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脉动源格林函数的对称性在求解分析有航速船体

波浪干扰力的可行性。

图５　顶浪下Ｌｅｗｉｓ型双体船的垂荡干扰力幅值
Ｆｉｇ．５　ＡｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｈｅａｖｅｆｏｒｃｅｏｎＬｅｗｉｓｔｙｐｅ

ｃａｔａｍａｒａｎｉｎｈｅａｄｗａｖｅｓ

图６　顶浪下Ｌｅｗｉｓ型双体船的纵摇干扰力矩幅值
Ｆｉｇ．６　ＡｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｐｉｔｃｈｍｏｍｅｎｔｏｎＬｅｗｉｓｔｙｐｅ

ｃａｔａｍａｒａｎｉｎｈｅａｄｗａｖｅｓ

３．２　运动响应

斜浪航行工况下，船体左右两侧对称面元处

的源强密度和速度势必定不相等，这与迎浪和背

浪面的边界条件不一致有关，然而格林函数的对

称性仍然适用于边界元积分方程中系数矩阵的计

算，因为在相同参数 τ下单位强度的点源对固定
位置场点的格林函数及其偏导数必定相等，即三

维频域移动脉动源格林函数的对称性与船型、航

行速度和遭遇频率联系密切。

下面以系列６０船（ＣＢ＝０．７）为例来验证格
林函数的对称性在求解船舶波浪运动响应问题中

的可靠性，其中船模主尺度为３．０４８ｍ×０．４３５ｍ
×０．１７４ｍ，速度傅汝德数 Ｆｒ＝０．２，浪向角为
１３５°（顶浪为１８０°）。图７～图９分别为系列６０
船在规则波中斜浪航行时垂荡、横摇及纵摇运动

响应幅值的计算结果，并给出了文献［１５］的模型
试验值。由图可知：在无因次遭遇频率等于３．２

附近，各模态运动响应的计算幅值略大于试验结

果，这与谐振区内船体的大幅运动有关；另外横摇

运动时流体的黏性效应也不应忽略；然而，在整个

试验频段内数值计算与模型试验结果还是基本吻

合的，从而表明格林函数的对称性可适用于求解

斜浪航行船舶的运动响应。

图７　斜浪下系列６０船（ＣＢ＝０．６）的垂荡运动响应幅值

Ｆｉｇ．７　ＡｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｈｅａｖｅｍｏｔｉｏｎｏｆＳｅｒ．６０
ｗｉｔｈＣＢ＝０．６ｉｎｏｂｌｉｑｕｅｗａｖｅｓ

图８　斜浪下系列６０船（ＣＢ＝０．６）的横摇运动响应幅值

Ｆｉｇ．８　ＡｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｒｏｌｌｍｏｔｉｏｎｏｆＳｅｒ．６０
ｗｉｔｈＣＢ＝０．６ｉｎｏｂｌｉｑｕｅｗａｖｅｓ

图９　斜浪下系列６０船（ＣＢ＝０．６）的纵摇运动响应幅值

Ｆｉｇ．９　ＡｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｐｉｔｃｈｍｏｔｉｏｎｏｆＳｅｒ．６０
ｗｉｔｈＣＢ＝０．６ｉｎｏｂｌｉｑｕｅｗａｖｅｓ
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３．３　自由面波形特征

有航速航行船舶在自由面产生的波形包括非

定常的辐射波和绕射波，采用移动脉动源格林函

数法求解自由面波形特征时，依据辐射问题和绕

射问题先分别求解船体浸湿表面处的源强分布密

度，并将相应模态下的速度势代入自由面动力学

边界条件，进而数值模拟船体周围的非定常波形。

在顶浪航行工况下，船体左右对称物面上的源强

分布密度和速度势均满足对称关系，故右舷物面

的源强和速度势可由左舷物面通过对称关系映射

获得，进而模拟自由面处的波形特征，此时系统内

存量和计算耗时量都大大减少。

以一修正的 Ｗｉｇｌｅｙ船模所产生的绕射波为
对象，开展了格林函数对称性在模拟自由面波形

特征中的适用性验证。该船模的主尺度为２．５ｍ
×０．５ｍ×０．１７５ｍ，规则波波长与船长比为 λ／Ｌ＝
０．５，速度傅汝德数为 Ｆｒ＝０．２，图１０给出了船模

（ａ）余弦部分
（ａ）Ｃｏｓｉｎｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

（ｂ）正弦部分
（ｂ）Ｓｉｎｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

图１０　Ｗｉｇｌｅｙ船模在自由面产生的绕射波形
Ｆｉｇ．１０　ＤｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｗａｖｅｓｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙＷｉｇｌｅｙ

ｓｈｉｐｍｏｄｅｌｏｎｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅ

在规则波中顶浪航行情形下产生的绕射波波形的

模型试验［１６］和数值计算结果，其中波形的余弦和

正弦部分分别与瞬时非定常波 ｃｏｓ（ωｅｔ）和 ｓｉｎ
（ωｅｔ）的幅值分量相对应。由图可知：数值预报的
绕射波形在测试区域内与试验结果基本吻合，这

表明格林函数的对称性适用于船体周围非定常波

的数值模拟；另外，绕射波的余弦和正弦部分均限

制在关于船舶航行方向对称的楔形区域内，这与

格林函数的传播模态密切相关，因为移动脉动源

的远场波形包含计及航速效应的环形波系和计及

摇荡运动下的开尔文波系两部分。

４　结　论

基于Ｂｅｓｓｈｏ型移动脉动源格林函数的对称
特性，本文重点探讨分析了波浪中有航速船舶水

动力的快速求解措施，并获得了以下主要结论：

１）Ｂｅｓｓｈｏ型移动脉动源格林函数中的调和
函数及其ｏｘ、ｏｚ方向的偏导数关于ｏ－ｘｚ平面对称，
调和函数在 ｏｙ方向的偏导数关于ｏ－ｘｚ平面反对
称；结合船体对称物面处的法向量取值特性，在关

于ｏ－ｘｚ平面对称的线元和面元处，推导获得了调
和函数的法向偏导数积分的对称关系表达式。

２）将线积分和面积分的积分对称性应用于
边界元积分方程之中，可有效降低线性方程组中

系数矩阵的求解规模；在波浪中的三维频域有航

速船舶水动力问题，应用格林函数的对称性可显

著降低数值计算的运算量和减小变量的存储量，

并可指导船体物面的网格划分。

３）算例分析表明移动脉动源格林函数的对
称性适用于求解有航速船舶在波浪中的水动力问

题，且验证了所编制的相关计算程序的可靠性。
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