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重构 Ｘ射线脉冲星信号的纯数值模拟新算法

桂先洲，黄森林，孙　晨
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：基于Ｘ射线脉冲星的导航技术，无论技术研究还是实验验证，都是以Ｘ射线脉冲星信号为基础。
但是实际的观测数据无法确定其精确值，不便于进行导航算法的分析验证。因此，通过模拟算法重构Ｘ射线
脉冲星信号十分必要。基于泊松分布建立Ｘ射线脉冲星信号模型，介绍脉冲轮廓的构建方法；介绍了两种纯
数值的脉冲星信号模拟算法。针对这两种算法因近似导致信号模拟不精确的问题，提出一种基于精确光子

流量函数的纯数值Ｘ射线脉冲星信号的模拟算法，该算法采用分段线性函数拟合的脉冲轮廓函数，基于分布
函数及其反函数导出。模拟算法重构ＰＳＲＢ０５３１＋２１脉冲星的信号，并利用 χ２拟合优度检验验证模拟算法
生成的光子到达时间服从泊松分布。将提出的算法与两种已有的算法进行比较，仿真结果表明从光子数目

和脉冲轮廓误差来看，提出的算法都优于其他两种算法，更接近实际信号。由新算法重构的脉冲星信号进行

历元折叠得到观测脉冲轮廓，并将其与标准脉冲轮廓比较，发现随着观测时间的增长，观测脉冲轮廓趋近于

标准脉冲轮廓，验证了模拟算法是有效可行的。
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　　空间探测中如何实现深空探测器的完全自主
导航是一个头等难题。目前应用的导航方式主要

有天文导航、卫星导航、惯性导航和地基导航。传

统的天文导航依赖近天体进行定位，定位精度不

高，且操作复杂［１－３］。近地空间航天器可以利用

卫星导航系统实现较精确导航，但卫星导航系统

本身需要定位，自主性较差。惯性导航系统的误

差累积效应严重，不能单独进行长时间的导航，一

般作为组合导航的辅助导航手段［４］。地基导航

系统通常使用雷达测距和光学跟踪进行定位，但

对于深空导航，其定位的横向精度差，且完全依赖

地面站，地面站要进行大量的运算［５］。Ｘ射线脉
冲星是一类高速旋转，并发射 Ｘ射线的中子星，
探测器接收到的 Ｘ射线信号体现为周期性的脉
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冲，其周期稳定性可以媲美现在精度最高的原子

钟［６］。Ｘ射线脉冲星是天然的导航信标，脉冲星
导航是目前最具潜力实现深空自主导航的技术。

目前对Ｘ射线脉冲星导航的研究主要集中
在定位方面［７－８］，关 键 之一是脉冲相位估

计［９－１０］。脉冲相位估计算法的仿真分析需要以

Ｘ射线脉冲星光子的到达时间作为实验数据［１１］。

由于观测数据的精确相位未知，不能进行误差分

析；而重构的 Ｘ射线脉冲星信号其相位已知，因
此利用模拟算法重构的脉冲星信号进行相位估计

算法仿真十分必要。

Ｘ射线脉冲星信号的模拟有两种方法，实物
模拟和纯数值模拟。文献［１２］采用实物模拟方
法，该方法成本高、精度低。文献［１３］提出使用
可见光源和单光子探测器搭建实物模拟系统，提

高系统的灵活性和精度。

文献［１４］提出的模拟方法为纯数值模拟，该
方法成本低、灵活性强，但模拟过程将非线性泊松

过程的强度函数分段近似为恒定值，极大地降低

了模拟的精度。文献［１５－１６］都基于反函数构
建了数值模拟算法的数学模型，但前者并没有进

一步阐述反函数如何求解，后者则是对模型进行

了近似化简，避免了反函数的求解，这导致了信号

模拟的精度不高。

本文提出一种基于精确光子流量函数的纯数

值Ｘ射线脉冲星信号的模拟算法。该算法的数
学模型基于反函数建立，脉冲轮廓通过分段线性

函数拟合，从而反函数易求。然后以χ２拟合优度
检验作为验证方法，对信号模拟算法的有效性进

行定量验证。最后比较了三种信号模拟算法，并

将本文提出的算法生成的观测脉冲轮廓与标准轮

廓比较，对信号模拟算法的有效性进行验证。

１　信号模拟算法

１．１　信号模型

Ｘ射线脉冲星发射 Ｘ射线光子是一个随机
过程，探测器记录的光子到达时间则服从非齐次

泊松分布。设光子流量函数为λ（ｔ），该函数表征
单位时间到达探测器的光子数目，标准脉冲轮廓

函数的表达式与光子流量函数相同。观测时段

Ｔｏｂｓ＝ｔｆ－ｔ０，Ｎｔ为（ｔ０，ｔ）内到达的光子数目，Ｎ
ｔ
ｓ＝

Ｎｓ－Ｎｔ为（ｔ，ｓ）内到达的光子数目，则 Ｎ
ｔ
ｓ服从参

数为∫
ｓ

ｔ
λ（ξ）ｄξ的泊松分布，在（ｔ，ｓ）内到达 ｋ个

光子的概率为：

Ｐ｛Ｎｔｓ＝ｋ｝＝
［∫
ｓ

ｔ
λ（ξ）ｄξ］ｋｅｘｐ［－∫

ｓ

ｔ
λ（ξ）ｄξ］

ｋ！
（１）

其期望和方差为

Ｅ（Ｎｔｓ）＝ＶＡＲ（Ｎ
ｔ
ｓ）＝Λ（ｓ）－Λ（ｔ） （２）

其中Λ（ｔ）＝∫
ｔ

０
λ（τ）ｄτ。λ（ｔ）是光子流量函数，

表示光子单位时间到达的数目，可表示为

λ（ｔ）＝λ（ｔ[ ]） ＝λｂ＋λｓｈ（＋０） （３）
其中，＋０为ｔ时刻对应的相位，０为信号

的初始相位，（ｔ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆｄｔ，λｂ和 λｓ分别是背景

辐射密度和脉冲星辐射平均密度，单位与 λ相同
（ｐｈ／ｓ，即每秒接收的光子数目），这两个量可从
天文观测数据得知。ｈ（）以１为周期，且满足归
一化条件

∫
１

０
ｈ（）ｄ＝１，ｍｉｎ（ｈ（））＝０ （４）

当＞１时，ｈ（）＝ｈ（－ｎ），ｎ＝ｆｌｏｏｒ（），ｎ是
不大于的最大整数。

１．２　脉冲轮廓函数

脉冲轮廓可由历元折叠方法构建。Ｘ射线脉
冲星的信号由时间序列组成，在信号周期已知的

前提下，可以将若干个周期的信号折叠到一个周

期内。时间序列可表示为｛ｔｉ｝
ｍ
１，转换方法如式

（５）所示。

ｔ′ｉ＝ｔｉ－Ｔ·ｆｌｏｏｒ（
ｔｉ
Ｔ） （５）

　　其中，Ｔ为信号周期，ｆｌｏｏｒ（ｘ）表示不大于 ｘ
的最大整数。将一个周期划分为 Ｎｂ个足够小的
区间，统计落在每个区间的光子数目ｎｉ，每个区间
长度为 Ｌ＝Ｔ／Ｎｂ，共有 Ｎｐ个周期的数据，则第 ｉ
个区间的平均光子流量函数

珔λ（ｉ）＝
ｎｉ
ＬＮｐ

（６）

当观测时间足够长时 Ｎｐ→!

，Ｎｂ→!

每个区

间的长度Ｌ→０，可以得到光滑、近似连续的标准
脉冲轮廓。

由式（２）可得
Ｅ（ｎｉ）＝ＶＡＲ（ｎｉ）＝λ（ｔｉ）·ＬＮｐ （７）

其中ｔｉ为第ｉ个时间段的中点，故
Ｅ（珔λ（ｉ））＝λ（ｔｉ） （８）

ＶＡＲ（珔λ（ｉ））＝
λ（ｔｉ）
ＬＮｐ＝

Ｎｂ
Ｔｏｂｓ
λ（ｔｉ） （９）

１．３　信号模拟算法

Ｘ射线脉冲星信号的数值模拟算法可分为两

·４４１·
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种，一种基于光子数分布率，一种基于分布函数的

反函数。

１．３．１　基于光子数分布率的信号模拟算法
在（ｔ，ｓ）内到达ｋ个光子的概率Ｐ｛Ｎｔｓ＝ｋ｝可

由式（１）计算，将一个周期划分为 Ｎｂ个足够小的
区间，每个区间称为一个时间仓（ｂｉｎ），第 ｉ个时
间仓内的光子数记为Ｎｉ，其分布率可记为

ｋ ０ １ … ＞ｐ

Ｐ｛Ｎｉ＝ｋ｝ Ｐ０ Ｐ１ … １－∑
ｐ

ｉ＝１
Ｐｉ

　　当时间仓足够小时，每个时间仓中的光子数
目取值基本为０或１。对于某一特定长度的时间
仓，大于ｐ个光子数的事件为小概率事件，可以将
其光子数近似为ｐ。

根据分布律可以利用随机数生成每个时间仓

内的光子数目，以时间仓的中点作为该时间仓内

光子的到达时刻。

１．３．２　基于反函数的信号模拟算法
要生成分布函数为 Ｆ（ｘ）的特定分布，可采

用如下方法：令Ｇ＝Ｆ－１ｘ （ｙ），ｙ是（０，１）区间上的
随机变量 ，其中Ｆ－１ｘ （ｙ）是Ｆ（ｘ）的反函数，由

Ｐ｛Ｇ≤ｘ｝＝Ｐ｛Ｆ－１ｘ （ｙ）≤ｘ｝
＝Ｐ｛ｙ≤Ｆ（ｘ）｝＝Ｆ（ｘ） （１０）

可知Ｇ＝Ｆ－１ｘ （ｙ）服从分布函数为 Ｆ（ｘ）的
分布。

Ｘ射线脉冲星信号用光子到达时间表示，因
此，其模拟算法可按如下方法导出。

设Ｘ射线脉冲星光子的到达时间间隔为 ｘ，
则ｘ的分布函数与具体的时刻 ｔ有关，可用条件
分布函数表示为

Ｆ（ｘ｜ｔ）＝１－Ｐ｛Ｎｘ ＝０｝

＝１－ｅｘｐ（－∫
ｔ＋ｘ

ｔ
λ（ξ）ｄξ）

＝１－ｅｘｐ［Λ（ｔ）－Λ（ｔ＋ｘ）］
（１１）

其反函数为

Ｆ－１（ｙ｜ｔ）＝－ｔ＋Λ－１［Λ（ｔ）－ｌｎ（１－ｙ）］
其中，ｙ∈（０，１），Λ－１为Λ（ｔ）的反函数，从而

Ｇ＝－ｔ＋Λ－１［Λ（ｔ）－ｌｎ（１－Ｒ）］ （１２）
由于Ｒ是（０，１）区间上的随机变量，故（１－Ｒ）

也是（０，１）区间上的随机变量，式（１２）可简化为
Ｇ＝－ｔ＋Λ－１［Λ（ｔ）－ｌｎＲ］ （１３）

又Ｇ为光子到达时间差，ｔ为当前时刻光子
的到达时间，故下一个光子的到达时间为

ｔ′＝ｔ＋Ｇ＝Λ－１［Λ（ｔ）－ｌｎＲ］ （１４）

脉冲轮廓λ（）的表达式一般并不规则，故
使用解析方法不易求出 Λ（ｔ）和 Λ－１。基于反函
数的信号模拟算法之间的区别就在于如何处理

Λ（ｔ）和Λ－１。
１）针对这一问题文献［１６］采用了近似模型，

当光子到达时刻间隔很小，即δｔ→０时，

ｔ′≈ｔ－ｌｎ（Ｕ）λ（ｔ）
（１５）

但是当脉冲星光子流量较小时，并不满足 δｔ
→０的条件，不能采用上式进行信号模拟。
２）本文采用分段线性函数拟合脉冲轮廓函

数λ（）。脉冲标准轮廓也是通过历元折叠构
建，因此由离散点表示。当利用指数函数或高斯

函数等拟合时［１７－１８］，虽然可以得到平滑的轮廓曲

线，但相应的求轮廓函数积分及积分函数的反函

数时十分困难。

信号模拟主要是为了分析相位估计算法，轮

廓形状会影响相位估计的精度，因此必须针对不

同的脉冲星采用其标准脉冲轮廓。但是轮廓是否

光滑并不影响结果。因此采用分段线性函数拟合

脉冲轮廓是可行的，而且λ（）分段可积，Λ（ｔ）的
反函数也易求。

设历元折叠的时间仓数目为 Ｍ，则标准脉冲
轮廓的离散点数目为Ｍ＋１，为了保证离散点可以
表示整个周期的轮廓，使第一个点的相位为０，最
后一个点的相位为 １。第 ｉ个离散点表示为
ｉ－１
Ｍ ，λ

ｉ－１( )( )Ｍ ，括号中第一项为相位，第二项

为光子流量。线性函数拟合的脉冲轮廓可表示为

λ（）＝ λ ｉ( )Ｍ －λｉ－１( )[ ]Ｍ · －ｉ－１( )Ｍ ＋

　λｉ－１( )Ｍ （１６）

其中，
ｉ－１
Ｍ ≤＜

ｉ
Ｍ，ｉ＝１，２，…，Ｍ，Ｍ＋１。图 １

是１０２４个离散点绘制的ｃｒａｂ脉冲星（ＰＳＲＢ０５３１
＋２１）的标准脉冲轮廓。
由于式（１６）是线性的，所以 Λ（ｔ）易求，而

Λ（ｔ）是关于相位的二次函数，故 Λ－１可以通过
求解二次方程得到，为了简化计算，还可以通过内

插值得到近似解。值得一提的是，这里的近似解

是利用精确模型确定光子到达时刻范围后取近似

值，基本不会影响后续信号的模拟，而式（１５）则
是对模型取近似，然后用近似的模型生成光子到

达时刻，该时刻可能偏离精确模型计算值较远，从

而影响后续信号的生成。

·５４１·
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图１　ｃｒａｂ脉冲星标准脉冲轮廓
Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｎｄａｒｄｔｅｍｐｌａｔｅｐｕｌｓｅｐｒｏｆｉｌｅｏｆｃｒａｂｐｕｌｓａｒ

２　实验与结果分析

２１　泊松过程检验

本节分析１．３．２节中提出的基于分段线性函
数拟合的标准脉冲轮廓的信号模拟算法，采用 χ２

拟合优度检验法验证生成的信号是否服从泊松分

布。以某一时间段内的Ｘ射线光子数ａ＝｛０，１，２
…ａｉ｝，ｉ＝１，２，３…作为样本，记样本中等于 ａｉ的
个数为ｎｉ并设ａ共有ｋ个不同的取值，由式（１８）
可求得ａ＝ａｉ＝ｉ－１的概率 ｐｉ，样本总数为 ｎ＝

∑
ｋ

ｉ＝１
ｎｉ，则皮尔逊χ

２统计量为

χ２ ＝∑
ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）
２

ｎｐｉ
（１７）

对给定的显著性水平α，检验规则为：
当χ２≥χ２１－α ｋ( )－１时不服从泊松分布，反之服

从。下面将用两种方法对模拟算法进行检验，第一

种为整段统计，即直接统计整个观测时段的光子数

目；第二种是分段统计，将Ｎ个周期的光子折叠到
一个周期，再将一个周期均分为若干段，在每一段

上统计光子数目。取 λｓ＝１５ｐｈ／ｓ，λｂ＝５ｐｈ／ｓ。脉
冲周期Ｔ＝０．０４ｓ，显著性水平α取０．０５。

２２　整段统计

生成２５个周期，即１ｓ的观测数据，即 ｔ＝０，
ｓ＝１。然后统计１ｓ内观测到的光子数目。皮尔
逊χ２统计量的计算为：

Ｅ（Ｎｔｓ）＝∫
ｓ

ｔ
λ（ξ）ｄξ＝２５∫

Ｔ

０
λ（ξ）ｄξ＝２０

可得

ｐｉ＝Ｐ｛ａ＝ｉ－１｝＝
２０ｉ－１ｅｘｐ（－２０）
（ｉ－１）！ （１８）

其中，ｉ＝１，２，３，…，取 ａ＝｛０，１，…，４８，［４９，
∞）｝，则ｋ＝５０，ｉ的最大值为５０，记

ｐ５０ ＝Ｐ｛ａ≥４９｝＝１－∑
４９

ｉ＝１
ｐｉ （１９）

ｎ５０为大于光子数，大于等于４９的样本数。
根据式（１７）即可计算出χ２。
由信号模拟算法生成５０００个样本数据，ｎｉ的

分布如图２所示，由图可见，在光子数集中在期望
值附近，而大于或小于期望达到某一值后，样本数

量变为０。将ｎｉ代入式（１７）求得χ
２＝２４．２６３８，又

χ２１－α（４９）＝６６．３３８６故χ
２＜χ２１－α（４９），说明在一整

段时间内产生的光子到达时刻服从泊松分布。

图２　光子数目分布图
Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐｈｏｔｏｎｓ

２３　分段统计

生成２５０个周期，即１０ｓ的观测数据，然后进
行历元折叠后，将一个周期均分为８个部分，对每
部分的光子数进行 χ２拟合优度检验，皮尔逊 χ２

统计量计算方法与２．１节相同。各段的光子个数
期望Ｅ（Ｎｔｓ）值计算如表１所示。考虑到ｐｉ过小

表１　分段统计各段的参数及计算结果
Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅａｃｈｓｅｃｔｉｏｎ

ｆｏｒｔｈｅｓｅｃｔｉｏｎｄｉｖｉｄｅｄｍｅｔｈｏｄ

时间段（Ｔ）
光子数

目期望
ａ１ ａｋ ｋ χ２ ｗ

０～０．１２５ ４４．５３２６ ２６ ６５ ４０ ３４．４ ５５．８
０．１２５～０．２５ １３．６４３１ ３ ２６ ２４ ２９．２ ３６．４
０．２５～０．３７５ ３４．７５８４ １８ ５３ ３６ ２９．２ ６０．０
０．３７５～０．５ ４４．７４５８ ２６ ６５ ４０ ４６．７ ５５．８
０．５～０．６２５ ８．２８６１ ０ １８ １９ ２４．４ ３０．１
０．６２５～０．７５ ６．４８３２ ０ １５ １６ １３．６ ２６．３
０．７５～０．８７５ ６．５０２２ ０ １５ １６ １５．２ ２６．３
０．８７５～１ ４１．０５２０ ２３ ６０ ３８ ３３．４ ７９．０

　注：ｗ＝χ２０．９５（ｋ－１）
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可能会导致极大的计算误差，因此将 ｐｉ＜１０
－３的

光子数目按区间统计，ａ的取值集合为（［０，ａ１］，
ａ２，…，ａｋ－１，［ａｋ，!］），实验数据及结果如表１所
示。由表中数据可知每一段的统计量 χ２均小于
χ２０．９５（ｋ－１），说明在每一段上产生的光子数目也
服从泊松分布。

２４　信号模拟算法比较
前面介绍了两种信号模拟算法，并提出了一

种基于分段线性函数拟合脉冲轮廓函数的模拟算

法，将基于光子数分布率的信号模拟算法记为方

法一，将采用式（１５）由反函数推导的信号模拟算
法记为方法二，基于分段线性函数拟合脉冲轮廓

函数的模拟算法也利用反函数导出，与方法二的

区别在于计算过程不采用近似，将其记为方法三。

下面分别比较三种算法生成的光子数期望和由模

拟信号构建的观测脉冲轮廓。

２５　光子数目比较

根据Ｘ射线脉冲星的光子流量分布规律，取
三组不同的λｓ和λｂ，
１）λｓ＝１５ｐｈ／ｓ，λｂ＝５ｐｈ／ｓ
２）λｓ＝１５０ｐｈ／ｓ，λｂ＝５０ｐｈ／ｓ
３）λｓ＝１５００ｐｈ／ｓ，λｂ＝５００ｐｈ／ｓ

表２　光子数目比较
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｈｏｔｏｎｃｏｕｎｔｓ

组 理论值 方法一 方法二 方法三

１ ２０００ ２０００．７ ９６８．８８７０ ２００１．４

２ ２×１０４ １９９７０ １１６６９ １９９８１

３ ２×１０５ １９９９１０ １８９７３０ ２０００００

　　观测时间取１００ｓ，统计１０００次实验的光子
数均值，结果如表２所示，由表可见方法二的光
子数目与理论值相差较大，特别是当光子流量

较小时尤为明显，而方法一和方法三则趋近于

理论值。

２．６　观测脉冲轮廓比较

由于当光子流量较小时，方法二不能有效

模拟 脉 冲 信 号。故 取 λｓ＝１５００ｐｈ／ｓ，λｂ ＝
５００ｐｈ／ｓ，观测时间取１００ｓ，历元折叠时间仓取
１２８，构建观测脉冲轮廓。进行１０００次实验，统
计观测脉冲轮廓每个离散点取值的均方差，并

与理论值比较，结果如图 ３所示。方法二模拟
的脉冲信号其轮廓误差最大，其次为方法一，而

本文提出的方法三误差趋近于理论值，说明该

方法可以重构标准脉冲轮廓。

　　（ａ）方法一　　　　　　　　　　　（ｂ）方法二　　　　　　　　　　（ｃ）方法三
　　　（ａ）Ｍｅｔｈｏｄ１　　　　　　　　　　（ｂ）Ｍｅｔｈｏｄ２　　　　　　　　　（ｃ）Ｍｅｔｈｏｄ３

图３　脉冲轮廓误差与理论值的比较
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｒｒｏｒｏｆｐｕｌｓｅｐｒｏｆｉｌｅａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔ

　　图 ４显示的是将模拟产生的 １０ｓ，１００ｓ，
１０００ｓ的光子到达时刻通过历元折叠后得到的累
积脉冲轮廓，可发现当时间越长时，脉冲轮廓越接

近标准脉冲轮廓函数。进一步证明了方法三可以

重构的脉冲星信号。

３　结论

本文提出一种基于精确光子流量函数的纯数

值重构Ｘ射线脉冲星信号的模拟算法，该算法依

据Ｘ射线脉冲星信号的光子到达数目服从泊松
分布性质，用概率论的相关方法模拟光子到达的

随机事件，并采用分段线性函数拟合脉冲轮廓解

决了轮廓函数积分及其反函数不易求得的问题。

该方法不需要借助其他硬件设备即可生成模拟的

Ｘ射线脉冲星信号，成本低、灵活性高，可以作为
Ｘ射线脉冲星导航实验的信号源。通过拟合优度
检验验证，本算法重构的脉冲星信号服从泊松分

布，符合脉冲星信号特征。
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（ａ）观测时间１０ｓ

（ａ）Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｔｉｍｅ１０ｓ
　　　　

（ｂ）观测时间１００ｓ
（ｂ）Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｔｉｍｅ１００ｓ

　　　
（ｃ）观测时间１０００ｓ

（ｃ）Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｔｉｍｅ１０００ｓ
图４　累积脉冲轮廓与标准脉冲轮廓的比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｃｃｕｍｕｌａｔｅｄｐｕｌｓｅｐｒｏｆｉｌｅａｎｄｓｔａｎｄａｒｄｐｕｌｓｅｐｒｏｆｉｌｅ

将提出的新算法与两种已有的算法比较，结

果显示新算法在光子数和脉冲轮廓误差上都最接

近理论值，说明其最接近实际信号。

通过历元折叠检验新算法表明其有效可行。

将三种时间长度的模拟信号进行历元折叠，获得

其累积脉冲轮廓，显示当累积时间足够长时，脉冲

轮廓趋近于光子流量函数（即标准脉冲轮廓）。

表明该算法可有效模拟 Ｘ射线脉冲星信号，为 Ｘ
射线脉冲星导航的研究提供了信号源基础。
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