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摘　要：针对锥形运动对弹体稳定性的影响，建立了导弹锥形运动控制的非线性数学模型，通过引入复
攻角的概念，使难以用解析手段处理的非线性模型转换成可解析的一般模型。根据线性化模型分析了导弹

复攻角运动方程，推导了制导控制系统参数的稳定控制域范围，分析了控制系统阻尼回路和控制回路对导弹

锥形运动稳定性的影响规律，提出了锥形运动控制的稳定性判定方法。仿真结果进一步验证了该判定方法

的可行性和正确性，为导弹锥形运动的制导控制系统设计提供了依据。
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　　锥形运动是导弹以固定攻角绕速度矢量旋
转，形成一个以速度矢量为中心的圆锥面的运动

现象［１］。它能够使导弹产生等幅的诱导攻角，增

加弹体阻力，降低飞行速度。所以，锥形运动控制

是实现导弹飞行速度控制的有效途径［２－４］。但

是，锥形运动也会产生如附加的马格努斯效应、

陀螺效应导致的通道间严重耦合等，严重时甚至

造成弹体飞行失稳。美国的奈特霍克探空火箭在

试验中就曾很多次出现了发散的锥形运动。

近年来，国内外众多学者纷纷展开锥形运动

控制的策略和稳定性研究，提出了多种建模和分

析方法。１９６９年Ｐｅｔｅｒｓｏｎ［５］首先分析了导致锥形
运动的可能因素：发射不确定因素、起旋系统的不

同轴性、能量耗散、初始扰动、马格努斯力和力矩

等。为进一步了解锥形运动产生的原因，１９７０年

Ｔｏｂａｋ采用风洞试验的方法证明了马格努斯力和
力矩是产生极限圆锥运动的主要原因之一。１９７２
年Ｓｃｈｉｆｆ［６］采用旋转坐标系解稳态欧拉方程，计
算了圆锥体圆锥运动中的超音速非黏性的流场。

在此基础上，Ｎｉｃｏｌａｉｄｅｓ［７］通过理论推导和风洞实
验证明了旋转诱导产生的面外力和面外力矩是产

生锥形运动的直接原因。此后，很多学者又通过

不同的方法针对锥形运动的机理开展了更加深入

的研究。赵良玉［８］探讨了圆锥运动稳定性判别

与弹道仿真一体化的分析方法，提出通过判断速

度最大点的圆锥运动稳定性来评估整个飞行过程

中的圆锥运动稳定性态势。李奉昌［９］采用奇点

理论与振幅平面方程推导了非对称赤道阻尼力矩

作用下产生极限圆锥运动的条件；还有一些学

者［１０－１２］直接利用刚体导弹运动方程结合李雅普
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诺夫方法及劳斯判据，对锥形运动及其运动发散

的条件进行研究和数值仿真，但都没有从陀螺效

应的角度直接对锥形运动的生成机理和运动方式

进行分析，因此有必要从导弹锥形运动控制的需

求出发，研究基于锥形运动控制的稳定性判定方

法，为导弹速度控制的方案设计提供依据。

１　导弹速度控制的姿态稳定性分析

锥形运动一般有全攻角和复攻角［１３］两种数

学描述方法，在国内外现有文献中，采用复攻角方

法研究导弹运动及稳定性的成果较多，主要是通

过将弹体运动分为长周期运动（质心运动）和短

周期运动（姿态运动）［１４］，分析弹体的姿态运动

特性，并将弹体绕质心的姿态运动近似为攻角运

动，这种锥形运动稳定性的研究方法对低空弹道

是行之有效的。

在锥形运动控制中，采用如图１所示的控制
结构，其中ωｎ为阻尼回路的穿越频率，ｎｙｃ，ｎｙ分
别为飞行控制系统俯仰通道的过载指令和实际过

载；Ｋω，Ｋａ为控制参数，Ｇｐ（ｓ），Ｇｇ（ｓ），Ｇａ（ｓ）分别
表示舵机环节、角速率陀螺、加速度计传递函数，

均看作放大系数为１的比例环节。锥形运动弹体
模型的详细推导过程可参考文献［１５］。为分析
控制系统对弹体稳定性的影响，将制导控制环节

作为弹体攻角方程的一部分，采用李雅普诺夫稳

定性判定方法分析弹体的稳定特性。

图１　导弹纵向通道控制结构
Ｆｉｇ１　Ｃｏｎｔｒｏｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｍｉｓｓｉｌｅｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｃｈａｎｎｅｌ

１１　控制回路对导弹的影响分析

通常导弹采用轴对称气动布局，因而纵向与

侧向通道的控制结构相同，锥形运动控制的控制

律为

δｙｃ＝（ｎｚｃ－ｎｚ）·ＫαＫω（１＋
ωｎ
ｓ）＋ωｚＫω

δｚｃ＝－（ｎｙｃ－ｎｙ）·ＫαＫω（１＋
ωｎ
ｓ）＋ωｙＫ

{
ω

（１）
导弹的实际过载可表示为

ｎｙ＝
Ｖ
ｇθＶ，　ｎｚ＝－

Ｖ
ｇφ。

导弹锥形运动控制的导引指令包括两部分，

分别为锥形运动指令和比例导引指令，如式（２）
所示，其中锥形运动指令在纵向和侧向平面分别

采用正弦和余弦的过载指令。

ｎδｙｃ＝ｎδｓｉｎωｔ＋Δｎｙｃ
ｎδｚｃ＝ｎδｃｏｓωｔ＋Δｎ{

ｚｃ

（２）

式中，ω为交变角速度，ｎδ为指令攻角对应
的过载指令。将式（２）带入式（１）可得：

δｙｃ＝ＫαＫω
Ｖ
ｇφ＋Ｋωωｚ＋

Ｖ
ｇωｎφＫαＫω＋

　　ＫαＫω
Ｖ
ｇ（Δｎｚｃ＋ｎδｃｏｓωｔ）

δｚｃ＝ＫαＫω
Ｖ
ｇ
θＶ＋Ｋωωｙ＋

Ｖ
ｇωｎθＶＫαＫω－

　　ＫαＫω
Ｖ
ｇ（－Δｎｙｃ－ｎδｓｉｎωｔ













 ）

（３）

令Φ＝θＶ＋ｉφ，下标 Ｃ表示复平面的控制信
息，则δＣ＝δｚｃ＋δｙｃ·ｉ，ｎＣ＝ｎｙｃ＋ｎｚｃ·ｉ，ωＣ＝ωｚ＋
ωｙ·ｉ。将式（３）合并可得复平面的控制律：

δＣ ＝ＫαＫω
Ｖ
ｇΦ
·
＋ωｎＫαＫω

Ｖ
ｇΦ＋Ｋω（Φ

·
＋σ）＋

　 　ＫαＫω
Ｖ
ｇ∫

ｔｓ

ｔ０

１
ω
ｎδｃｏｓωｔｄ( ｔ＋

　 　［∫
ｔｓ

ｔ０
（Δｎｙｃ）ｄｔ＋

１
ω
ｎδｓｉｎωｔ］)ｉ

（４）
由导弹复平面的姿态关系，文献［１５］通过详

细的推导得到如下关系：

θＶ ＝（ａ１１＋ａ１２σ
２）α－ａ１３α

φ＝（ａ１１＋ａ１２σ
２）β＋ａ１３β

̈＝（ｂ１１＋ｂ１２σ
２）α＋ｂ２２＋ｃσδｚ

ψ̈＝（ｂ１１＋ｂ１２σ
２）β＋ｂ２２ψ＋ｃσδ










ｙ

（５）

·８９·



　第３期 段笑菊，等：锥形运动控制的导弹姿态稳定性分析

σ̈＝［ｂ１１＋ｂ１２ σ２＋ｂ２２（ａ１１＋ａ１２ σ２）］σ＋

　　（ｂ２２－ａ１１－ａ１２ σ２）σ＋ｃσδ
（６）

其中，ａ１１ ＝
ＱＳ
ｍＶＣ

δ
ｌ，ａ１２＝

ＱＳ
ｍＶＣ

δ２
ｌ，ａ１３＝

ＱＳ
ｍＶＣμ，ｂ１１

＝ＱＳＬＡｍ
δ
ｓ，ｂ１２ ＝

ＱＳＬ
Ａｍ

δ２
ｓ，ｂ２２ ＝－

ＱＳＬ
Ａｍ′ω，ｃσ ＝

ＱＳＬ
Ａｍ′σ。

忽略马氏力ａ１３等小量，可得

Φ
·
＝（ａ１１＋ａ１２ δ２）·δ （７）

将式（７）代入式（４），化简可得

δＣ ＝ＫαＫω
Ｖ
ｇ（ａ１１＋ａ１２ σ

２）σ＋ωｎＫαＫω
Ｖ
ｇΦ＋

　　Ｋω［（ａ１１＋ａ１２ σ ２）σ＋σ］＋ＫαＫω
Ｖ
ｇ·

　　 ∫
ｔｓ

ｔ０
（Δｎｚｃ( ）ｄｔ＋

１
ω
ｎδｃｏｓωｔｄｔ＋

　　［∫
ｔｓ

ｔ０
（Δｎｙｃ）ｄｔ＋

１
ω
ｎδｓｉｎωｔ］)ｉ

（８）
将式（８）带入式（６），消去 δＣ，可得关于复攻

角的二阶非齐次微分方程

σ̈＝ （ｂ１１＋ｂ１２ σ２）＋ｂ２２（ａ１１＋ａ１２ σ２）＋[ 　
　

　　ｃσＫαＫω
Ｖ
ｇ（ａ１１＋ａ１２ σ

２）＋ωｎＫαＫω
Ｖ
ｇΦ＋

　　　　ｃσＫω（ａ１１＋ａ１２ σ
２ ]）σ＋

　　［ｂ２２－ａ１１＋ａ１２ σ２＋ｃσＫω（ａ１１＋ａ１２ σ２）］σ＋

　　ＫαＫω
Ｖ
ｇ∫

ｔｓ

ｔ０
（Δｎｚｃ）ｄｔ＋

１
ω
ｎδｃｏｓωｔｄ( ｔ＋

　　［∫
ｔｓ

ｔ０
（Δｎｙｃ）ｄｔ＋

１
ω
ｎδｓｉｎωｔ］)ｉ。

控制系统的稳定性是指弹体受到干扰后，长

周期和短周期运动幅值均具有收敛趋势，从数学

意义讲，就是要求齐次运动方程特征根具有负实

部。对于上式所示的非齐次运动方程，其稳定性可

以通过齐次微分方程的特征根判定。

σ̈－［ｂ１１＋ｂ１２ σ２＋ｂ２２（ａ１１＋ａ１２ σ２）＋

ｃσＫαＫω
Ｖ
ｇ（ａ１１＋ａ１２ σ

２）＋ｃσＫω（ａ１１＋ａ１２ σ２）］σ－

［ｂ２２－ａ１１＋ａ１２ σ２＋ｃσＫω（ａ１１＋ａ１２ σ２－ａ１３）］σ＋

ωｎＫαＫω
Ｖ
ｇΦ＝０

（９）
为方便推导，定义

ｐ１＝－［ｂ２２－ａ１１＋ａ１２ σ
２＋ｃσＫω（ａ１１＋ａ１２ σ

２）］，

ｐ２＝－［ｂ１１＋ｂ１２ σ
２＋ｂ２２（ａ１１＋ａ１２ σ

２）＋

ｃσＫαＫω（ａ１１＋ａ１２ σ
２）
Ｖ
ｇ＋ｃσＫω（ａ１１＋

ａ１２ σ
２）］。

定义ｘ＝［Φ σ σ］Ｔ，可得状态方程：

ｘ＝

０ ａ１１＋ａ１２ σ
２ ０

０ ０ １
－ωｎＫαＫωｃσＶ

ｇ －ｐ２ －ｐ











１

Φ
σ










σ

（１０）
式（１０）的特征多项式为
λ３＋ｐ１λ

２＋ｐ２λ－

ωｎＫαＫω
Ｖ
ｇｃσ（ａ１１＋ａ１２ σ

２）＝０
（１１）

令 ｐ３ ＝ －ωｎＫαＫωｃσ（ａ１１ ＋ａ１２ σ
２）
Ｖ
ｇ，

式（１０）可化简为
λ３＋ｐ１λ

２＋ｐ２λ＋ｐ３＝０ （１２）
根据数值分析理论［１６］，式（１２）的所有特征

根均在复平面负半轴的充分必要条件为

ｐ１＞０

ｐ１ｐ２－ｐ３＞０

ｐ３
{
＞０

（１３）

忽略与ｂ２２的乘积项，整理可得：
ｐ１＝－［ｂ２２＋（ｃσＫω－１）（ａ１１＋ａ１２ σ

２）］

ｐ２＝－［ｂ１１＋ｂ１２ σ
２＋

　（ａ１１＋ａ１２ σ
２）（ｂ２２＋ｃσＫαＫω

Ｖ
ｇ＋ｃσＫω）］

ｐ３＝－ωｎＫαＫω
Ｖ
ｇｃσ（ａ１１＋ａ１２ σ

２











 ）

（１４）

设ｙ＝１＋ＶｇＫα，ｘ＝ａ１１＋ａ１２ σ
２，式（１４）的

第二种形式可表示为

ｐ１ｐ２－ｐ３＝

ｘ（ｃσＫω－１）（ｂ１１＋ｂ１２ σ
２＋ｃσＫωｘｙ）＋

　ωｎＫωｃσｘ（ｙ－１）

＝（ｃσＫω－１）（ｂ１１＋ｂ１２ σ
２＋ｃσＫωｘｙ）＋

　ωｎＫωｃσ（ｙ－１）

＝（ｃσＫω－１）（ｂ１１＋ｂ１２ σ
２）＋（ｃσＫω－１）

　ｃσＫωｘｙ＋ωｎＫωｃσｙ－ωｎＫωｃσ
＝（ｃσＫω－１）ｃσＫωｘ＋ωｎＫωｃσｙ＋

　（ｃσＫω－１）（ｂ１１＋ｂ１２ σ
２）－ωｎＫωｃσ。

由于ｐ１ｐ２－ｐ３＞０，因此弹体稳定性条件为
ｐ１＞０，ｐ３＞０

ｐ１ｐ２－ｐ３{ ＞０

·９９·
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ｙ＞

ωｎＫωｃσ－（ｃσＫω－１）Ｐ
（ｃσＫω－１）ｃσＫωｘ＋ωｎＫωｃσ

ｐ１＝－［ｂ２２＋（ｃσＫω－１）（ａ１１＋ａ１２ σ
２）］＞０

{
。

进一步整理可得

Ｋω＞
－ｂ２２

（ａ１１＋ａ１２ σ
２）( )＋１ １ｃσ

Ｋα＞
ωｎＫωｃσ－（ｃσＫω－１）（ｂ１１＋ｂ１２ σ

２）

（ｃσＫω－１）ｃσＫω（ａ１１＋ａ１２ σ
２）＋ωｎＫωｃσ( )－１ ｇ










Ｖ

（１５）
稳定性条件式（１５）具有明显的物理意义：即

要求做锥形运动时保持弹体复攻角 σ所需的控
制力矩必须大于复攻角 σ产生的气动力不稳定
力矩，才能保证导弹受到干扰后依然能够回到初

始运动状态。在实际情况中，导弹控制系统不仅

要求满足稳定性条件，还必须：①具有一定的稳定
裕度，以提高系统抗干扰能力；②补偿系统元件惯
性和弹性特性；③具有较好的动态响应特性，即较
快的收敛特性和较小的过渡时间和超调量等。

１２　阻尼回路对导弹的影响分析

根据式（１５）推导得到的锥形运动控制稳定
性必要条件，采用基于增益调度的自适应控制方

法［１７］设计飞行控制系统控制回路的控制参数

Ｋα。令Ｋα保持不变，对比不同阻尼回路控制参
数对弹体稳定性的影响。以表１所示的特征点为
例研究控制系统性能，根据式（１５）所示的稳定性
判定方法，若基于锥形运动控制的导弹能够保持

稳定，阻尼回路参数Ｋω必须大于０１２。

表１　导弹某特征点的动力学系数
Ｔａｂ１　Ｄｙｎａｍｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆａｆｅａｔｕｒｅｐｏｉｎｔ

ｈ／ｋｍ １８ Ｔ１ｄ ２０２２

Ｖ／（ｍ／ｓ） ４６８ ａ１１ ００６９

Ｋｄ／ｓ ００６ ａ１２ －１２５

Ｔｄ ０２８２ ｂ２２ －０００３

ξｄ ００１ ｃδ －００２２

分别选取 Ｋω＝０２和 Ｋω＝０１，绘制特征点
控制系统的频域响应曲线，结果如图 ２、图 ３
所示。

以某一段弹道为例进行锥形运动控制仿真，

过载指令仅包含保持锥形运动的控制指令，复攻

角的变化曲线如图４、图５所示。
由仿真结果可见，当控制参数 Ｋω满足式（７）

的边界条件时，导弹锥形运动能够保持弹体稳定。

反之，若控制参数 Ｋω不满足条件，则复攻角呈发

图２　Ｋω＝０２时的频域响应曲线

Ｆｉｇ２ＦｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｗｈｅｎＫω＝０２

图３　Ｋω＝０１时的频域响应曲线

Ｆｉｇ３　ＦｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｗｈｅｎＫω＝０１

图４　Ｋω＝０２时的复攻角变化曲线

Ｆｉｇ４　ＣｕｒｖｅｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘａｔｔａｃｋａｎｇｌｅｗｈｅｎＫω＝０２

散趋势，弹体出现不稳定现象。

２　基于锥形运动控制的弹道仿真

以导弹末制导为例研究锥形运动控制对弹体

·００１·
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图５　Ｋω＝０１时的复攻角变化曲线

Ｆｉｇ５　ＣｕｒｖｅｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘａｔｔａｃｋａｎｇｌｅｗｈｅｎＫω＝０１

稳定性的影响。假设末制导时的初速为４５０ｍ／ｓ，
初始位置（０，１０ｋｍ，０），初始弹道倾角 －２０°，弹
道偏角 ０°，目标位置（１４ｋｍ，１０ｋｍ，０）。根据
式（１５）所示的控制系统稳定性判定方法，绘制控
制器参数 Ｋα，Ｋω的关系曲线，建立控制系统的边
界条件，如图６所示。当控制器参数位于图中空
白区域内时，导弹的复攻角将保持收敛趋势，反之

将发生发散现象。

图６　控制系统稳定区间
Ｆｉｇ６　Ｓｔａｂｌｅｒａｎｇｅｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ

设锥形运动总攻角指令 σｃ ＝８°，摆动角频
率ω＝１ｒａｄ／ｓ，采用经典控制理论设计的控制器
参数为 Ｋω＝０５，Ｋα＝０８，满足控制系统设计的
边界条件，在考虑气动非线性影响的条件下，将速

度控制导引与比例导引的弹道仿真结果进行对

比，结果如图７至图９所示。
如图７所示，导弹攻角始终绕速度矢量旋转，

形成了一个以速度矢量为中心的圆锥面，导弹保

持锥形运动飞行。

如图９所示，相比于单纯的比例导引，导弹飞
行速度大幅降低。仿真结果表明，所设计的控制

图７　复攻角的变化曲线
Ｆｉｇ７　Ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘａｔｔａｃｋａｎｇｌｅ

图８　弹道倾角与时间的关系
Ｆｉｇ８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍｉｓｓｉｌｅｆｌｙｉｎｇｐａｔｈａｎｇｌｅａｎｄｔｉｍｅ

图９　速度与时间的关系
Ｆｉｇ９　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍｉｓｓｉｌｅｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｔｉｍｅ

器能够克服干扰，使姿态角偏差限制在容许范围

内，并根据导引指令改变弹体姿态，满足控制系统

稳定性的边界条件。

作为对比，降低控制器带宽，设计不满足稳定

性的边界条件的控制器，取Ｋω＝０．５，Ｋα＝０．３，仿
真结果如图１０至图１２所示。

阻尼回路的作用是提高系统阻尼，增强弹体

·１０１·
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图１０　复攻角的变化曲线
Ｆｉｇ１０　Ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘａｔｔａｃｋａｎｇｌｅ

图１１　俯仰通道的过载曲线
Ｆｉｇ１１　Ｃｕｒｖｅｏｆｏｖｅｒｌｏａｄｉｎｐｉｔｃｈｃｈａｎｎｅｌ

图１２　偏航通道的过载曲线
Ｆｉｇ１２　Ｃｕｒｖｅｏｆｏｖｅｒｌｏａｄｉｎｙａｗｃｈａｎｎｅｌ

的飞行稳定性，使弹体在受到干扰后依然能够恢

复到原来的稳定状态，因此必须设计合理的控制

参数。当控制回路的控制参数 Ｋα位于不稳定区
间时，由图１１、图１２仿真结果可见，起始１０ｓ内，
导弹仅采用比例导引，尚未加入锥形运动导引指

令时，俯仰、偏航通道的过载跟踪曲线逐渐偏离，

特别是锥形运动开始后，导弹虽然能够保持相对

稳定，但与设计结果相差甚远，出现明显的控制偏

差，导弹在做第八个圆锥运动时，偏航过载指令曲

线发散，说明所设计的控制器不能实现导弹锥形

运动控制。将图１０和图７的复攻角结果仿真对
比可以看出，控制参数分别位于稳定与不稳定区

域的控制器具有完全不同的控制性能，验证了该

导弹稳定性判定方法的可行性。

３　结论

本文从锥形运动控制降低导弹飞行速度的需

求出发，开展了导弹锥形运动控制的稳定性判定

方法研究，建立了导弹锥形运动的控制模型，揭示

了控制系统阻尼回路和控制回路对提高导弹锥形

运动稳定性的影响规律，提出了一种判定导弹控

制系统稳定性的方法。该方法结构简单、思路清

晰，能够适应工程实践的应用要求，可以用来判定

导弹锥形运动控制时的控制器稳定性，为导弹锥

形运动的制导控制系统设计提供了理论基础。
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