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不同时间信息条件下多目轨迹交会测量点目标运动的方法
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摘　要：针对多相机对点目标的运动轨迹测量，提出不同时间信息条件下的多目轨迹交会法。对点目标
运动轨迹进行时间多项式参数化描述，再将多个相机观察目标的系列视线与目标的参数化运动轨迹进行交

会，通过最小化物方残差，确定出目标的运动轨迹。相对于传统的多目交会测量模式，本方法不仅能够有效

地提高测量精度，而且能够在多相机之间观测不同步，或者时间未对准，甚至无时间信息的情况下仍得到目

标的运动轨迹参数。相对于单相机测量模式时要求相机必须运动，多目情况下不要求相机自身运动。仿真

实验和真实实验验证了该方法的有效性和高精度。
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　　在摄像测量与计算机视觉领域中，利用三角
交会对目标进行测量［１］具有重要的研究和应用

价值。通常，按照相机个数可以将其分为单目或

多目情况，而按照相机与目标是否运动又可分为

静止相机对静止目标，静止相机对运动目标，运动

相机对静止目标，运动相机对运动目标的情况。

多目静止相机对静止目标的测量是最常见的三角

交会测量［２］。

假设目标为点目标，不利用其他信息，如距离

等，是无法用单目静止相机对目标进行测量的，而

单目运动相机则可以。针对这种情况，张小

虎［３］、于起峰［４］在假设目标为时间多项式运动前

提下提出了单目运动轨迹交会法。而在没有时间

信息，也就 是 在 只 有 测 量 视 线 的 情 况 下，

Ａｖｉｄａｎ［５］给出了目标直线运动的线性解和二次运
动的迭代解，其线性方法利用直线的 Ｐｌｕｃｋｅｒ表
达，推导了像点与待求目标轨迹直线的Ｐｌｕｃｋｅｒ参
数的线性关系，从而可以线性求解目标的轨迹。

传统的多目测量情况，若观测同步，且存在目

标出现在重叠视场中，则可以直接进行交会。桂

阳［６］在文献［４］的基础上提出一种多目运动轨迹
交会法，其要求多相机之间的时间已经完全对准。

对于多目无重叠视场的情况，Ｐｆｌｕｇｆｅｌｄｅｒ［７］在假
设目标运动为平滑轨迹的情况下对目标进行定位
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和轨迹重建，而 Ｍｉｃｕｓｉｋ［８］为了消除多解性，假设
存在一定的深度排序的先验信息，利用二阶锥规

划（ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｅｐｒｏｇｒａｍ）对目标轨迹进行重
建。针对三目情况，Ｓｈａｓｈｕａ［９］提出利用一种单
应张量恢复点的直线运动轨迹。而本质上，多目

无重叠视场的情况与单目运动相机对运动点目标

进行测量的情况是等价的。

参考这些方法，针对多相机对点目标的运动

轨迹测量，李鑫等提出不同时间信息条件下的多

目轨迹交会法。本方法不仅将单目扩展为多目，

并且给出了在不同测量时间信息条件下的测量模

型，使得其能适应多相机之间观测时间不同步，或

者时间不对准，甚至无时间信息的情况。在多目

情况下，由于不要求相机必须运动才能对目标进

行测量，因此该方法均能适应相机运动或静止情

况。同时，本方法也能适应多个相机之间视场不

重叠的情况。

１　测量模型

假设目标的运动轨迹为时间的多项式表达，

则在ｔ时刻目标的位置可以用参数表示为

Ｐ＝∑
ｎ

ｋ＝０
θｋｔ

ｋ （１）

其中，每一个 θｋ为３×１的列向量，ｎ为目标的运
动时间多项式阶次。在这种假设下，目标的轨迹

即由目标运动轨迹参数 θｋ确定。而不同的时间
参数ｔ则表示目标在轨迹上的不同位置。

矩阵计算公式为

ｖｅｃ（ＡＢＣ）＝（ＣＴＡ）ｖｅｃ（Ｂ） （２）
其中，ｖｅｃ（）表示把一个矩阵按列堆栈成一个列
向量，表示Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积。

将式（１）写成矩阵表达形式为
Ｐ＝珟Θ３×ｎ珘Ｔｎ×１＝Ｔ３×３ｎΘ３ｎ×１ （３）

其中，珟Θ＝［θ０　θ１　…　θｎ］，珘Ｔ＝［１　ｔ　…　
ｔｎ］Ｔ，Ｔ＝珘ＴＴＩ，Ｉ为 ３维单位阵，Θ＝ｖｅｃ（珟Θ）＝
［θＴ０　θ

Ｔ
１　…　θ

Ｔ
ｎ］
Ｔ。

假设相机内外参都已经标定，第 ｉ个相机的
第ｊ观测时刻为 ｔｉ，ｊ，相机的位置为 Ｃｉ，ｊ，通过图像
目标像点提取，在已知相机内外参的情况下，设

ｖｉ，ｊ＝［ｕｉ，ｊ　ｖｉ，ｊ　１］
Ｔ为控制点投影到归一化像面

上的像点坐标，则可以获得目标相对于相机的指

向单位矢量在世界坐标系下为 ｌｉ，ｊ＝Ｒ
Ｔｖｉ，ｊ／ｖｉ，ｊ，

Ｒ为相机的姿态矩阵，目标此时的位置为Ｐｉ，ｊ。参
考文献［１０］，物方残差可以表示为

ｅｉ，ｊ＝Ｖｉ，ｊ（Ｐｉ，ｊ－Ｃｉ）＝Ｖｉ，ｊ（Ｔｉ，ｊΘ－Ｃｉ），

　　　ｉ＝１，…，ＮＣ，ｊ＝１，…，ＮＣｉ
（４）

其中，Ｖｉ，ｊ＝Ｉ－ｌｉ，ｊｌ
Ｔ
ｉ，ｊ为误差投影矩阵，ＮＣ为相机

的个数，ＮＣｉ为第 ｉ个相机对目标观测的图像总
数。物方残差本质上表示世界点到观测视线的垂

直距离。

以双相机为例，图１给出了两个相机存在重
叠视场的情况下对目标进行观测交会测量的示意

图。两个相机的观测视线没有完全交叉于目标，

表示相机之间观测并不同步。

图１　多（双）目测量运动点目标轨迹问题描述
Ｆｉｇ１　Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆａｐｏｉｎｔｔａｒｇｅｔｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｂｙｍｕｌｔｉｃａｍｅｒａ

测量过程中，除了给出了观测目标的视线，有

时也给出了观测的时间信息，也就是成像时刻的

时间。分为三种情况：第一，相机时间已对准的情

况，指对目标观测的每一条测量视线获取的时间

已经统一到同一个参考时间上；第二，时间没对准

的情况，指每一个相机都有一个自己的时间系统，

而彼此之间则没有将时间对准，这种情况下，相当

于不同相机之间有一个系统时间误差；第三，没有

时间信息情况，指相机只能进行观测，而无时间输

出，也就是说观测量只有观测视线。

２　多目轨迹交会法

针对不同的时间测量信息，相对应地，提出的

多目轨迹交会法也将分为三种情况。

２１　时间已对准的情况

此种情况指，多个相机之间的时间系统已经

对准，也就是对目标观测的每一条视线的获取时

间已经确定，也就是式（３）中的ｔｉ，ｊ已经确定，那么
式（４）中的Ｔｉ，ｊ也已经确定。据此，为了求解目标
的轨迹，通过最小化下面的物方残差平方和目标

函数，求取目标轨迹运动参数。

Ｅ（Θ）＝∑
ＮＣ

ｉ＝１
∑
ＮＣｉ

ｊ＝１
ｅｉ，ｊ

２＝∑
ＮＣ

ｉ＝１
∑
ＮＣｉ

ｊ＝１
Ｖｉ，ｊ（Ｔｉ，ｊΘ－Ｃｉ）

２

（５）
不难看出，最小化式（５）就是求解下面的最

小二乘问题

ＡΘ＝Ｂ （６）

·１１１·
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其中，Ａ＝


Ｖｉ，ｊＴｉ，ｊ










，Ｂ＝


Ｖｉ，ｊＣｉ










。那么其最小二

乘解为

Θ＝（ＡＴＡ）－１ＡＴＢ （７）
这样求得了目标轨迹的参数，也就得到了目

标的轨迹。可以看出，此种方法对多个相机的视

场重叠并无要求。

２２　时间未对准的情况

时间未对准指各个相机之间还存在一个系统

时间差，也就是除了需要估计目标的轨迹，还需要

求解每一个相机的系统时间差。假设存在一个统

一的参考时间系统，第 ｉ个相机与统一的参考时
间系统的系统时间偏差为 珓ｔｉ，则目标的位置表示
式（３）中的时间矩阵 珘Ｔｉ，ｊ变为

珘Ｔｉ，ｊ＝［１　ｔｉ，ｊ＋珓ｔｉ　…　（ｔｉ，ｊ＋珓ｔｉ）
ｎ］Ｔ （８）

其中珓ｔｉ为未知量。此时，第 ｉ个相机的所有观测
视线的物方残差平方和为

Ｅｉ（Θ，珓ｔｉ）＝∑
ＮＣｉ

ｊ＝１
ｅｉ，ｊ

２ （９）

因此，总的残差平方和表示为

Ｅ（Θ，珓ｔ１，…，珓ｔＮＣ）＝∑
ＮＣ

ｉ＝１
Ｅｉ（Θ，珓ｔｉ） （１０）

显然，式（１０）为一个非线性最小二乘问题，
无法通过有效的线性方法进行求解，为此，设计一

种迭代算法进行求解。

假设在珓ｔｉ已知的情况下，相当于时间已经对
准，则可以利用 ２１节的式（７）求出最优的 Θ。
同样，在Θ已知的情况，可以最小化式（９）求出所
有的最优的珓ｔｉ。求出珓ｔｉ后，又可以再求解Θ，这样
反复迭代即是在不断地减小总的残差式（１０）。

下面描述在 Θ已知的情况，如何最小化式
（９）求珓ｔｉ。

若Θ已知，则 珟Θ也已知，则物方残差式（４）
变为

ｅｉ，ｊ（珓ｔｉ）＝Ｖｉ，ｊ（珟Θ珘Ｔｉ，ｊ－Ｃｉ） （１１）
将式（８）代入式（１１），再设
ｆｊ（珓ｔｉ）＝‖ｅｉ，ｊ（珓ｔｉ）‖

２＝ｅＴｉ，ｊ（珓ｔｉ）ｅｉ，ｊ（珓ｔｉ）（１２）
可见ｆｊ（珓ｔｉ）函数为一个２ｎ次多项式，因此在

Θ已知的情况下，式（９）也仅为一个珓ｔｉ的２ｎ次多
项式。为了最小化式（９），通过求导为零，也就是
求解一个一元２ｎ－１次方程，即可求解出珓ｔｉ。

由于统一的参考时间系统可以任意选，因此

不妨选择第一个相机的时间系统作为参考，则

珓ｔ１＝０。　

针对上述迭代方法，初值可以选择相机之间

时间差或者目标轨迹参数初值。对于时间相差初

值，可以使用所有的 珓ｔｉ＝０，或者人为地估计相机
之间时间相差的大概值。对于目标轨迹初值，可

以先假设目标为直线运动轨迹，利用文献［５］的
线性方法求解轨迹参数的初值。

２３　无时间信息的情况

无时间信息，指观测量只有观测视线，而无相

机拍摄图像的时间信息。因此，也不要求相机等

频拍摄。也就是所有的 ｔｉ，ｊ都是未知数。仍然期
望最小化物方残差平方和求取目标轨迹参数 Θ
和所有时间信息ｔｉ，ｊ，也就是最小化式（１３）。

Ｅ（Θ，ｔ１，１，…，ｔＮＣ，ＮＣｉ）＝∑
ＮＣ

ｉ＝１
∑
ＮＣｉ

ｊ＝１
ｅｉ，ｊ

２ （１３）

采用跟上一节时间未对准情况类似的迭代方

法。若所有ｔｉ，ｊ已知，则可以利用３．１节求解最优
的Θ。若Θ已知，则有

ｅｉ，ｊ（ｔｉ，ｊ）＝Ｖｉ，ｊ（珟Θ珘Ｔｉ，ｊ－Ｃｉ） （１４）
ｇｉ，ｊ（ｔｉ，ｊ）＝ ｅｉ，ｊ（ｔｉ，ｊ）

２＝ｅＴｉ，ｊ（ｔｉ，ｊ）ｅｉ，ｊ（ｔｉ，ｊ）

（１５）
可见，ｇｉ，ｊ（ｔｉ，ｊ）也是一个２ｎ次多项式，为了使

其最小化，可以通过求解一个一元２ｎ－１次方程，
求解出ｔｉ，ｊ。对于目标轨迹的初值，仍然可以使用
文献［５］的线性方法求解轨迹的初值。

时间信息本质上表示目标在运动轨迹上的位

置信息。对于上述三种情况，第一种最常见，因为

大部分情况下，时间系统均已经对准，此时多目轨

迹交会法只需要求解一个线性最小二乘问题。而

后两种情况，由于存在未知的时间参数，原问题转

化为不仅要求目标轨迹还需要求未知时间参数的

非线性最小二乘问题，因此，使用迭代方法求解。

３　实验

３１　仿真实验

为了验证李鑫等提出的多目轨迹交会法的有

效性和精度，参考靶场的测量目标运动的条件，拟

采用下面的仿真条件：

目标做匀速直线飞行，初始位置为［０　０　
１００ｍ］Ｔ，速度为［０　０　－１０００ｍ／ｓ］Ｔ。采用双目
交会测量。两个相机的位置为［１０００ｍ　０　０］Ｔ、
［０　１０００ｍ　０］Ｔ，且保持静止。为了对目标轨迹
进行成像，设相机的光轴均指向点［０　０　
５０ｍ］Ｔ，从而两个相机都可以对目标轨迹进行成
像。两个相机的拍摄频率均为１ｋＨｚ。两个相机
的内参均为

·２１１·
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Ｋ＝
１００００ ０ ６４０
０ １００００ ５１２









０ ０ １
。

假设第一个相机对目标从初始位置开始连续

有效成像５０幅图，第二个相机则连续有效成像
１００幅图。

通过几种交会算法的计算，比较对目标的定

位误差，计算公式为：

ＥＰ ＝
１
Ｎ∑

ＮＣ

ｉ＝１
∑
ＮＣｉ

ｊ＝１
Ｐｉ，ｊ－Ｐｇ，ｉ，ｊ槡

２ （１６）

其中，Ｐｇ，ｉ，ｊ表示目标位置的真值，Ｎ表示总的图像
数目，且

Ｎ＝∑
ＮＣ

ｉ＝１
ＮＣｉ （１７）

比较下列五种算法的计算结果：

１）先交会再拟合，表示先在每一时刻对目标
进行交会后，再进行拟合的算法。

２）Ａｖｉｄａｎ，文献［５］中线性交会直线轨迹的
算法。

３）方法１，时间已经完全对准的情况下的多
目轨迹交会算法。

４）方法２，相机之间时间未对准的情况下的
多目轨迹交会算法。以Ａｖｉｄａｎ算法为初值。
５）方法３，在没有时间信息的情况下的多目

轨迹交会算法。以Ａｖｉｄａｎ算法为初值。
假设两个相机之间的时间已经对准。加入图

像高斯噪声的水平从０２ｐｉｘｅｌ逐渐变化到２ｐｉｘｅｌ
的情况下，统计独立仿真１０００次的目标定位误差
的平均值，计算结果如图２所示。

图２　五种算法在不同噪声情况下的目标定位误差
Ｆｉｇ．２　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆｆｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓａｔ

ｖａｒｙｉｎｇｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ

从图 ２中可以看出，由于时间已经对准，
Ａｖｉｄａｎ方法和方法３由于不使用时间信息，因此
精度较低，且当噪声较大时，Ａｖｉｄａｎ方法对噪声
更加敏感。而先交会再拟合方法，利用前面５０帧

交会后再进行拟合，实际上拟合的时候已经使用

了时间信息。但由于单目不能交会，因此，其无法

使用第二个相机的后５０帧图像信息。方法１则
有效利用了所有的观测量，因此精度最高。而方

法２假设两个相机之间存在一个时间系统差，并
对其进行估计，相当于只增加了一个多余的未知

量，因此精度与方法１接近。
假设 图 像 目 标 提 取 噪 声 水 平 固 定 为

０２ｐｉｘｅｌ，两个相机之间存在系统时间差。第一个
相机的时间不变，作为参考时间，第二个相机的时

间与参考时间相差从０ｍｓ增加到１０ｍｓ，也就是由
于时间信息的偏差，两个相机之间的图像对应发

生了错位。考虑到相机的频率为１ｋＨｚ，则时间相
差１ｍｓ就表示图像错位了１帧，相差１０ｍｓ就错位
了１０帧。考察这种情况下五种算法的目标定位
精度，结果见表１。可以看出，先交会再拟合法以
及方法１精度随着时间偏差的增大，目标定位误
差越来越大。因为两者都直接使用了相机自身的

有偏差的时间信息。其他三种方法误差较小，特

别是方法２，因为其有效使用了相机自身的时间，
使用的模型是最准确的，因此定位误差最小，精度

最高。

表１　不同时间偏差情况下的五种算法的目标定位误差

Ｔａｂ．１　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆｆｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓａｔ

ｖａｒｙｉｎｇｔｉｍｅｂｉａｓｌｅｖｅｌｓ

时间偏差／
ｍｓ

目标定位误差／ｍ

先交会

再拟合
Ａｖｉｄａｎ 方法１ 方法２ 方法３

０ ０．０１０２０．０２１７０．００７００．００７２０．０２１６

２ １．００４００．０２１６０．８４５７０．００７６０．０２１５

４ ２．００７７０．０２１２１．６６７６０．００６９０．０２１１

６ ３．０１３１０．０２１６２．４６６８０．００７９０．０２１５

８ ４．０１６３０．０２１５３．２４５１０．００７６０．０２１４

１０ ５．０２０１０．０２１４４．００４６０．００７５０．０２１３

３２　真实实验

真实实验采用靶场采集的真实目标图像和相

机标定数据，目的是测量弹头末段打击靶标前的

位置和速度。

采用双目交会模式。第一个相机有效成像

６８帧，第二个相机有效成像１４帧，第二个相机
有效成像帧数少，原因是实际实验是多个弹头

陆续打击同一靶标。这样，非首发弹头会受到

前面弹头打击靶标后靶标周围存在烟尘的遮

·３１１·
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挡，导致有效成像帧数较少。两个相机交会角

约为３５°，拍摄频率均为１ｋＨｚ，且时间均已通过
各自时统设备与 ＧＰＳ时间统一，也就是两个相
机的时间已经对准，但是不能保证两个相机拍

摄完全同步。

求解过程中，假设弹头做匀速直线运动，也就

是对目标采用时间的一次多项式标达。以上五种

方法求解的目标位置如图３所示。图３中，两个
黑色棱形表示两个相机的位置，箭头表示相机光

轴的指向。从交会目标轨迹的位置可以看出，除

了Ａｖｉｄａｎ方法，其他四种方法求得的目标轨迹位
置比较接近。而五种方法得到的重投影物方残差

依次分别为 ０１９０ｍ，１２３４３ｍ，００６０ｍ，００４３ｍ
和０００４ｍ。可以看出李鑫等提出的多目轨迹交
会法，也就是后三种方法残差均很小。值得注意

的是，方法２并不需要时统对两个相机的时间对
准。而方法３由于仅仅使用视线测量信息，因此，
更是不需要已知相机的拍摄频率。真实实验结果

表明了多目轨迹交会算法的有效性。

图３　真实实验配置及目标轨迹求解结果
Ｆｉｇ．３　Ｒｅａｌｄａｔａｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｅｔｕｐａｎｄ

　　　　　 ｒｅｓｕｌｔｏｆｔａｒｇｅｔｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ

实际中，可以根据不同的时间信息测量情况

从三种方法中选择对应的方法。若时间系统已经

完全对齐，则采用方法１；若多个相机仅有自身的
时间信息，而彼此之间时间没有对齐，则采用方法

２；若没有时间信息，则采用方法３。

４　结论

本文针对靶场中多个相机对目标的运动测

量，提出多目轨迹交会法。根据不同的时间信息，

采用不同的模型求解。相对于传统的先交会再拟

合的方法，该方法不但精度高，而且能适应观测不

同步，时间未对准，甚至无时间信息的情况。仿真

和真实实验验证了该方法的有效性和精度。下一

步将研究采用不同的目标运动阶次以及相机运动

对算法的影响。
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