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摘　要：采用伪谱法进行飞行器轨迹优化设计是近年来的热点研究方向，然而较全面地对各种方法进行
综合分析的文献却很少。在对国内外相关文献进行系统研究的基础上，阐述了航空航天领域应用较为广泛

的几种伪谱法的基本原理；归纳了伪谱法将连续最优控制问题转化为非线性规划问题的思路和具体步骤；总

结了伪谱法在飞行器轨迹优化设计领域的应用情况；对伪谱法及其在飞行器轨迹优化设计领域应用的未来

研究方向进行了分析。
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　　飞行器轨迹优化问题一般为非线性、带有状
态约束和控制约束的最优控制问题。求解最优控

制问题的数值方法很多，一般分为间接法和直接

法［１］。间接法基于 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极小值原理推导最
优控制的一阶必要条件，将最优控制问题转换为

Ｈａｍｉｌｔｏｎ边值问题，然后通过打靶法等数值方法
求解。间接法在早期的飞行器轨迹优化研究中应

用广泛［２－３］。直接法无须求解最优性必要条件，

而是采用参数化方法将连续空间的最优控制问题

求解转化为非线性规划（ＮｏｎＬｉｎｅａｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，
ＮＬＰ）问题，通过数值求解ＮＬＰ问题获得最优解。
根据参数化方法不同，直接法分为两种基本类型：

仅离散控制变量的打靶法与同时离散控制变量和

状态变量的配点法。由于直接法弥补了间接法的

诸多不足，近３０年来得到迅速发展，并被更为广
泛地应用于飞行器轨迹优化领域［１，４］。

近年 来，一 类 直 接 配 点 法———伪 谱 法

（ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄ）备受关注［５－６］。该方法采

用全局插值多项式在一系列离散点上近似状态变

量和控制变量，通过引入类似有限差分矩阵的伪

谱差分矩阵将微分方程约束转换为代数约束。从

插值多项式的角度，伪谱法可称为全局方法，而用

分段多项式近似的传统配点方法可称为局部方

法。由于伪谱法的配点一般为正交多项式的根，

因此又称为正交配点（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ）法。
与局部方法相比，伪谱法能够以较小的计算代价

获得较高的求解精度，因此在航空航天领域得到

广泛应用，包括空间站姿态控制［７］、小推力下航

天器轨道转移［８］、月球软着陆轨迹优化、运载火

箭轨迹优化［９－１０］等，并已在实际飞行中得到

应用［７］。

本文对航空航天领域常见伪谱法及其在飞行
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器轨迹快速优化领域的应用情况进行综述。国外

对各种伪谱法进行综合研究的文献并不多见，最

近的一篇由Ｆａｈｒｏｏ和Ｒｏｓｓ发表于２００８年［１１］，而

国内尚未见公开发表的相关文献。

１　飞行器轨迹优化问题描述

对于运载火箭、导弹和可重复使用运载器等

不同类型的飞行器，轨迹优化问题的目标函数、约

束条件和控制变量等各有特点，但都可以描述为

一般的最优控制问题：寻找控制变量ｕ（ｔ）∈ＲＲｍ，

最小化Ｂｏｌｚａ型性能指标函数［１２］

Ｊ＝Φ［ｘ（ｔ０），ｔ０，ｘ（ｔｆ），ｔｆ］＋∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌ［ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ］ｄｔ

（１）
其中，状态变量ｘ（ｔ）∈ＲＲｎ，初始时间ｔ０和终端时
间ｔｆ（自由或固定）满足：
动力学微分方程约束

ｘ（ｔ）＝ｆ［ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ］　ｔ∈［ｔ０，ｔｆ］ （２）
边界条件

［ｘ（ｔ０），ｔ０，ｘ（ｔｆ），ｔｆ］＝０ （３）
以及路径约束

Ｃ［ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ］≤０ （４）
同时考虑控制约束｛ｕ∈ＲＲｍ：ｕＬ≤ｕ≤ｕＲ｝，其中
ｕＬ，ｕＲ分别为控制变量的下边界和上边界。

式（１）～（４）中，函数Φ，Ｌ，ｆ，，Ｃ定义为
Φ：ＲＲｎ×ＲＲ×ＲＲｎ×ＲＲ→ＲＲ
Ｌ：ＲＲｎ×ＲＲｍ×ＲＲ→ＲＲ
ｆ：ＲＲｎ×ＲＲｍ×ＲＲ→ＲＲｎ

：ＲＲｎ×ＲＲ×ＲＲｎ×ＲＲ→ＲＲｑ

Ｃ：ＲＲｎ×ＲＲｍ×ＲＲ→ＲＲｃ

应用伪谱法时，都将最优控制问题的时间区

间由ｔ∈［ｔ０，ｔｆ］转换到 τ∈［－１，１］，对时间 ｔ作
变换

τ＝ ２ｔｔｆ－ｔ０
－
ｔｆ＋ｔ０
ｔｆ－ｔ０

（５）

将式（５）应用于最优控制问题的表达式（１）～
（４），最小化性能指标

Ｊ＝Φ［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＋
ｔｆ－ｔ０
２ ·

∫
１

－１
Ｌ［ｘ（τ），ｕ（τ），τ］ｄｔ （６）

动力学微分方程约束

ｘ（τ）＝
ｔｆ－ｔ０
２ ｆ［ｘ（τ），ｕ（τ），τ］　τ∈［－１，１］

（７）
边界条件

［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＝０ （８）

路径约束

Ｃ［ｘ（τ），ｕ（τ），τ］≤０ （９）

２　轨迹快速优化领域常用伪谱法

伪谱法源于求解微分方程数值解的谱方法。

常见的谱方法有三种：Ｇａｌｅｒｋｉｎ法、Ｔａｕ法和配点
法，其中谱配点法又称伪谱法［１３］。由于伪谱法的

配点一般为正交多项式（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式或
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式）的根，因此又被称为正交配
点法。

飞行器轨迹快速优化领域常见的伪谱法包

括：Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法、Ｒａｄａｕ伪谱法、Ｇａｕｓｓ伪谱法
以及Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法。各种伪谱法的不同在于
所选取的插值基函数和配点类型不同，如表 １
所示。

表１　各种伪谱法插值基函数及配点类型
Ｔａｂ．１　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ
ｐｏｉｎｔｔｙｐｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋｉｎｄｓｏｆｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ

方法 插值基函数 配点

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
伪谱法

Ｌａｇｒａｎｇｅ ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ点

Ｒａｄａｕ
伪谱法

Ｌａｇｒａｎｇｅ ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＲａｄａｕ点

Ｇａｕｓｓ
伪谱法

Ｌａｇｒａｎｇｅ ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ点

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
伪谱法

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ点

２．１　Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法［１４－１５］采用有限个全局插值

多项式近似状态变量和控制变量，其配点采用

［－１，１］上的 Ｎ＋１个 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ
（ＬＧＬ）点，插值节点个数等于配点个数。记

ＬＮ（τ）为Ｎ阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，Ｌ
·

Ｎ（τ）为ＬＮ（τ）的
导数，则ＬＧＬ点为

τ０＝－１，　τ１，τ２，…，τＮ－１，τＮ＝１

τ１，τ２，…，τＮ－１为多项式Ｌ
·

Ｎ（τ）的零点。状态变量
和控制变量的近似表达式为

ｘ（τ）≈ｘＮ（τ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
ｘ（τｋ）ｋ（τ） （１０）

ｕ（τ）≈ｕＮ（τ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
ｕ（τｋ）ｋ（τ） （１１）

对于ｋ＝０，１，…，Ｎ，

ｋ（τ）＝
１

Ｎ（Ｎ＋１）ＬＮ（τｋ）
·
（τ２－１）Ｌ

·

Ｎ（τ）
τ－τｋ

（１２）

·２·
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为Ｎ阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式。由 Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式的
性质可得，在配点处，利用插值多项式得到的值和

利用动力学微分方程计算所得到的值相等。在第

ｉ个配点处，状态变量的导数为

ｘ（τｉ）≈ ｘＮ（τｉ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｄｉｋｘ（τｋ） （１３）

｛Ｄｉｋ｝为（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）的差分矩阵，且有

Ｄｉｋ＝

ＬＮ（τｉ）
ＬＮ（τｋ）

·
１

τｉ－τｋ
ｉ≠ｋ

－Ｎ（Ｎ＋１）４ ｉ＝ｋ＝０

Ｎ（Ｎ＋１）
４ ｉ＝ｋ＝Ｎ

０















其他

（１４）

这样，在Ｎ＋１个配点处，原来连续时间最优
控制问题的动力学微分方程约束转换为代数约

束，即

∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｄｉｋｘ（τｋ）－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］＝０

　　　　ｉ＝０，１，…，Ｎ （１５）
类似的，性能指标函数转换为

Ｊ＝Φ［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＋
ｔｆ－ｔ０
２ ·

∑
Ｎ

ｉ＝０
ｗｉＬ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］ （１６）

式中，ｗｉ为权重。
边界条件约束转换为

［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＝０ （１７）
路径约束转换为

Ｃ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］≤０　ｉ＝０，１，…，Ｎ （１８）

２．２　Ｒａｄａｕ伪谱法

Ｒａｄａｕ伪谱法［１６－１７］的配点采用（－１，１］上的
Ｎ个 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＲａｄａｕ（ＬＧＲ）点，插值节点
由Ｎ个配点与初始点 τ０＝－１构成，即配点数比
插值节点数少 １个，这也是 Ｒａｄａｕ伪谱法和
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法的不同之处。

状态变量近似表达式为

ｘ（τ）≈ｘＮ（τ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
ｘ（τｋ）ｋ（τ） （１９）

这样，在Ｎ个配点处，原来连续时间最优控
制问题的动力学微分方程约束转换为代数约

束，即

∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｄｉｋｘ（τｋ）－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］＝０

ｉ＝１，…，Ｎ （２０）

｛Ｄｉｋ｝为Ｎ×（Ｎ＋１）的差分矩阵，且有

Ｄｉｋ＝

ｇ（τｉ）
ｇ（τｋ）（τｉ－τｋ）

ｉ≠ｋ

ｇ̈（τｋ）
２ｇ（τｋ）

ｉ＝









 ｋ
（２１）

ｇ（τｋ）＝（１＋τｋ）［ＬＮ（τｋ）－ＬＮ－１（τｋ）］（２２）
控制变量近似表示为

ｕ（τ）≈ｕＮ（τ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕ（τｉ）珚ｉ（τ） （２３）

边界控制点可采用样条插值外推得到［１８］。

性能指标函数转换为

Ｊ＝Φ［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＋
ｔｆ－ｔ０
２ ·

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉＬ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］

（２４）
边界条件约束转换为

［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＝０ （２５）
路径约束转换为

Ｃ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］≤０　ｉ＝１，…，Ｎ （２６）

２．３　Ｇａｕｓｓ伪谱法

Ｇａｕｓｓ伪谱法［１３］的配点采用（－１，１）上的
Ｎ－１个ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ（ＬＧ）点，插值节点由Ｎ－１
个配点与初始点 τ０＝－１构成，即配点数比插值
节点数少１个。

状态变量近似表达式为

ｘ（τ）≈ｘＮ（τ）＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｘ（τｋ）ｋ（τ） （２７）

这样，在Ｎ－１个配点处，原来连续时间最优
控制问题的动力学微分方程约束转换为代数约

束，即

∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｄｉｋｘ（τｋ）－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］＝０

ｉ＝１，…，Ｎ－１ （２８）
｛Ｄｉｋ｝为（Ｎ－１）×Ｎ的差分矩阵，且有

Ｄｉｋ＝

（１＋τｉ）Ｌ
·

Ｋ（τｉ）＋ＬＫ（τｉ）

（τｉ－τｋ）［（１＋τｋ）Ｌ
·

Ｋ（τｋ）＋ＬＫ（τｋ）］
ｉ≠ｋ

（１＋τｋ）Ｌ
¨
Ｋ（τｋ）＋２Ｌ

·

Ｋ（τｋ）

２［（１＋τｋ）Ｌ
·

Ｋ（τｋ）＋ＬＫ（τｋ）］











 ｉ＝ｋ

控制变量近似表示为

ｕ（τ）≈ｕＮ（τ）＝∑
Ｎ－１

ｉ＝１
ｕ（τｉ）ｉ（τ） （２９）

性能指标函数转换为

·３·
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Ｊ＝Φ［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＋
ｔｆ－ｔ０
２ ·

∑
Ｎ－１

ｉ＝１
ｗｉＬ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］ （３０）

边界条件约束转换为

［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＝０ （３１）
路径约束转换为

Ｃ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］≤０　ｉ＝１，…，Ｎ－１（３２）
式（２８）未定义终端状态 ｘｆ，终端状态也应满

足动力学方程约束，将终端状态约束条件离散并

用Ｇａｕｓｓ积分来近似，可得

ｘ（１）＝ｘ（－１）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｎ－１

ｉ＝１
ｗｉｆ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］

（３３）
文献［１９］从近似精度和计算效率等方面对

上述三种伪谱法进行了比较。Ｒａｄａｕ伪谱法和
Ｇａｕｓｓ伪谱法在状态变量、控制变量和共轭变量
的近似精度上均优于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法，同时，
Ｇａｕｓｓ伪谱法对共轭变量边界值的估计精度高于
Ｒａｄａｕ伪谱法，且在处理含初始和终端约束的问
题上具有优势。在计算效率方面，求解相同规模

问题时三种方法耗时差别不大。

２．４　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法

和上述三种伪谱法的配点基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多
项式不同，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪谱法［２０－２２］的配点基于

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式，采用［－１，１］上的 Ｎ＋１个
ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ（ＣＬＧ）点，即

τｌ＝ｃｏｓ
πｌ( )Ｎ 　ｌ＝０，１，…，Ｎ （３４）

状态变量和控制变量的近似表达式为

ｘ（τ）≈ｘＮ（τ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
ｘ（τｋ）ｋ（τ） （３５）

ｕ（τ）≈ｕＮ（τ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
ｕ（τｋ）ｋ（τ） （３６）

对于ｋ＝０，１，…，Ｎ，

ｋ（τ）＝
（－１）ｋ＋１

Ｎ２ｃｋ
·
（１－τ２）Ｔ

·

Ｎ（τ）
τ－τｋ

（３７）

为Ｎ阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式。其中，Ｔ
·

Ｎ（τ）为 Ｎ阶
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式ＴＮ（τ）的导数，ｃｋ满足

ｃｋ＝
２ ｋ＝０，Ｎ
１ １≤ｋ≤Ｎ{ －１

（３８）

这样，在Ｎ＋１个配点处，连续时间最优控制
问题的动力学微分方程约束转换为代数约束，即

∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｄｉｋｘ（τｋ）－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］＝０

ｉ＝０，１，…，Ｎ （３９）

｛Ｄｉｋ｝为（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）的差分矩阵，且有

Ｄｉｋ＝

ｃｉ
ｃｋ
·
（－１）ｌ＋ｋ

τｌ－τｋ
ｉ≠ｋ

－
τｉ

２（１－τ２ｉ）
１≤ｉ＝ｋ≤Ｎ－１

２Ｎ２＋１
６ ｉ＝ｋ＝０

－２Ｎ
２＋１
６ ｉ＝ｋ＝















 Ｎ

性能指标函数转换为

Ｊ＝Φ［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＋
ｔｆ－ｔ０
２ ·

　 ∑
Ｎ

ｉ＝０
ｗｉＬ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］

　
　
　
（４０）

边界条件约束转换为

［ｘ（－１），ｔ０，ｘ（１），ｔｆ］＝０ （４１）
路径约束转换为

Ｃ［ｘ（τｉ），ｕ（τｉ）］≤０　ｉ＝０，１，…，Ｎ （４２）

３　轨迹快速优化领域伪谱法应用综述

早在１８２２年，Ｆｏｕｒｉｅｒ就已将谱理论引入微分
方程的研究。利用谱方法求解微分方程数值解的

思想，可以追溯到１９３８年Ｌａｎｃｚｏｓ所做的工作，他
建立了选择谱配点法的基函数与配点的理论［２３］。

２０世纪五六十年代，随着 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式应用
于初值问题，谱方法再次复苏。２０世纪７０年代，
Ｇｏｔｔｌｉｅｂ等首次建立了谱方法的统一数学理论；谱
方法的成名源于其在流体动力学领域的应用［２４］；

１９７２年，Ｏｒｓｚａｇ首次将谱配点法称为伪谱法［２５］。

８０年代后期，Ｖｌａｓｓｅｎｂｒｏｅｃｋ等首次利用伪谱法求
解最优控制问题［２０］，当时采用的是 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ伪
谱法；紧接着，Ｅｌｎａｇａｒ等提出了 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱
法［１４］；美国海军研究院的 Ｆａｈｒｏｏ和 Ｒｏｓｓ等对伪
谱法的研究作出了重要贡献，并将其引入飞行器

轨迹优化领域［９，２２］。

２０００年以后，尤其是近几年来，伴随着利用
伪谱法求解最优控制问题研究的逐渐增多［６，２６］，

其在航空航天领域的应用研究开始受到重视，并

由理论计算发展到地面试验，进而发展到飞行试

验验证［７］，而飞行器轨迹优化是伪谱法应用最广

泛、最成功的领域。Ｒａｏ等采用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法
研究了高升阻比机动再入飞行器再入轨迹优化问

题，并对得到的最优解进行了验证和分析［２７］；

Ｂｏｌｌｉｎｏ等将 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法应用于无人飞行器
轨迹在线快速生成［２８］；Ｆａｈｒｏｏ等研究了 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
伪谱法在可重复使用运载器可达区快速生成问题

·４·
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中的应用，研究结果表明，采用伪谱法可以避免传

统求解方法（如能态近似法）的很多不足，提高求

解速度和精度［２９］；Ｗｉｌｌｉａｍｓ研究了 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱
法在飞行器地形跟踪轨迹实时优化问题中的应

用［３０］；文献［３１］和文献［３２］分别采用Ｇａｕｓｓ伪谱
法实现飞机参数近实时辨识和飞机轨迹优化；

Ｏｇａｗａ等将进化算法与 Ｇａｕｓｓ伪谱法相结合，解
决火箭基组合动力两级入轨可重复使用运载器轨

迹优化问题［３３］。

２００１年以来，麻省理工学院航空航天系对伪
谱法进行了系统深入研究，取得了众多研究成果，

出版了多篇学位论文。Ｒｅａ将Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法应
用于运载火箭上升段轨迹快速优化问题，分别研

究了二维平面内的单级运载火箭轨迹优化问题和

三维空间两级运载火箭轨迹优化问题，并用一个

预测制导算法研究了采用伪谱法实现在线控制指

令生成的可行性，文章同时提出了一种引入二阶

差分矩阵减小问题求解规模的方法［３４］；Ｃｌａｒｋｅ将
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法成功应用于通用航空飞行器性能
优化［３５］；Ｔａｙｌｏｒ研究了 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法在航天飞
机应急下降轨迹优化问题中的应用［３６］；Ｓｔａｎｔｏｎ采
用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法求解航天器最优转移轨道问
题，包括共面转移问题、简单轨道面改变问题和复

杂的轨道尺寸／外形／轨道面改变问题，目标函数
均选择为燃料消耗最省，仿真结果证明，求解精度

和求解效率都能够得到很好保证［３７］；Ｂｅｎｓｏｎ较系
统地研究了 Ｇａｕｓｓ伪谱法，并将其应用于小推力
航天器轨迹优化问题和 Ｄｅｌｔａ运载火箭上升段轨
迹优化问题［３８］，研究结果表明，与 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱
法相比，Ｇａｕｓｓ伪谱法都具有更快的收敛速度和
更精确的共轭变量估算结果；Ｈａｗｋｉｎｓ研究了
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法在月球软着陆轨迹快速优化问题
中的应用［３９］。

从２００７年开始，有关伪谱法在航空航天领域
中应用的文章陆续出现在《宇航学报》等国内中

文核心期刊中。袁建平教授等将 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱
法应用于月球软着陆轨迹快速优化问题［４０］和空

间飞行器有限推力轨道转移优化设计问题［４１］，研

究结果证明，算法具有收敛速度快、对初值不敏

感、鲁棒性强等优点；曹喜滨教授则采用Ｇａｕｓｓ伪
谱法解决日 火 Ｈａｌｏ转移轨道快速优化设计问
题［４２］；杨希祥等研究了 Ｇａｕｓｓ伪谱法在多级固体
运载火箭上升段轨迹快速优化和空空导弹最优中

制导律设计中的应用，提出采用串行策略进一步

提高伪谱法计算效率［４３－４４］；雍恩米等将 Ｇａｕｓｓ伪
谱法应用于高超声速飞行器再入轨迹快速优化问

题，研究了采用伪谱法在线生成飞行器轨迹时的

初值生成问题［４５－４６］；李海阳教授所在课题组对

Ｇａｕｓｓ伪谱法在月球软着陆轨道优化中的应用进
行了大量研究［４７］；此外，杨希祥及其所在课题组

对Ｇａｕｓｓ伪谱法在超空泡水下航行体和平流层飞
艇轨迹优化中的应用进行了研究［４８－４９］。总体来

看，国内在伪谱法理论研究方面还不够系统深入，

在将其应用于飞行器轨迹快速优化设计领域研究

方面正处于快速发展和范围延伸阶段。

４　结论与展望

当前，伪谱法在飞行器轨迹快速优化领域的

应用正日益受到重视，根据对国内外研究现状的

研究和本文作者们所在课题组的研究工作体会，

今后一段时期内，伪谱法及其在飞行器轨迹优化

领域应用研究将重点集中在两个方面，一是伪谱

法理论的完善研究，二是针对飞行器轨迹快速优

化领域的现实需求，深化和拓展伪谱法的应用。

４．１　伪谱法理论深化研究

尽管谱方法用于求解微分方程已有７０余年
的历史，利用伪谱法求解最优控制问题也已有２０
多年的历史，但伪谱法理论还有很多方面亟待

完善。

１）ＮＬＰ问题的 ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ（ＫＫＴ）条
件与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ边值问题一阶最优必要条件的等
价性问题。此问题可转化成 ＮＬＰ问题的最优解
是否是原最优控制问题最优解问题，这一问题也

是直接法普遍面临的关键问题，很多学者对这一

问题的证明做了研究，例如，Ｂｅｎｓｏｎ证明了采用
Ｇａｕｓｓ伪谱法转化得到 ＮＬＰ问题的 ＫＫＴ条件与
Ｈａｍｉｌｔｏｎ边值问题一阶最优必要条件是等价
的［１３］，同时，证明了节点上满足路径约束即可保

证整个过程满足路径约束；Ｈｕｎｔｉｎｇｔｏｎ在他的博
士学位论文中深化了这一工作［５０］，但对于 Ｒａｄａｕ
和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ等伪谱法，这一关键问题的证明尚未
进行或完成。

２）配点的选取问题。配点是决定伪谱法求
解精度和求解效率的关键因素之一，很多学者仍

在对配点的选取问题进行积极研究，例如，文献

［５１］提出了 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法的改进形式 Ｊａｃｏｂｉ
伪谱法，它使用 Ｊａｃｏｂｉ多项式寻找配点，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
多项式是Ｊａｃｏｂｉ多项式的子集；文献［５２］提出了
ＨｅｒｍｉｔｅＬＧＬ方法，它不使用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，而
是使用分段三次多项式，在 ＬＧＬ点的子集进行配
点。随着伪谱法理论的不断完善和数值计算方法

的发展，这一方面的研究仍将受到关注。

·５·
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３）伪谱法中共轭变量的估计问题。共轭变
量的精确估计对验证最优控制问题解的最优性、

分析状态变量对优化性能指标的敏感度和进行计

算网格加细（ｍｅｓｈｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ）是十分重要的。间
接法的求解表达式中都包含了共轭变量，因此其

解也一般都给出共轭变量估计值。由于直接法不

需要构建Ｈａｍｉｌｔｏｎ边值问题方程，因此不能对共
轭变量进行显式近似，很多学者都一直致力于估

计方法的研究［１５，５３－５４］，虽然取得了一定成果，但

仍未成熟。

４）计算网格加细问题。伪谱法处理最优控
制问题的高精度和高效率是在假定问题完全光滑

的前提下得到的。但实际的复杂系统状态变量往

往是不连续的，或者控制变量是不连续的，或者两

者都是不连续的，而且间断点的数目和位置往往

是未知的。计算网格加细算法能够检测到间断点

的位置和数目，从而大大提高伪谱法解决问题的

能力。

伪谱法理论中需要深入研究的问题还包括边

界控制量的估计、收敛性证明［５５］等。

４．２　轨迹优化领域伪谱法应用深化研究

伪谱法在飞行器轨迹快速优化领域的进一步

研究，一是要拓宽算法的应用对象和应用范围，二

是要针对轨迹优化中的具体问题应用和改进伪

谱法。

１）离线轨迹优化问题。快速、机动发射是现
代作战飞行器发展的必然方向。对于采用摄动制

导的快速机动发射运载火箭或弹道导弹，需要在

射前预先生成一条最优标准弹道，从而完成射击

诸元装订。射击诸元的快速装订对缩短发射准备

时间具有重要作用，而发射准备时间关系着运载

工具的射前生存能力和所运送有效载荷执行任务

的快速性，机动发射地点的时变性，对弹道快速优

化设计提出了新要求，伪谱法的高计算效率可应

对这一挑战，它在这一领域的应用值得关注。高

效率和高精度是优化计算不断追求的目标。伪谱

法的节点个数是影响计算效率和精度的因素之

一，将节点个数同时作为优化问题的设计变量，提

高优化效率和精度，是伪谱法求解最优控制问题

的研究方向之一［４６］。

２）在线轨迹优化问题。轨迹在线生成（快速
重规划）是当前飞行器轨迹优化领域的热门研究

方向。传统的飞行器制导算法是射前预先计算好

一条最优标准弹道，利用一定的制导控制算法，使

飞行器克服外界干扰，尽量沿设计的弹道飞行。

这样的飞行弹道实际上是次最优弹道。轨迹在线

生成技术的引入，使飞行器在因外界干扰作用而

偏离设计的最优弹道时，能够快速规划出一条新

的最优弹道。简化的、能转化为线性规划的最优

控制问题，已经实现了轨迹在线生成，对于只能转

化为ＮＬＰ问题的复杂最优控制问题，实现轨迹在
线生成，还有很多问题需要研究［５１］，伪谱法计算

高精度和高效率特点，使其恰恰具有应用于这一

领域的潜力。很多轨迹在线生成问题可行域的非

凸性，使得任意给定初值条件下，利用伪谱法很难

得到最优轨迹，因此初值生成方法成为亟待研究

的问题，良好的初值生成方法，将大大减小伪谱法

的计算时间［４５］，从而提高轨迹在线生成速度。

在伪谱法研究方面，国外经历了由理论研究

到开展地面试验［５６］，再到应用于实际飞行的历

程［７，５７］。在理论研究和数值仿真成熟的条件下，

我们也可以有条件地适时设计开展地面试验，以

验证理论研究的正确性，并逐步实现其在实际型

号中的应用。
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