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摘　要：应用Ｗｉｌｌｉａｍｓ本征函数展开和线性变换求解 Ｖ型切口端部渐进位移场。将该位移场加入常规
等参单元位移模式中，构造双材料Ｖ型切口加料单元和过渡单元的位移模式，推导加料有限元方程。建立带
Ｖ型缺口双材料三点弯曲梁试件和直角界面端平面问题的加料有限元模型，求解有限元方程可直接得到应力
强度因子。计算结果与用其他方法得到的数据吻合，验证了方法的正确性，可用于双材料Ｖ型切口结构断裂
特性计算分析。
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　　随着结合材料工程应用范围的不断扩大，因
结合材料界面缺陷导致的结构失效问题日益引起

人们的广泛关注。界面端部在结合材料中不可避

免，而界面端部由于材料几何结构或工艺制作上

的原因出现的Ｖ型切口，则是一种常见的界面缺
陷表现形式。

Ｐａｇｅａｕ等［１］应用 Ｗｉｌｌｉａｍｓ本征函数方法研
究了结合材料 Ｖ型切口和界面折点奇异性平面
问题，给出了特征值为复数时位移和应力场角函

数求解方法。Ｔａｎ等 ［２］发展了一种计算应力强

度因子的一维线性有限元方法。Ｇｕ等 ［３］给出了

一种求解双材料 Ｖ型切口奇异性指数的有限元
方法，该方法通过设定切口端点渐进位移场或应

力函数的分离变量解，应用变分原理将求解的问

题转化为一个特征值问题，求解特征值问题可直

接得到奇异性指数。随后，Ｐａｇｅａｕ等［４］用类似的

方法，通过给定极坐标下奇异位移场的位移模式，

利用虚功原理将求解奇异性指数和角函数转化为

一个特征值问题，求解特征方程可直接得到奇异

性指数和位移角函数值，并将该方法推广到三维

双材料Ｖ型切口问题［５］，Ｚｈａｎｇ等［６］用同样的方

法提出了一种适用于幂硬化材料界面切口端点奇

异场的非线性有限元方法。在上述研究基础上，

平学成等［７－８］提出了基于位移的 Ｖ型切口非协
调元法，程长征等［９］用边界元方法对双材料 Ｖ型
切口应力奇异性进行了分析。王海涛［１０］提出了

一种分析不同材料 Ｖ型切口应力奇异性的一维
杂交有限元方法，通过扇形区域在角度方向上离

散得到特征矩阵方程。

上述方法多以一维有限元特征矩阵计算特征
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值，应力强度因子的获取以应力杂交元和边界元

方法为主，在计算网格前处理和扩展性方面，不便

于推广到主流有限元程序中。为此，杨军辉等提

出了一种基于加料有限元方法的双材料 Ｖ型切
口应力奇异性分析方法。目前，加料有限元方法

在单相介质断裂［１１］和界面裂纹问题中已得到应

用［１２］，但在双材料Ｖ型切口问题中还未见相关文
献报道。

１　双材料Ｖ型切口渐进位移场

１．１　双材料Ｖ型切口特征值

双材料Ｖ型切口端点 Ｏ（如图１所示）附近
的应力和位移场可用 Ｗｉｌｌｉａｍｓ本征函数展开表
示，在极坐标系中，Ｗｉｌｌｉａｍｓ给出的应力函数为：

Φ（ｒ，θ）＝ｒλ＋１ｆ（θ） （１）

图１　双材料Ｖ型切口
Ｆｉｇ．１　ＢｉｍａｔｅｒｉａｌＶｎｏｔｃｈ

Φ（ｒ，θ）满足双调和方程!

４Φ（ｒ，θ）＝０，由此可得
ｆ（θ）＝ＶＲＶｃｋ （２）

其中：ＶＲ＝［ｓｉｎ（λ＋１）θ　ｃｏｓ（λ＋１）θ　ｓｉｎ（λ－
１）θｃｏｓ（λ－１）θ］，Ｖｃｋ＝Ｑ［Ｃｋ，１　Ｃｋ，２　Ｃｋ，３　

Ｃｋ，４］
Ｔ，Ｃｋ，１、Ｃｋ，２、Ｃｋ，３、Ｃｋ，４为常系数项，由边界条

件决定，λ为特征值，下标 ｋ代表第 ｋ种材料，Ｑ
为标准化系数。相应的应力和位移场可表示为：

σθθｋ＝ｒ
λ－１（λ２＋λ）ＶＲＶｃｋ

σｒθｋ＝ｒ
λ－１［－λｆ′（θ）］

ｕｒｋ＝
ｒλ
２μｋ
［－（λ＋１）ｆ（θ）＋（１－κｋ）ｇ′（θ）］

ｕθｋ＝
ｒλ
２μｋ
［－ｆ′（θ）＋（１－κｋ）（λ－１）ｇ（θ）］

ｇ（θ）＝
４Ｃｋ，３
１－λ

ｃｏｓ（λ－１）θ＋
４Ｃｋ，４
λ－１

ｓｉｎ（λ－１）















 θ

（３）
将位移表示成矩阵向量的形式。

ｕｉｋ＝
－ｒλ
２μｋ
ＶＲＭｕｉｋＶｃｋ （４）

其中：μｋ为剪切模量；平面应变状态下 κｋ＝νｋ，平
面应力状态下 κｋ＝νｋ／（１＋νｋ），νｋ为泊松比。在
极坐标系下，应力自由边界条件和界面连续条

件为：

σｉθ１（ｒ，θ１）＝０，ｉ＝ｒ，θ

σｉθ２（ｒ，θ２）＝０，ｉ＝ｒ，θ

σｉθ１（ｒ，０）－σｉθ２（ｒ，０）＝０，ｉ＝ｒ，θ
ｕｉθ１（ｒ，０）－ｕｉθ２（ｒ，０）＝０，ｉ＝ｒ，










θ

（５）

将式（３）应力、位移表达式代入边界条件（５）中，
得到线性齐次特征方程。

ＭＶｃ＝０ （６）
其中：Ｍ为各向同性弹性材料界面端Ｖ型切口特
征矩阵，它与特征值 λ、剪切模量 μ、切口角 θ１、θ２
有关；Ｖｃ＝［Ｖｃ１　Ｖｃ２］

Ｔ为解向量。式（６）有非零
解的充要条件是特征矩阵Ｍ的行列式等于零，即

ｄｅｔＭ＝０ （７）
式（７）即为各向同性弹性材料界面端 Ｖ型切

口问题的特征方程，求解该方程可得到特征值λ。
图２给出了平面应变状态下，Ｅ１＝１０，ν１＝０３，
Ｅ２＝１００，ν２＝０３，θ１从 ９０°变化到 １８０°（θ１＝
－θ２）特征值变化规律。从计算结果可见，依据界
面端切口材料参数、切口张开角的不同，在 ０＜
Ｒｅ（λ）＜１的范围内，特征方程可能有两个实特
征值或一对共轭复特征值。求得特征值后，代入

特征方程中得到解向量，利用式（３）即可得到位
应力和位移场角函数，对于特征值为实数和复数

的情况，其处理方法略有不同。

图２　特征值随切口角度的变化规律
Ｆｉｇ．２　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｗｉｔｈＶｎｏｔｃｈｓｕｒｆａｃｅａｎｇｌｅ

１．２　特征值为实数时位移场角函数

当有两个实特征根时，渐进应力、位移场可表

示为：

·７５１·
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σｉｊｋ ＝∑
２

ｍ＝１
Ｋｍｒλｍ

－１Ｈｍｉｊｋ

ｕｉｋ ＝∑
２

ｍ＝１
ＫｍｒλｍＧ

ｍ
ｉ

{
ｋ

（８）

其中：（ｉ，ｊ）≡（ｒ，θ）；λｍ为特征值；Ｋｍ一般称为应
力强度因子；Ｈｍｉｊｋ，Ｇ

ｍ
ｉｋ是与 λｍ对应的角函数，可通

过特征方程（６）的基础解向量和应力、位移表达
式得到，并利用应力强度因子定义进行标准化

处理。

当特征值λ１，λ２为实数时，其对应的应力强
度因子Ｋ１，Ｋ２是解耦的，根据通常的 Ｖ型切口应
力强度因子定义，可得：

Ｋ１＝ｌｉｍｒ→０［ ２槡πｒ
１－λ１σθθ］θ＝０

Ｋ２＝ｌｉｍｒ→０［ ２槡πｒ
１－λ２σｒθ］θ

{
＝０

（９）

将应力表达式（３）、解向量Ｖｃ代入式（９）中，
可求得标准化系数Ｑ与应力强度因子 Ｋｋ之间的
关系。

Ｋ１＝Ｑ１Ｋｃ１
Ｋ２＝Ｑ２Ｋｃ{

２

（１０）

式（１０）表示解向量标准化系数和应力强度
因子之间的关系，Ｑ１，Ｑ２为：
Ｑ１＝（２π）

１－λ１（λ２１＋λ１）［０ １ ０ １］Ｖｃ１

Ｑ２＝（２π）
１－λ２（λ２２＋λ２）［－１ ０

１－λ２
λ２＋１

０］Ｖｃ
{

２

（１１）
将式（１０）代入式（４）中，与式（８）比较后可

得到极坐标下位移场角函数表达式。

Ｇｍｉｋ＝－
１
２μｋＱｋ

ＶＲＭｕｉｋＶｃｋ （１２）

图３　双材料Ｖ型切口位移场角函数（实特征值）
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄａｎｇｕｌａｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｂｉｍａｔｅｒｉａｌＶｎｏｔｃｈ（ｒｅａｌｒｏｏｔｓ）

图３为 Ｅ１＝１０，ν１＝０３，Ｅ２＝１００，ν２＝
０３，θ１＝－θ２＝１４０°时平面应变状态下位移场角

函数曲线，此时特征值 λ１ ＝０５７８４，λ２ ＝
０７７１１。退化为均质材料Ｖ型切口时（Ｅ１＝１０，
ν１＝０２，Ｅ２＝Ｅ１，ν２＝ν１）位移场角函数曲线如图
４所示，计算结果和解析解［１３］一致，表明本文方

法得到的位移角函数是正确的。

图４　均质材料Ｖ型切口位移场角函数
Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄａｎｇｕｌａｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌＶｎｏｔｃｈ

１．３　特征值为复数时的位移场角函数

当特征方程（７）有一对共轭复根时，应力强
度因子Ｋ１，Ｋ２之间是耦合在一起的，此时界面端
Ｖ型切口应力强度因子定义为：

σθθ＋ｉσｒθ θ＝０＝
Ｋ１＋ｉＫ２
２槡πｒ

１－λ
（１３）

应力和位移表示［１］为：

σｉｊｋ＝
１

（２πｒ）１－β
［Ｋ１Ｈ

１
ｉｊｋ（ｒ，θ）－Ｋ２Ｈ

２
ｉｊｋ（ｒ，θ）］

ｕｉｋ＝
ｒβ

（２π）１－β
［Ｋ１Ｆ

１
ｉｋ（ｒ，θ）－Ｋ２Ｆ

２
ｉｋ（ｒ，θ{ ）］

（１４ａ）

　

Ｈ１ｉｊｋ（ｒ，θ）＝Ｅ′ｉｊｋｃｏｓ（ζｌｎｒ）－Ｆ′ｉｊｋｓｉｎ（ζｌｎｒ）

Ｈ２ｉｊｋ（ｒ，θ）＝Ｅ′ｉｊｋｓｉｎ（ζｌｎｒ）＋Ｆ′ｉｊｋｃｏｓ（ζｌｎｒ）

Ｆ１ｉｋ（ｒ，θ）＝Ｇ′ｉｋｃｏｓ（ζｌｎｒ）－Ｈ′ｉｋｓｉｎ（ζｌｎｒ）

Ｆ２ｉｋ（ｒ，θ）＝Ｇ′ｉｋｓｉｎ（ζｌｎｒ）＋Ｈ′ｉｋｃｏｓ（ζｌｎｒ）

Ｅ′ｉｊｋ＋ｉＦ′ｉｊｋ＝（Ｅｉｊｋ＋ｉＦｉｊｋ）ｅ
ｉα

Ｇ′ｉｋ＋ｉＨ′ｉｋ＝（Ｇｉｋ＋ｉＨｉｋ）ｅ
ｉα

Ｅｉｊｋ＝Ｒｅ［ｈｉｊｋ（θ）］，Ｆｉｊｋ＝Ｉｍ［ｈｉｊｋ（θ）］

Ｇｉｋ＝Ｒｅ［ｇｉｋ（θ）］，Ｈｉｋ＝Ｉｍ［ｇｉｋ（θ



















）］

（１４ｂ）

其中：β＋ｉζ＝λ，ｉ为虚数单位；，α为标准化参
数；角函数ｈｉｊｋ（θ），ｇｉｋ（θ）由特征值、特征方程基
础解向量和应力、位移表达式得到。图５给出了
Ｅ１＝１０，ν１＝０３，Ｅ２＝１００，ν２＝０３，θ１＝－θ２＝
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３０°，平面应变状态下特征值λ＝０５４８５±００７２４ｉ
时位移场角函数曲线。当 θ１＝－θ２＝１８０°时，双
材料Ｖ型切口退化为界面裂纹，文献［１４］给出了
直角坐标系下界面裂纹尖端位移场角函数解析

解，通过坐标变换可得到极坐标系下的解析解。

由图６可见本文解与文献［１４］解析解一致，表明
本文的结果是正确的。

图５　双材料Ｖ型切口位移场角函数（复特征值）
Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄａｎｇｕｌａｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｂｉｍａｔｅｒｉａｌＶｎｏｔｃｈ（ｃｏｍｐｌｅｘｒｏｏｔｓ）

图６　双材料界面裂纹尖端位移场角函数
Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄａｎｇｕｌａｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｃｒａｃｋ
对于双材料 Ｖ型界面切口，当特征值为复数

时，与双材料界面裂纹相似，应力和位移场角函数

中仍包含 ｒｉζ项，因此，其理论解同样会出现应力
振荡与位移相互嵌入的不合理现象。作为 Ｖ型
界面切口的一个特例，Ｓｈｉｈ等［１５］和 Ｒｉｃｅ［１６］对界
面裂纹中这一现象进行研究，许金泉［１７］对其做了

比较全面的总结分析，此处不再赘述。

２　加料有限元方程

２．１　加料切口单元位移函数

以位移表达式（８）为例，对其进行坐标变换，

得到直角坐标系 ｏ′ｘ′ｙ′下的位移场，与位移式
（１４ａ）除表达形式略有不同外，变换过程完全
相同。

ｕｘ′（ｒ，θ）＝Ｋ１ｆ１１（ｒ，θ）＋Ｋ２ｆ１２（ｒ，θ）

ｕｙ′（ｒ，θ）＝Ｋ１ｆ２１（ｒ，θ）＋Ｋ２ｆ２２（ｒ，θ{ ）
（１５）

其中，ｆｉｊ（ｒ，θ）（ｉ，ｊ＝１，２）表示直角坐标系下的切
口尖端角函数，形式为：

ｆ１１（ｒ，θ）＝ｒλ１［ｃｏｓθＧ
１
ｒ（θ）－ｓｉｎθＧ

１
θ（θ）］

ｆ１２（ｒ，θ）＝ｒλ２［ｃｏｓθＧ
２
ｒ（θ）－ｓｉｎθＧ

２
θ（θ）］

ｆ２１（ｒ，θ）＝ｒλ１［ｓｉｎθＧ
１
ｒ（θ）＋ｃｏｓθＧ

１
θ（θ）］

ｆ２２（ｒ，θ）＝ｒλ２［ｓｉｎθＧ
２
ｒ（θ）＋ｃｏｓθＧ

２
θ（θ










）］

（１６）
对８节点四边形等参元，在常规单元位移模式

中加入式（１５）后，可得加料切口单元位移模式。
ｕｉ＝αｉ１＋αｉ２ξ＋αｉ３η＋αｉ４ξη＋αｉ５ξ

２＋

　　αｉ６η
２＋αｉ７ξ

２η＋αｉ８ξη
２＋

　　ｆｉ１（ｒ，θ）Ｋ１＋ｆｉ２（ｒ，θ）Ｋ２

（１７）

其中，ｕｉ（ｉ＝１，２）分别表示总体坐标系下加料切口
单元ｘ，ｙ方向的位移，αｉｊ为广义坐标，ξ，η分别为
单元局部坐标系的坐标轴，ｆｉｊ（ｒ，θ）如式（１６）所示。
将８节点四边形等参元的节点局部坐标（ξｉ，ηｉ）代
入式（１７）中，可得到广义坐标αｉｊ的表达式，再将得
到的广义坐标回代到式（１７）中，得到以节点位移和
应力强度因子表示的加料切口单元位移函数。

ｕｉ＝∑
ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珔ｕｉｍ ＋

　　∑
２

ｊ＝１

　　Ｋｊｆｉｊ（ｒ，θ）－∑
ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珋ｆｉｊｍ（ｒ，θ[ ]{ }）

（１８）
其中：ｍｋ为单元节点数；Ｎｍ（ξ，η）为常规等参元形
函数；珔ｕｉｍ为第ｍ个节点处的节点位移值；珋ｆｉｊｍ（ｒ，θ）
为ｆｉｊ（ｒ，θ）在第ｍ个节点处的函数值；Ｋｊ为附加节
点自由度，即双材料Ｖ型切口应力强度因子。

２．２　过渡单元位移函数

在加料切口单元位移模式的基础上，引入一个

调整函数Ｚ（ξ，η）来构造过渡单元，以消除加料单
元和常规单元之间因位移模式引起的位移不协调

问题，从而保证有限元解的收敛，提高计算精度。

ｕｉ＝∑
ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珔ｕｉｍ ＋Ｚ（ξ，η）

　　∑
２

ｊ＝１
Ｋｊｆｉｊ（ｒ，θ）－∑

ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珋ｆｉｊｍ（ｒ，θ[ ]{ }）

（１９）
式（１９）中调整函数Ｚ（ξ，η）须满足：Ｚ（ξ，η）在过
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渡单元与加料切口单元交界边上为１，在过渡单
元与常规单元交界边上为０，实现从加料切口单
元到常规单元的协调过渡。采用相对简单的线性

调整函数。

Ｚ（ξ，η）＝
０．２５（１±ξ）（１±η）， ξ＝±１，η＝±１
０．５（１±ξ）， ξ＝±１
０．５（１±η）， η

{ ＝±１
（２０）

在有限元分析过程中，需要根据过渡单元与

加料切口单元的连接方式以及过渡单元的局部坐

标系，选择适当的表达式。

２．３　有限元方程

为了便于推导有限元方程，将加料单元、过渡

单元位移模式统一写为：

ｕ＝［Ｎ Ｎｋ］
珔ｕ
珚[ ]Ｋ （２１）

其中：Ｎ是常规单元形函数；珔ｕ是节点位移列向
量；Ｎｋ为加料单元或过渡单元的附加形函数；珚Ｋ
为附加自由度向量。Ｎｋ的具体形式为：

Ｎｋ＝
Ｎｋ１１ Ｎｋ１２
Ｎｋ２１ Ｎｋ[ ]

２２

Ｎｋｉｊ＝Ｚ（ξ，η）ｆｉｊ（ｒ，θ）－∑
ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珋ｆｉｊｍ（ｒ，θ[ ]）

　　（ｉ，ｊ＝１，２













）

（２２）
对于加料单元 Ｚ（ξ，η）≡１，过渡单元按

式（１７）取值，将位移向量式（２１）代入位移应变关
系ε＝Ｌｕ中，得到：

ε＝［Ｂ Ｂｋ］
珔ｕ
珚[ ]Ｋ （２３）

其中：Ｂ表示单元常规应变矩阵；Ｂｋ则是由于加
料界面切口单元位移模式中引入切口尖端位移项

而产生的附加项，称之为附加应变矩阵。将

式（２３）代入单元应力应变关系式σ＝Ｄε中，应用
总体势能泛函，得到：

Π＝∫
Ω

１
２ε

ＴＤεｄΩ－∫
Ω
ｂＴｕｄΩ－∫

Γ
ＰＴｕｄΓ （２４）

其中：ｂ为体力，Ｐ为面力，Ω表示求解域，Γ为面
力积分边界，Ｄ为材料矩阵。取值依据界面两侧
材料具体参数确定，可得到：

Π＝１２Ｕ
ＴＫｕｕＵ

Ｔ＋１２Ｋ
ＴＫｋｋＫ＋

　　ＵＴＫｕｋＫ－Ｕ
ＴＦｕ－Ｋ

ＴＦｋ
（２５）

其中：Ｕ为总体位移列阵，Ｋ为应力强度因子列
阵。其他符号表达式为：

Ｋｕｕ ＝ ∑
ｎｓ＋ｎｔ＋ｎｏ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＢＴＤＢｄΩ

Ｋｕｋ ＝∑
ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＢＴｋＤＢｄΩ

Ｋｋｋ ＝∑
ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＢＴｋＤＢｋｄΩ

Ｆｕ ＝ ∑
ｎｓ＋ｎｔ＋ｎｏ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＮＴｂｄΩ＋∑

ｎｓ＋ｎｔ＋ｎｏ

ｅ＝１
∫
Γｅ
ＮＴｐｄΓ

Ｆｋ ＝∑
ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＮＴｋｂｄΩ＋∑

ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Γｅ
ＮＴｋｐｄ



















 Γ

（２６）
其中：下标ｎｓ表示加料单元数量，ｎｔ表示过渡单
元数量，ｎｏ表示常规单元数量，上标 ｅ表示单元。
根据最小势能原理，式（２５）分别对 Ｕ，Ｋ变分，得
到有限元方程为：

Ｋｕｕ Ｋｕｋ
ＫＴｕｋ Ｋ[ ]

ｋｋ

Ｕ[ ]Ｋ ＝
Ｆｕ
Ｆ[ ]
ｋ

（２７）

３　算例分析

３．１　算例１

具有Ｖ型切口的三点弯曲梁试件，由两种材
料构成，如图７所示。试件厚度Ｂ＝１ｍｍ，切口深
度ｄ＝５ｍｍ，宽度ｗ＝１０ｍｍ，长度Ｈ＝４ｗ，切口
角θ１＝－θ２＝１３５°，集中力 Ｐ＝１Ｎ。构成试件的
两种材料具有相同的泊松比，ν１＝ν２＝０３，弹性
模量Ｅ２＝１ＭＰａ，两种材料弹性模量比 Ｅ１／Ｅ２分
别为１，３，５，７，１０，按平面应力问题计算不同弹性
模量比下的应力强度因子。

图７　算例１模型和有限元网格示意图
Ｆｉｇ．７　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄｍｅｓｈｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ１

有限元模型共划分为８５６个８节点四边形单
元，２７１３个节点，切口端点加料单元尺度为５４×
１０－２ｗ，在切口尖端设置４个加料单元、８个过渡
单元。有限元网格划分如图７所示，切口尖端加

·０６１·
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料单元和过渡单元配置如图８所示。计算单元刚
度矩阵时，加料单元和过渡单元采用１０×１０高斯
积分，常规单元采用３×３高斯积分。

图８　算例１网格划分和加料单元配置方案
Ｆｉｇ．８　Ｍｅｓｈｅｓａｎｄｅｎｒｉｃｈｅｄｅｌｅｍｅｎｔｓｃｈｅｍｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

特征值计算结果见表１，由表１可见各工况
下两个特征值均为实数，随着Ｅ１／Ｅ２比值的增大，
λ１逐渐增大而λ２逐渐减小。由表２应力强度因
子计算结果可知，随着界面两侧材料差异性的增

强，两种模态的应力强度因子的绝对值是增大的。

表１　算例１特征值计算结果
Ｔａｂ．２　Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

Ｅ１／Ｅ２ λ１ λ２

１ ０．５４４４８３ ０．９０８５２９

３ ０．５６５４０３ ０．８７２１９９

５ ０．５８６０６１ ０．８３９７４９

７ ０．６０１７８１ ０．８１６９３８

１０ ０．６１９６７９ ０．７９２６５４

表２　算例１应力强度因子计算结果
Ｔａｂ．２　Ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

Ｅ１／Ｅ２
Ｆ１ Ｆ２

本文解 文献［９］解 本文解 文献［９］解

１ ２．１４０ ２．１０１０ ０ ０

３ ２．４４３８ ２．３９３５ －０．５６５８１ －０．６４７０

５ ２．８３９１ ２．７８５７ －０．９２６６５ －１．００８９

７ ３．２４１１ ３．１７９３ －１．２４２５ －１．２９３８

１０ ３．８７６６ ３．７９９３ －１．７０４４ －１．６８８６

文献［９］采用边界元方法对相同的问题进行
了计算，得到了应力强度因子数值解，并标准化处

理为Ｆｉ＝ＫｉＢｗλｉ／（６Ｐ）。为了便于对比，本文应
力强度因子采用同样的处理方法，各种工况下应

力强度因子计算结果列于表２。可见各工况下本
文结果与边界元方法计算结果吻合，表明本文方

法的正确性与有效性。

３．２　算例２

由两种弹性材料构成的直角界面端平板，平

板高为２Ｈ，宽Ｗ，受单向均匀分布拉伸载荷σ０作
用，如图９所示。为便于和相关文献结果对比，结
构、载荷和材料属性与文献［１８］一致，取 Ｈ＝
１６ｍｍ，Ｗ＝８ｍｍ，选用铅、轧制锌、碳钢、轧制纯
铜、铝、灰口铸铁和白口铸铁等材料形成５种材料
组合工况，材料属性见表３。

图９　算例２模型和有限元网格示意图
Ｆｉｇ．９　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄ

ｍｅｓｈｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ２

根据载荷和几何对称性，取１／２建立有限元
模型，共划分为 ７２０个 ８节点四边形单元，２２８７
节点，界面端部设置 ２个加料单元，６个过渡单
元，单元尺度为１５×１０－２ｗ，界面端部加料单元
和过渡单元配置如图９所示。计算单元刚度矩阵
时，加料单元和过渡单元采用１０×１０高斯积分，
常规单元采用３×３高斯积分。

表３　材料参数
Ｔａｂ．３　Ｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

工况 Ｅ１／ＧＰａ ν１ Ｅ２／ＧＰａ ν２

１ １７．０ ０．４２ ８２．０ ０．２７

２ ８２．０ ０．２７ １４５．０ ０．２５

３ ２０５．０ ０．２６５ １０８．０ ０．３２５

４ １０８．０ ０．３２５ ６９．０ ０．３４

５ １３５．０ ０．２５ ６９．０ ０．３４

文献［１８］采用边界元方法，通过应力外插求
取应力强度因子，并对应力强度因子做无量纲处

理Ｆ＝Ｋ／（σ０ｗ
１－λ）。本文应力强度因子计算结

果以及和文献［１５］对比情况见表４，由表４可知，
应力强度因子随着特征值增大而增大，两种方法

得到的结果变化趋势是一致的，并且数值吻合良

好，差别很小，表明本文的计算方法是正确有

效的。

·１６１·
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表４　算例２应力强度因子计算结果
Ｔａｂ．４　Ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

工况
λ

特征值

Ｆ

本文解 文献［１８］解

１ ０．８６１２ ０．０６５７５ ０．０６７３６

２ ０．９８１６ ０．０９４４５ ０．０９８４８

３ ０．９７０４ ０．０９１０３ ０．０９４０３

４ ０．９８５８ ０．０９５８２ ０．０９８９８

５ ０．９６４７ ０．０８９３４ ０．０９２２８

４　结论

应用Ｗｉｌｌａｍｓ本征函数展开和线性变换相结
合的方法得到双材料 Ｖ型切口渐进位移场。与
复势函数法等方法相比，该方法推导过程及最终

表达形式采用矩阵向量的形式，相对而言较为简

洁直观，适于数值计算。

将双材料 Ｖ型切口渐进位移场加入到常规
等参元位移模式中构造了加料单元和过渡单元的

位移表达式，推导了加料有限元方程，求解有限元

方程得到应力强度因子。通过带 Ｖ型缺口的双
材料三点弯曲梁试件和直角界面端平板受拉两个

算例，表明本文方法的正确性。该方法不仅能得

到双材料Ｖ型切口端点附近的应力场和位移场
角函数值，并且能通过求解加料有限元方程直接

得到广义应力强度因子，避免了外插法需要对应

力场二次处理才能得到应力强度因子的不便以及

由此带来的精度损失，是对双材料 Ｖ型切口进行
应力奇异性分析的一种有效方法。
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