
书书书

第３８卷 第２期 国　防　科　技　大　学　学　报 Ｖｏｌ．３８Ｎｏ．２
２０１６年４月 ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＮＡＴＩＯＮＡＬＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹＯＦＤＥＦＥＮＳＥＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ Ａｐｒ．２０１６

ｄｏｉ：１０．１１８８７／ｊ．ｃｎ．２０１６０２０１４ ｈｔｔｐ：／／ｊｏｕｒｎａｌ．ｎｕｄｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

引入电流变化率的电源分布网络最差噪声分析算法

赵振宇，孙　浩，邓　全，蒋剑锋
（国防科技大学 计算机学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：随着时钟频率的增加以及电源电压的降低，电源完整性问题日益凸显。将电流变化率加入到最
差噪声算法的电流约束中，能够在任意电流变化率的情况下分析电源分布网络的最差噪声，从而获得更加真

实的最差噪声。另外，利用改进的ＫｎｕｔｈＹａｏ四边形不等式法对基于动态规划的最差噪声算法进行加速，加
速后算法的时间复杂度从Ｏ（ｎ２ｍ）降为Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）。
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　　最差噪声估计的目标是在不清楚芯片准确负
载电流的情况下，为封装以及印刷电路板（Ｐｒｉｎｔｅｄ
ＣｉｒｃｕｉｔＢｏａｒｄ，ＰＣＢ）设计者提供验证电源分布网
络的可靠方法［１－２］。这是因为，在芯片设计完成

之前，很难得到芯片上负载电流的详细信息。即

使在芯片设计完成之后，也很难确定所有的输入

情况能获得所有可能的输出电流。此外，为了保

证系统的鲁棒性，模拟时必须遍历所有的输入电

流，这样的代价是昂贵的。

为了描述不确定负载电流，Ｋｏｕｒｏｕｓｓｉｓ和
Ｎａｊｍ［３］提出了“电流约束”这个概念。这个概念
是合理的，因为，在芯片设计完成之前，芯片设计

者即使不能够完整地掌握负载电流的信息，但还

是对负载电流有一定程度的了解。这些了解可能

基于前面的设计者，也可能基于设计初期的系统

级模拟［４－５］。封装以及 ＰＣＢ设计者就可以利用
这些信息对电源分布网络进行初期的验证［６］。

然而，之前的一些工作仅考虑了电流幅值这个约

束，却没有考虑电流的变化率，这会导致所估计的

最差噪声过分悲观。因此，本文所构建的电流约

束将考虑电流的最小变化率。

１　问题定式化

最差噪声算法的目的是在电流约束下确定芯

片的最差噪声［７－８］。如上一小节所述，负载电流

的一个约束条件就是电流幅值，约束条件可以通

过下面的式（１）表示：
０≤ｉ（ｔ）≤ｂ，ｔ≥０ （１）

其中，ｂ代表瞬态电流 ｉ（ｔ）的上边界。在此约束
条件下，电流变化率ｔｒ代表电流从０变化到 ｂ所
需要的时间或者从ｂ变化到０所需要的时间。此
外，再增加一个电流约束条件，变化率的下边界

ｔｂ，即ｔｒ≥ｔｂ。最小变化率的约束条件可以通过最
大电流斜率的形式来表示：

－ｂｔｂ
≤ｄｉ（ｔ）ｄｔ≤

ｂ
ｔｂ
，ｔ≥０

其中ｂ／ｔｂ为电流的最大斜率。
将电源传输系统噪声表示为 ｖ（ｔ）。为了简
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化分析过程，假设电压源 Ｖｄｄ为零。这样，噪声
ｖ（ｔ）可以表示为输入电流和系统单位脉冲响应的
卷积为：

ｖ（ｔ）＝∫
ｔ

０
ｚ（τ）ｉ（ｔ－τ）ｄτ （２）

其中ｚ（τ）代表系统单位脉冲响应。由于卷积过程
会对ｖ（ｔ）产生累加效果，我们将积分时间 ｔ设置
为脉冲响应衰减到可以忽略的时候。通过将

式（２）中ｉ（ｔ－τ）替换为一般函数ｆ（τ），将积分变
量由τ变换为ｔ，可以将最差噪声定式化为：

ｍａｘｖ（Ｔ）＝∫
Ｔ

０
ｚ（ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ

ｓ．ｔ．　０≤ｆ（ｔ）≤ｂ，ｔ≥０

－Ｃ≤ｄｆ（ｔ）ｄｔ ≤Ｃ，ｔ≥０ （３）

其中Ｃ＝ｂ／ｔｂ表示ｆ（ｔ）斜率的上边界。一旦确定
了ｆ（ｔ），相应的最差负载电流可以通过 ｉ（ｔ）＝
ｆ（Ｔ－ｔ）得到。

值得注意的是，式（３）通过电流方向计算得
到的是最大压降。电源传输系统的电感效应会引

起Ｌｄｉ／ｄｔ噪声，包括压降和偏差。对于最大偏
差，仅需要在同样约束条件下，将式（３）中原函数
进行最小化。因此，本文后面的内容主要是针对

最大压降进行分析。

２　最差噪声分析算法

首先，将卷积时间［０，Ｔ］分为 ｍ个时间段
［ｔ０＝０，ｔ１］，［ｔ１，ｔ２］，…，［ｔｍ－１，ｔｍ＝Ｔ］，以保证
系统单位脉冲响应在每一个时间段不发生正负变

化，如图１所示。同时，在电流约束范围［０，ｂ］选
择ｎ＋１个采样点ｕ０＝０，ｕ１，…，ｕｎ－１，ｕｎ＝ｂ，ｎ的取
值由计算精度要求决定。

图１　卷积时间分段方法
Ｆｉｇ．１　Ｄｉｖｉｓｉｏｎｏｆｃｏｎｖｏｌｕｔｉｎｇｔｉｍｅ

选择一个时间段［ｔｊ，ｔｊ＋１］，将 Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ）定义
为从ｔｊ时刻的 ｕｋ到 ｔｊ＋１时刻的 ｕｉ所产生的最差
ｆ（ｔ）。将Ｖｊ（ｋ，ｉ）定义为对应的最差噪声。我们
就可以得到：

Ｖｊ（ｋ，ｉ）＝∫
ｔｊ＋１

ｔｊ
ｚ（ｔ）（Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ））ｄｔ （４）

利用贪婪算法很容易地计算 Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ）。如
图２（ａ）和图２（ｂ）所示，如果ｚ（ｔ）在［ｔｊ，ｔｊ＋１］时间
段为正，则从ｕｋ画一条斜率为 Ｃ的直线，另外画
一条到ｕｉ结束的直线，斜率为 －Ｃ。如果两条直
线在低于电流上边界ｂ的地方相交，则 Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ）
为ｕｋ→Ｐ→ｕｉ，如图２（ｂ）所示。如果直线交点高
于上边界ｂ，则将边界与两条直线的交点分别用
Ｐ１和Ｐ２表示，Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ）为ｕｋ→Ｐ１→Ｐ２→ｕｉ，如图
２（ａ）所示。

（ａ）交点超过边界
（ａ）Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｏｖｅｒｂｏｒｄｅｒ

（ｂ）交点未超过边界
（ｂ）Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒｂｏｒｄｅｒ

图２　贪婪算法
Ｆｉｇ．２　Ｇｒｅｅｄｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ

如果ｚ（ｔ）在［ｔｊ，ｔｊ＋１］时间段为负，Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ）
可以表示为类似形式。以图２（ａ）所示情况为例
来证明贪婪算法。假设 Ｇ′ｊ（ｋ，ｉ，ｔ）为未经贪婪算
法处理的 ｆ（ｔ），如图 ２（ａ）中虚线所示，可得在
［ｔｊ，ｔｊ＋１］上Ｇ′ｊ（ｋ，ｉ，ｔ）≤Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ）。由于 ｚ（ｔ）在
［ｔｊ，ｔｊ＋１］为正，可得：

∫
ｔｊ＋１

ｔｊ
ｚ（ｔ）（Ｇ′ｊ（ｋ，ｉ，ｔ））ｄｔ≤Ｖｊ（ｋ，ｉ） （５）

这就表示 Ｇｊ（ｋ，ｉ）是在上述约束下的最差
ｆ（ｔ）。　

将ＯＰＴ（ｊ，ｉ）（ｊ∈［０，ｍ］，ｉ∈［０，ｎ］）定义为
电流停留在 ｔｊ时刻电流值为 ｕｉ时的最差噪声。
ＯＰＴ的一些基本特性如下：

ＯＰＴ（０，ｉ）＝０，ｉ∈［０，ｎ］
ＯＰＴ（ｊ＋１，ｉ）＝ｍａｘ

０≤ｋ≤ｎ
（ＯＰＴ（ｊ，ｋ）＋Ｖｊ（ｋ，ｉ））这就提

供了计算ＯＰＴ所有值的动态规划算法，而最差噪
声ｍａｘｖ（Ｔ）则可以表示为｛ＯＰＴ（ｍ，ｉ）：ｉ∈［０，ｎ］｝。

·３８·
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动态规划算法只关注时间点０，ｔ１，…，ｔｍ－１，Ｔ，这
大大降低了计算的时间复杂度。对于最差ｆ（ｔ），
假设ｆｍ（ｔ）为最差 ｆ（ｔ），可得 ｄｆｍ（ｔ）／ｄｔ等于０，Ｃ
或者－Ｃ。

３　算法加速

如果利用迭代方法计算ＯＰＴ的所有值，时间
复杂度为Ｏ（ｎ２ｍ）［９－１０］。本小节，将通过一些方
法对动态规划算法进行提速，经过算法加速，时间

复杂度降低为Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）。

３．１　优化问题的性质分析

假设ｚ（ｔ）在［ｔｊ，ｔｊ＋１］时间段为负，将Ｗｊ（ｋ，ｉ）

定义为Ｇｊ（ｋ，ｉ，ｔ）的绝对值，而Ｆｊ（ｋ，ｉ）为对应于ｋ
的ＯＰＴ（ｊ＋１，ｉ）候选值，即Ｆｊ（ｋ，ｉ）＝ＯＰＴ（ｊ，ｋ）－
Ｗｊ（ｋ，ｉ）。关于Ｗ和Ｆ有以下几条有用的性质：

引理１：对任何 ０≤ｋ１＜ｋ２≤ｎ和 ０≤ｉ１＜
ｉ２≤ｎ：
Ｗｊ（ｋ２，ｉ２）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ２）≤Ｗｊ（ｋ２，ｉ１）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ１）
证明：图３中，Ｗｊ（ｋ２，ｉ２）为 ｕｋ２→Ｑ１→ｕｉ２下方

区域电流与 ｚ（ｔ）的卷积，而Ｗｊ（ｋ１，ｉ２）则为ｕｋ１→
Ｐ１→ｕｉ２下方区域电流与 ｚ（ｔ）的卷积。因此，
Ｗｊ（ｋ２，ｉ２）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ２）为梯形区域ｕｋ２→Ｑ１→Ｐ１→
ｕｋ１电流与 ｚ（ｔ）的卷积。类似地，Ｗｊ（ｋ２，ｉ１）－
Ｗｊ（ｋ１，ｉ１）为梯形区域 ｕｋ２→Ｑ２→Ｐ２→ｕｋ１电流与
ｚ（ｔ）的卷积。因此，引理１得证。

图３　函数Ｗ的四边形不等式
Ｆｉｇ．３　ＱｕａｄｒａｎｇｌｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｆｏｒｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎＷ

值得注意的是，引理１就是 Ｗ的四边形不等
式［１１］。然而，该不等式并不成立，也就是说无法

推导出ＯＰＴ的四边形不等式。因此，选择基于下
面一条引理的ＫｎｕｔｈＹａｏ加速方法来降低算法的
时间复杂度。

引理２：假设 ｋ１＜ｋ２，ｉ１∈［０，ｎ］以及 Ｆｊ（ｋ１，
ｉ１）≤Ｆｊ（ｋ２，ｉ１），对于任何 ｉ２ ＞ｉ１，可以得到
Ｆｊ（ｋ１，ｉ２）≤Ｆｊ（ｋ２，ｉ２）。

证明：

Ｆｊ（ｋ１，ｉ２）

＝ＯＰＴ（ｊ，ｋ１）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ２）

＝（ＯＰＴ（ｊ，ｋ１）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ１））＋（Ｗｊ（ｋ１，ｉ１）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ２））

＝Ｆｊ（ｋ１，ｉ１）＋（Ｗｊ（ｋ１，ｉ１）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ２））

≤Ｆｊ（ｋ２，ｉ１）＋（Ｗｊ（ｋ１，ｉ１）－Ｗｊ（ｋ１，ｉ２））

≤Ｆｊ（ｋ２，ｉ１）＋（Ｗｊ（ｋ２，ｉ１）－Ｗｊ（ｋ２，ｉ２））

＝ＯＰＴ（ｊ，ｋ２）－Ｗｊ（ｋ２，ｉ２）

＝Ｆｊ（ｋ２，ｉ２）
根据引理２，假设 ｋ１＜ｋ２，满足任何 ｉ≥ｉ０，Ｆｊ

（ｋ１，ｉ）≤Ｆｊ（ｋ２，ｉ）条件的最小 ｉ０可以通过二分法
检索在 Ｏ（ｌｏｇｎ）时间内找到。将这个过程定
义为：

ｉ０＝ＧｅｔＴｒａｎｓＰｏｓ（ｊ，ｋ１，ｋ２）

３．２　加速算法伪代码描述

将Ｓ定义为ＯＰＴ（ｊ＋１，ｉ）的候选值 ｋ从小到
大排列的队列。将 Ｑ定义为数据越小优先级越
高的优先队列，队列可进行 ＧｅｔＭｉｎ，ＤｅｌｅｔｅＭｉｎ和
Ａｄｄ三种操作。ＧｅｔＭｉｎ和 ＤｅｌｅｔｅＭｉｎ分别能够获
取和删除优先队列中的最小元素，而Ａｄｄ（ｅ）操作
则可以将元素ｅ插入到队列中。上述三种操作均
可在时间复杂度Ｏ（ｌｏｇｎ）内完成。队列中每一个
元素都包括三个分量：第一个分量是优先队列的

关键码（ｋｅｙ），它表明了 ｉ０的位置。后面两个分
量ｋ１和ｋ２对应于 ｉ０。加速动态规划算法可以通
过伪代码“算法１”表示，该算法的时间复杂度为
Ｏ（ｎｌｏｇｎ）。

算法正确性的证明如下。首先，需要证明队

列Ｓ在每一次迭代计算过程中，经过第１３步后都
包括了所有计算ＯＰＴ（ｊ＋１，ｉ）的候选值 ｋ。初始
状态下，Ｓ包括了从０到ｎ的所有值，如第１步所
示。对于Ｓ中每一对相邻的ｋ１和ｋ２，优先队列都
会存储一个拥有三个分量的数据点，这三个分量

分别为 ｉ０，ｋ１和 ｋ２。ｉ０所表征的含义是从 ｉ０开
始，ｋ２是比ｋ１更好的候选值。第４步，从优先队
列Ｑ中获取拥有最小ｉ０的点［ｉ０，ｋ１，ｋ２］。在 ｉ等
于ｉ０之前，即ｉ＜ｉ０，由于ｉ０是最小值，所有相邻的
候选值ｋａ＜ｋｂ，都有 Ｆｊ（ｋａ，ｉ）＞Ｆｊ（ｋｂ，ｉ），即 Ｓ队
列的第一项，也就是最小项为 ＯＰＴ（ｊ＋１，ｉ）的最
佳候选值。若 ｉ＝ｉ０，则表示从 ｉ０开始 ｋ２是比 ｋ１
更好的候选值，因此，第８步将 ｋ１从 Ｓ队列中删
除是合理的操作。在完成删除操作后，与 ｋ１相邻
位于ｋ１左侧的ｋ３与ｋ２相邻。为了保持优先队列
Ｑ的特性，第１０步增加了ｋ３与ｋ２的数据点，并在
第１１步重新获取了拥有最小 ｉ０值的数据点。若
重新获取的 ｉ′０与 ｉ依然能相等，则继续删除操作
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以及新增数据点操作，直到出现 ｉ＜ｉ０的情况，此
时队列Ｓ中的最小项即为最佳候选值。值得注意
的是，新增数据点的 ｉ０不可能小于 ｉ，这是因为，
如果ｋ１被删除了，ｋ１与ｋ３的信息不再有用，算法
第７步会将这种情况过滤。经过上述步骤，在完
成第１３步以后，队列Ｓ保留有后续迭代过程中所
有可能的候选值。

算法１　加速优化
Ａｌｇ１　ＧｅｔＯＰＴ

Ｉｎｐｕｔ：ＯＰＴ（ｊ，ｉ）ｆｏｒａｌｌｉ∈［０，ｎ］
Ｏｕｔｐｕｔ：ＯＰＴ（ｊ＋１，ｉ）ｆｏｒａｌｌｉ∈ ０，[ ]ｎ
１　Ｓ＝｛０，１，…，ｎ｝；
２　Ｑ＝｛［ＧｅｔＴｒａｎｓＰｏｓ（ｊ，ｋ１，ｋ２），ｋ１，ｋ２］｝

ｋ１，ｋ２ａｒｅａｄｊａｃｅｎｔｉｎＳ；

３ｆｏｒｉ＝０，…，ｎｄｏ
４　　［ｉ０，ｋ１，ｋ２］＝Ｑ．ＧｅｔＭｉｎ（）；

５　　ｗｈｉｌｅｉ０＝＝ｉｄｏ

６　　　 Ｑ．ＤｅｌｅｔｅＭｉｎ（）；
７　　　　ｉｆｋ１，ｋ２ａｒｅａｄｊａｃｅｎｔｉｎＳｔｈｅｎ

８　　　　　Ｄｅｌｅｔｅｋ１ｉｎＳ；

９　　　　　 Ｆｉｎｄｋ３ｎｅｘｔｔｏｋ２ｏｎｔｈｅｌｅｆｔｉｎＳ

１０Ｑ．Ａｄｄ｛［ＧｅｔＴｒａｎｓＰｏｓ（ｊ，ｋ３，ｋ２），ｋ３，ｋ２］｝；

１１　　　 ｅｎｄ
１２　　　 ［ｉ０，ｋ１，ｋ２］＝Ｑ．ＧｅｔＭｉｎ（）；

１３　 ｅｎｄ
１４　 ｑ＝ＴｈｅｆｉｒｓｔｅｌｅｍｅｎｔｉｎＳ
１５　 ＯＰＴ（ｊ＋１，ｉ）＝ＯＰＴ（ｊ，ｑ）－Ｗｊ（ｑ，ｉ）

１６ｅｎｄ

３．３　时间复杂度

Ｓ队列可以通过双向链接表实现，同时还需
要一个指针给出每一个 ｋ在 Ｓ中的位置。这样，
算法中第８步和第９步可在瞬间完成。更进一
步，算法１中每一个候选值ｋ仅能被删除ｎ次，因
此，第６步到第１２步整个过程中最多运行 ｎ次。
ＧｅｔＭｉｎ，ＤｅｌｅｔｅＭｉｎ和Ａｄｄ三种操作的时间复杂度
为Ｏ（ｌｏｇｎ），ＧｅｔＴｒａｎｓＰｏｓ（）的时间复杂度也为
Ｏ（ｌｏｇｎ）。因此算法１的时间复杂度为Ｏ（ｎｌｏｇｎ）。

对于ＯＰＴ，仅需对每一个ｉ初始化ＯＰＴ（０，ｉ）＝０，
调用ＧｅｔＯＰＴ算法ｍ次，因此，ＯＰＴ的时间复杂度
为Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）。

３．４　算法加速效果

分别利用加速前算法和加速算法进行最差噪

声估计，并对两种算法的运行时间进行对比，以检

验算法的加速效果。算法通过 Ｃ＋＋语言实现，

并运行于配置为２ＧＢ内存，ＣＯＲＥｉ５的计算机。
单位脉冲响应分为１２段，即ｍ＝１２。加速前算法
与加速算法运行时间与电流采样点个数ｎ的关系
如图４所示。由图可知，加速算法的运行时间要
远远小于加速前算法的运行时间，尤其当 ｎ足够
大的时候。

图４　算法加速前后运行时间对比
Ｆｉｇ．４　Ｒｕｎｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｆ

Ｏ（ｎ２ｍ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｔｈｅＯ（ｍｎｌｏｇｎ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４　结论

对最差噪声算法进行优化，引入电流变化率，

反映了更真实的最差噪声，避免只考虑电流幅度

所估计的较为悲观的最差噪声。同时利用 Ｋｕｎｔｈ
Ｙａｏ四边形不等式法对动态规划算法进行加速，
有效地降低了运算的复杂度，从 Ｏ（ｎ２ｍ）降为
Ｏ（ｍｎｌｏｇｎ）。在大规模集成电路设计中仿真时间
收益明显，为后续电源的网络问题打下基础。
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