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ＷＥＮＯ格式权重分析与改进
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摘　要：为了优化ＷＥＮＯ格式计算性能，在对Ｊｉａｎｇ和Ｓｈｕ的经典ＷＥＮＯ格式（记为ＷＥＮＯＪＳ）加权方法
分析的基础上，通过引入间接光滑指数，构造出一种新的 ＷＥＮＯ格式———ＷＥＮＯＥ格式，取得减小间断区耗
散的效果。理论分析表明，该格式与ＷＥＮＯＪＳ格式计算效率基本相同，可达到相同阶的计算精度；但在相同
网格下，较之ＷＥＮＯＪＳ格式，该格式对光滑区域的求解有更小的截断误差，对间断的捕捉有更高的分辨率。
与ＷＥＮＯＪＳ格式相比，采用ＷＥＮＯＥ格式进行线性迁移方程、非线性 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程、欧拉方程等相关问题的
数值实验，均能取得更好的数值结果。
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　　合理、高效、精确地模拟非定常、含间断、多尺
度复杂流场是计算流体动力学研究领域的一大难

题。高精度格式对网格规模要求低，对复杂流动

分辨率高，计算精度高，适合计算包含各类间断和

多种复杂流动光滑结构以及二者相互作用的流

场。而加权本质无震荡格式（ＷｅｉｇｈｔｅｄＥｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ
ＮｏｎＯｓｃｉｌｌａｔｏｒｙｓｃｈｅｍｅｓ，ＷＥＮＯ）正是研究热点之
一。作为一种性能优越的激波捕捉格式，经过二

十余年的发展，ＷＥＮＯ格式以及各种基于 ＷＥＮＯ
格式思想的改进格式已经被广泛应用于计算流体

的各个领域，得到了学者们的认可和关注。

ＷＥＮＯ格式是由 Ｌｉｕ，Ｏｓｈｅｒ［１］等在本质无震
荡格式（ＥｓｓｅｎｔｉａｌｌｙＮｏｎＯｓｃｉｌｌａｔｏｒｙｓｃｈｅｍｅｓ，ＥＮＯ）
构造思想基础上于 １９９４年提出的。而后，Ｊｉａｎｇ
和Ｓｈｕ于１９９６年对ＷＥＮＯ格式作了进一步的改

进，给出了构造任意阶有限差分 ＷＥＮＯ格式的一
般公式（ＷＥＮＯＪＳ），并可以有效地推广到多维空
间问题［２］。但是，ＷＥＮＯ格式在极值点处精度会
降低，例如５阶精度ＷＥＮＯ格式在一阶极值点处
会降为３阶。因而，对ＷＥＮＯ格式的分析改进研
究仍备受关注，在这一方面也已经有了大量的研

究成果。其中，代表性的有ＷＥＮＯＭ，ＷＥＮＯＺ格
式等。在对ＷＥＮＯＺ格式的构造中，Ｂｏｒｇｅｓ等指出
适当增大ＷＥＮＯ格式在间断附近含间断模板函数
对应的非线性权重，可以减小耗散，增加该格式在

极值点处的精度，提高其对间断的分辨率［３］。

在Ｊｉａｎｇ和Ｓｈｕ的经典ＷＥＮＯ格式基础上，本
文在构造非线性权时引入间接光滑指数，增大间断

模板函数对应的非线性权重，提出一种新的ＷＥＮＯ
格式，记为ＷＥＮＯＥ，并进行了相关数值验证。
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１　ＷＥＮＯ格式分析

ＥＮＯ格式通过选取多个备选模板，分别构造
拟合函数，然后采用一个最光滑的插值模板对网

格界面处数值通量进行逼近，具体的ＥＮＯ格式处
理方法参见文献［４－５］。

而 ＷＥＮＯ格式的基本思想是对每一个备选
模板函数的网格界面数值通量逼近值取一定的权

重，作加权平均，即得所求通量。

１．１　ＷＥＮＯ格式基本原理

考虑一维双曲守恒律方程：

ｕｔ＋ｆ（ｕ）ｘ＝０，　ｘ∈［ａ，ｂ］ （１）
进行如下均匀网格划分：

ａ＝ｘ１／２＜ｘ３／２＜…＜ｘＮ＋１／２＝ｂ
给定单元｛ｘｉ｝，单元尺度、单元、单元中心分

别为 Δｘ＝ｘｉ＋１／２－ｘｘ－１／２，Ｉｉ＝［ｘｉ－１／２，ｘｘ＋１／２］，ｘｉ＝
（ｘｉ－１／２＋ｘｘ＋１／２）／２。

方程（１）半离散型守恒差分形式为：

ｕｔ＝－
１
Δｘ
（ｆ^ｉ＋１／２－ｆ^ｉ－１／２） （２）

ｆ^ｉ＋１／２＝ｆ^
＋
ｉ＋１／２＋ｆ^

－
ｉ＋１／２

在求解逼近数值通量 ｆ^±ｉ＋１／２过程中，选取多个
备选模板，记为 ｋ个，可以构造出 ｋ个逼近值
ｆ^±ｍ（ｘｉ＋１／２），选取一定的权重 ω

±
ｍ对其进行加权平

均，可得逼近值为 ｆ^±ｉ＋１／２ ＝∑
ｋ－１

ｍ＝０
ω±ｍｆ^

±
ｍ（ｘｉ＋１／２）。为方

便记，以下分析省去上标 ±。

１．２　经典ＷＥＮＯ（ＷＥＮＯＪＳ）格式加权方法

经典ＷＥＮＯ格式引入表征插值模板对应的
插值函数光滑程度的参数———光滑因子［２］：

βｍ ＝∑
ｋ

ｌ＝１
Δｘ２ｌ－１∫

ｘｉ＋１／２

ｘｉ－１／２

ｄｉ

ｄｘｌ
ｆ^ｍ（ｘ( )）２

ｄｘ （３）

则非线性权ωｍ构造如下：

ωｍ ＝
珟ωｍ

∑
ｋ－１

ｌ＝０
珟ωｌ

珟ωｍ ＝
ｄｍ

（ε＋βｍ）













２

（４）

其中：ｄｍ为光滑情况下由高阶与低阶插值函数确
定的线性权，亦称之为理想权重；ε为一极小量；
防止分母为０，一般取为１０－８ ～１０－６。

２　ＷＥＮＯ格式加权方法改进

经典ＷＥＮＯ加权方法中取权重时考虑了 βｍ
的二次方对相应模板函数权重的影响，在光滑处

使得非线性权ωｍ偏离理想权重 ｄｍ较大，计算截
断误差偏大［６］；在间断附近使得间断模板的权重

取值接近于０，但这样产生了过大的耗散，降低了
对间断和波动的捕捉性能［３，７］。因而本文采用一

种新的思路对其进行了改进。下文讨论中将改进

格式记为ＷＥＮＯＥ。
２．１　ＷＥＮＯＥ格式的加权处理

在对ＷＥＮＯＺ格式的构造中，Ｂｏｒｇｅｓ等指出
适当增大 ＷＥＮＯ格式在间断附近含有间断模板
函数对应的非线性权重，可以减小耗散，增加该格

式在极值点等处的精度。本文以此为出发点，在

经典ＷＥＮＯ格式计算求得光滑因子后，引入间接
光滑指数珔βｍ：

珔βｍ ＝ ∑
ｋ－１

ｌ＝０，ｌ≠ｍ
βｌ （５）

式中，珔βｍ表征其他模板光滑因子的总和，可以理
解为其他模板光滑度对ｍ模板的间接影响，构造
综合光滑因子βＥｍ及新的非线性权ω

Ｅ
ｍ如下：

βＥｍ ＝
ε＋珔βｍ
ε＋βｍ

ωＥｍ ＝
珟ωＥｍ

∑
ｋ－１

ｌ＝０
珟ωＥｌ

珟ωＥｍ ＝ｄｍβ













Ｅ
ｍ

（６）

这样使得新的非线性权中更多地考虑了各个

模板函数光滑度的相互影响。其他计算与经典

ＷＥＮＯ格式相同。
值得指出的是，式（６）中 ε仍为一极小量，与

式（４）中意义相同。在下文相关数值计算中，如
无特别说明，均取 ε＝１０－６。相关计算表明其取
值对格式计算结果影响很小。

２．２　权重分析

通过上文加权方法的阐述，现对５阶的改进
前后两种 ＷＥＮＯ格式中非线性权进行分析。考
虑一般情况，以下分析取ε＝０，省去其影响。

在光滑区，具体考察第一个插值模板的非线

性权，有：

ω０＝
ｄ０

ｄ０＋ｄ１
β０
β( )
１

２

＋ｄ２
β０
β( )
２

２ （７）

ωＥ０＝ｄ０ ｄ０＋ｄ１
β０
β１＋β( )

２

β０＋β２
β( )
１

[ ＋

ｄ２
β０
β１＋β( )

２

β０＋β１
β( ) ]
２

　 　

　＝
ｄ０

ｄ０＋ｄ１
β０
β( )
１

β０＋β２
β１＋β( )

２

＋ｄ２
β０
β( )
２

β０＋β１
β２＋β( )

１

（８）

·０４·
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而ｄ０＝
ｄ０

ｄ０＋ｄ１＋ｄ２
，可以看到式（８）、式（９）分母

中ｄｍ的系数越趋近于１，非线性权 ω０越趋近于
理想权重ｄ０。而文献［６］指出在光滑区非线性权
ωｍ越趋近于理想权重ｄｍ，误差越小。

１＜ β０
β( )
１

β０＋β２
β１＋β( )

２
＜ β０
β( )
１

２

，
β０
β１
＞１

１＝ β０
β( )
１

β０＋β２
β１＋β( )

２
＝ β０
β( )
１

２

，
β０
β１
＝１

１＞ β０
β( )
１

β０＋β２
β１＋β( )

２
＞ β０
β( )
１

２

，
β０
β１













 ＜１

（９）

同理，可以对各 ωｍ进行分析。所以，在光滑
区ωＥｍ较 ωｍ 更接近于理想权重 ｄｍ，计算更为
准确。

接下来讨论间断处二者的权重比较。假设５
阶ＷＥＮＯ格式中第一个模板包含间断，第二、三
个模板光滑，即β０远大于β１，β２，则：

ωＥ０
ωＥ１
＝
珟ωＥ０
珟ωＥ１
＝
ｄ０
ｄ１
β１
β( )
０

β１＋β２
β０＋β( )

２
≥

　
ｄ０
ｄ１
β１
β( )
０

２

＝
ω０
ω１

（１０）

同理，可以对 ωＥ０／ω
Ｅ
２进行分析，由式（１０）可

得间断模板的对应权重有所增大。

考虑如下间断问题，数值上进行验证：

ｕｔ＋ｕｘ＝０ （１１）

ｕ（ｘ，０）＝
－ｓｉｎ（πｘ）－１／２ｘ３，－１＜ｘ＜０
－ｓｉｎ（πｘ）－１／２ｘ３＋１，０≤ｘ≤{ １

对该问题，边界条件取周期性边界条件，网格

数取２００，第一次计算所得权重分布（局部区域）
如图１所示。

图１表示非线性权在间断附近的分布情况，
纵坐标取以１０为底数的对数坐标，其中虚线代表
各权重对应的理想权重，可以看出，在远离间断处

两种格式的非线性权均与理想权重符合得很好。

而在间断附近两者分布差异较大，较之 ＷＥＮＯＪＳ
格式，ＷＥＮＯＥ格式对含有间断的模板函数的权重
分配都有所增大，尤其是在间断左右两个单元处，

相应权重从１０－８～１０－６增加至１０－５～１０－３，而这可
以减小耗散，增加格式在极值点等处的精度。

图２给出网格数为２００，ｔ＝８时，式（１１）表示
的问题在间断附近的计算结果，图中虚线代表解

析解，实线代表 ＷＥＮＯＪＳ的解。可以看出，在对
间断的捕捉上，ＷＥＮＯＥ的计算结果更为陡峭，结

（ａ）ＷＥＮＯＪＳ权重
（ａ）ＷｅｉｇｈｔｓｏｆｔｈｅＷＥＮＯＪＳ

（ｂ）ＷＥＮＯＥ权重
（ｂ）ＷｅｉｇｈｔｓｏｆｔｈｅＷＥＮＯＥ

图１　含间断问题间断附近权重分布
Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｗｅｉｇｈｔｓωｋ

ｃｌｏｓｅｔｏｔｈｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ

果优于ＷＥＮＯＪＳ。

图２　线性迁移方程含有阶跃的初始间断
条件数值计算结果

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｄｖｅｃｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅ
ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｃｏｎｔａｉｎｉｎｇａｓｔｅｐ

２．３　收敛精度分析

不考虑极值点时，５阶 ＷＥＮＯＪＳ格式中通过
泰勒级数展开可得βｍ＝ｆ^′Δｘ

２［１＋ｏ（Δｘ２）］，这保
证ωｍ＝ｄｍ［１＋ｏ（Δｘ

２）］，使得 ＷＥＮＯＪＳ具有 ５
阶精度［５，８］。对于ＷＥＮＯＥ则有：

·１４·
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βＥｍ ＝
∑
２

ｌ＝０，ｌ≠ｍ
βｌ

βｍ
＝２ｆ^′Δｘ

２［１＋ｏ（Δｘ２）］
ｆ^′Δｘ２［１＋ｏ（Δｘ２）］

　 ＝２［１＋ｏ（Δｘ２）］

（１２）

ωＥｍ ＝
ｄｍβ

Ｅ
ｍ

∑
２

ｌ＝０
ｄｌβ

Ｅ
ｌ

＝
ｄｍ·２［１＋ｏ（Δｘ

２）］

∑
２

ｌ＝０
ｄｌ·２［１＋ｏ（Δｘ

２）］

　 ＝ｄｍ·［１＋ｏ（Δｘ
２）］

（１３）
由以上分析可得 ＷＥＮＯＥ格式也具有 ５阶

精度。

３　数值实验

３．１　线性迁移方程

对线性迁移方程ｕｔ＋ｕｘ＝０，分别取光滑与间断

初始条件进行数值模拟，时间离散采用３阶Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ格式离散，边界条件取周期性边界条件。
３．１．１　光滑问题

对线性迁移方程 ｕｔ＋ｕｘ＝０取初始条件为

ｕ（ｘ，０）＝ｓｉｎ（πｘ）（－１≤ｘ≤１）进行计算，校验
ＷＥＮＯＥ格式的收敛精度。计算结果误差见表
１。由表１误差分析可以看出两种格式整体均可
以达到５阶精度。值得注意的是，在相同网格下，
ＷＥＮＯＥ格式的计算误差低于 ＷＥＮＯＪＳ，这是因
为在光滑区ωＥｍ较ωｍ更接近于理想权重ｄｍ。

表１　初始条件为ｕ（ｘ，０）＝ｓｉｎ（πｘ）（－１≤ｘ≤１）
时线性迁移方程计算误差

Ｔａｂ．１　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｕ（ｘ，０）＝ｓｉｎ（πｘ）（－１≤ｘ≤１）

网格 Ｌ１误差
Ｌ１精

度阶
Ｌ∞误差

Ｌ∞精

度阶

ＷＥＮＯ
ＪＳ

１０ １．５９３７Ｅ－０２ — ２．９５９７Ｅ－０２ —

２０ ７．３９０６Ｅ－０４ ４．４３ １．４５５６Ｅ－０３ ４．３５
４０ ２．２２０１Ｅ－０５ ５．０６ ４．５８８１Ｅ－０５ ４．９９
８０ ６．８９３２Ｅ－０７ ５．０１ １．４５５５Ｅ－０６ ４．９８
１６０ ２．１５５０Ｅ－０８ ５．００ ４．１５９０Ｅ－０８ ５．１３

ＷＥＮＯ
Ｅ

１０ １．３００９Ｅ－０２ — ２．３９２１Ｅ－０２ —

２０ ５．６７３３Ｅ－０４ ４．５２ １．１１６２Ｅ－０３ ４．４２
４０ １．７２８７Ｅ－０５ ５．０４ ３．５４６０Ｅ－０５ ４．９８
８０ ５．４１６４Ｅ－０７ ５．００ １．１３２０Ｅ－０６ ４．９７
１６０ １．６９５０Ｅ－０８ ５．００ ３．２６８０Ｅ－０８ ５．１１

３．１．２　间断问题
根据文献［２］，对ｕｔ＋ｕｘ＝０取初始条件为如

下间断问题（从左至右依次为高斯分布曲线、矩

形波、三角形波、半椭圆）：

ｕ（ｘ，０）＝

１
６

Ｇ（ｘ，β，ｚ－δ）＋
４Ｇ（ｘ，β，ｚ）＋
Ｇ（ｘ，β，ｚ＋δ









）

ｘ∈［－０．８，－０．６］

　　　１　　　　 ｘ∈［－０．４，－０．２］
１－１０（ｘ－０．１） ｘ∈［０，０．２］

１
６

Ｆ（ｘ，α，ａ－δ）＋
４Ｆ（ｘ，α，ａ）＋
Ｆ（ｘ，α，ａ＋δ









）

ｘ∈［０．４，０．６］

　　　０　　　　



















其他

（１４）
其中，Ｇ（ｘ，β，ｚ）＝ｅ－β（ｘ－ｚ）２，Ｆ（ｘ，α，ａ）＝

ｍａｘ［１－α２（ｘ－ａ）２，０槡 ］，ｚ＝－０．７，δ＝０．００５，

β＝ｌｇ２
３６δ２
，ａ＝０．５，α＝１０。

取网格数为２００，在ｔ＝８时，ＷＥＮＯＪＳ格式与
ＷＥＮＯＥ格式计算结果如图３（ａ）所示，图３（ａ）中
虚线代表解析解，实线代表ＷＥＮＯＪＳ的解。

（ａ）计算结果
（ａ）Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ｂ）误差
（ｂ）Ｅｒｒｏｒ

图３　线性迁移方程取含有多种波形的
初始间断条件计算结果与误差

Ｆｉｇ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｐｏｉｎｔｗｉｓｅ
ｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅａｄｖｅｃｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｖａｒｉｏｕｓｗａｖｅｓ

·２４·
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从图出可以看出两种格式定性上都可以较好

地捕捉各间断的形状。从局部放大图图４中可得
在间断附近ＷＥＮＯＥ的计算结果更为陡峭，尤其
是在对高斯曲线的捕捉上，但是在矩形波的捕捉

上ＷＥＮＯＥ格式会引入轻微的震荡。从误差分
布图３（ｂ）上可以看出这一震荡影响很小，基本可
以忽略不计；而在间断附近的大多数网格节点处

ＷＥＮＯＥ的误差小于ＷＥＮＯＪＳ。

图４　图３（ａ）局部放大图
Ｆｉｇ．４　ＬｏｃａｌｌｙｅｎｌａｒｇｅｄｐｌｏｔｏｆＦｉｇ．３（ａ）

３．２　一维非线性Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

一维非线性Ｂｕｒｇｅｒｓ方程为：

ｕｔ＋
ｕ２( )２ ｘ

＝０ （１５）

对方程（１５）取初始条件 ｕ（ｘ，０）＝０５＋
ｓｉｎ（πｘ），取周期为２的边界条件，时间离散采用
３阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式离散，进行数值计算。
３．２．１　光滑问题

时间为 ｔ＝０５／π时，计算结果仍是光滑的。
表２给出了不同网格下两种格式的误差分析。由
表２可以看出两种格式整体均可以达到 ５阶精
度。但是，在相同网格下，ＷＥＮＯＥ格式的计算误
差低于ＷＥＮＯＪＳ。

表２　初始条件为ｕ（ｘ，０）＝０５＋ｓｉｎ（πｘ）时非线性

Ｂｕｒｇｅｒｓ方程计算误差

Ｔａｂ．２　ＥｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒＢｕｒｇｅｒｓｅｑｕａｔｉｏｎ

ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｕ（ｘ，０）＝０５＋ｓｉｎ（πｘ）

网格 Ｌ１误差
Ｌ１精

度阶
Ｌ∞误差

Ｌ∞精

度阶

ＷＥＮＯ
ＪＳ

２０ ２．０５０７Ｅ－０３ — １．２１５９Ｅ－０２ —

４０ １．１３１７Ｅ－０４ ４．１８ １．０４０１Ｅ－０３ ３．５５
８０ ４．２３４４Ｅ－０６ ４．７４ ４．７２８６Ｅ－０５ ４．４６
１６０ １．２８７０Ｅ－０７ ５．０４ １．３８６７Ｅ－０６ ５．０９
３２０ ３．３２６５Ｅ－０９ ５．２７ ４．０１９０Ｅ－０８ ５．１１
６４０ ９．０２６５Ｅ－１１ ５．２０ １．１４００Ｅ－０９ ５．１４

表２（续）

网格 Ｌ１误差
Ｌ１精

度阶
Ｌ∞误差

Ｌ∞精

度阶

ＷＥＮＯ
Ｅ

２０ １．６８０４Ｅ－０３ — １．２００６Ｅ－０２ —

４０ ９．４９２１Ｅ－０５ ４．１５ ９．４５９７Ｅ－０４ ３．６７

８０ ３．６９６７Ｅ－０６ ４．６８ ４．３１２１Ｅ－０５ ４．４６

１６０ １．１３７６Ｅ－０７ ５．０２ １．２７１３Ｅ－０６ ５．０８

３２０ ２．９３５３Ｅ－０９ ５．２８ ３．７１３０Ｅ－０８ ５．１０

６４０ ８．０５６２Ｅ－１１ ５．１９ １．０６００Ｅ－０９ ５．１３

３．２．２　间断问题
时间为ｔ＝１５／π时，解会产生激波。图５给

出网格数为４０时ＷＥＮＯＪＳ格式与ＷＥＮＯＥ格式
的计算结果。

图５中虚线代表解析解，实线代表 ＷＥＮＯＪＳ
的解。从图５中可以看出两种格式都可以较好地
捕捉激波，且都没有震荡。由局部放大图可以看出

在激波附近 ＷＥＮＯＥ格式计算结果的点值在
ＷＥＮＯＪＳ结果与解析解之间；计算激波左右点值
（横坐标分别为１２，１２５）连线的斜率，ＷＥＮＯＥ
和ＷＥＮＯＪＳ对应的斜率分别为－２４３和－２３４，
可见ＷＥＮＯＥ格式计算结果更为陡峭。

图５　初始条件为ｕ（ｘ，０）＝０５＋ｓｉｎ（πｘ）时非线性
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程计算结果

Ｆｉｇ．５　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒＢｕｒｇｅｒｓｅｑｕａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｕ（ｘ，０）＝０５＋ｓｉｎ（πｘ）

３．３　一维欧拉方程

本文对一维欧拉方程含间断的典型相关问题

进行了计算，考察ＷＥＮＯＥ格式的计算性能。求
解过程中使用 ＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ通量分裂［５，９］，时间

离散仍采用３阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式离散［５，１０］。

欧拉方程控制方程组为：

·３４·
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Ｕ
ｔ
＋Ｆ
ｘ
＝０

Ｕ＝
ρ
ρｕ









Ｅ

Ｆ＝
ρｕ
ρｕ２＋ｐ
Ｅ＋( )



























ｐｕ

（１６）

３．３．１　Ｓｏｄ问题
初始条件为：

（ρ，ｕ，ｐ）＝
（１．０，０．０，１．０）， ｘ∈［０，１］
（０．１２５，０．０，０．１）， ｘ∈（１，２{ ］

（１７）
这一问题，即经典的黎曼激波管问题，表征被

薄膜分开的两种状态不同的理想气体在薄膜破裂

后的运动状态。取网格数为 ５０，分别采用两种
ＷＥＮＯ格式计算该问题，ｔ＝０４时刻所得速度分
布如图６所示，图中虚线表示解析解，实线代表
ＷＥＮＯＪＳ格式的解。由图６可得，两种格式都可
以较好地捕捉间断，但从速度局部放大图中可以

看到ＷＥＮＯＥ格式对激波的捕捉更为陡峭，更为
准确。

图６　Ｓｏｄ问题速度分布
Ｆｉｇ．６　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｔｈｅＳｏｄｐｒｏｂｌｅｍ

３．３．２　ＬｅＢｌａｎｃ激波管
初始条件为：

（ρ，ｕ，ｐ）＝
（２．０，０．０，１０９）， ｘ∈［－１０，０］
（０．００１，０．０，１．０）， ｘ∈（０，１０{ ］

（１８）
这是初始条件为式（１８）的黎曼激波管问题。

取网格数为２４００，分别采用两种ＷＥＮＯ格式计算
该问题，ｔ＝０００１时刻所得密度与压力分布如图
７所示，图中虚线表示解析解，实线代表ＷＥＮＯＪＳ
格式的解。由图７可得，两种格式对激波位置的
捕捉误差较大，但从局部放大图中可以看到

ＷＥＮＯＥ格式的计算结果点值在 ＷＥＮＯＪＳ结果
左侧，离解析解激波位置稍近一些，对激波的捕捉

有一定改善。此外，这一问题具有很强的间断性，

ＷＥＮＯＥ格式可以取得较好的计算结果，足以证
明ＷＥＮＯＥ格式的稳定性。

（ａ）密度
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙ

（ｂ）压力
（ｂ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅ

图７　ＬｅＢｌａｎｃ激波管问题数值结果
Ｆｉｇ．７　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＬｅＢｌａｎｃ

ｓｈｏｃｋｔｕｂｅｐｒｏｂｌｅｍ

３．３．３　ＳｈｕＯｓｈｅｒ问题
初始条件为：

（ρ，ｕ，ｐ）＝

（３．８５７１４３，２．６２９３６９，
１０．３３３３）　　　　　ｘ∈ －５．[ ]－４
（１＋０．２ｓｉｎ（５ｘ），０．０，１．０）
　　　　　　　　　 ｘ∈（－４．，５










］

（１９）
该问题表征一维情况下马赫数为３的激波与

正弦熵波的相互作用［５，１１］。取网格数为２００，ｔ＝
１８时刻所得计算结果密度分布如图８所示。图
８中虚线表示基准解（基准解取网格数为２０００时
采用ＷＥＮＯＪＳ格式求得的数值结果）。由图８可
得，ＷＥＮＯＥ格式相对于ＷＥＮＯＪＳ格式可分辨出
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更多波动细节，对波峰波谷的捕捉更为精确，尤其

是在激波后的高频波动分布区。而 ＷＥＮＯＪＳ格
式的计算结果则对波动细节抹平更为严重。

图８　ＳｈｕＯｓｈｅｒ问题密度分布
Ｆｉｇ．８　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅ

ＳｈｕＯｓｈｅｒｐｒｏｂｌｅｍ

此外，还对两种格式的计算时间进行了比较。

数值结果表明 ＷＥＮＯＥ格式计算所用时间与
ＷＥＮＯＪＳ格式接近，计算效率基本相同。

４　结论

在Ｊｉａｎｇ和 Ｓｈｕ的经典 ＷＥＮＯ格式的基础
上，通过引入间接光滑指数，改变非线性权构造过

程，构造出ＷＥＮＯＥ格式。
理论分析和数值结果表明，该格式保持了与

ＷＥＮＯＪＳ格式基本相同的计算效率，取得了与之
同阶的计算精度；但在相同网格下，较 ＷＥＮＯＪＳ
格式，该格式对光滑区域的计算有更小的截断误

差，计算更为准确，对间断的捕捉更为陡峭，分辨

率更高。研究结果为 ＷＥＮＯ格式的改进提出一
种新的思路，即引入间接光滑指数，考虑了各个模

板函数光滑度的相互影响，对非线性权优化构造

具有一定的指导意义。
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