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基于多项式设计法的小推力轨迹设计

曾　奎，耿云海，谢成清
（哈尔滨工业大学 卫星技术研究所，黑龙江 哈尔滨　１５０００１）

摘　要：形状逼近法是小推力轨迹设计中的一种有效方法，然而现有的方法大都假定运动轨迹为某一特
定的形状，而且没有考虑推力加速度的约束限制。针对小推力轨道交会问题，提出一种基于多项式的轨迹设

计方法。结合极坐标系，建立基于多项式的三自由度轨迹运动模型，将轨迹设计问题转化为求解多项式的系

数问题；根据运动模型推导轨迹的动力学特性，建立约束方程，并以消耗燃料最少作为性能指标，采用序列二

次规划的方法对多项式的系数进行寻优计算。该方法不仅能求解多个形状设计参数不确定性问题，而且还

能满足推力加速度的约束限制。仿真验证了该方法的正确性和可用性，该方法可为任务设计初步阶段的轨

迹设计和燃料消耗预估提供一定的技术参考。
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　　随着空间活动的增加和任务复杂性的提升，
小推力发动机具有体积小、比冲高、推力大小可控

性强等优点，受到了工程技术人员越来越广泛的

重视［１］。由于小推力极大地增强了运动方程的

非线性，求解非常困难。现有的小推力轨迹设计

方法中最常见的方法是最优控制［２－３］，按照求解

方式的不同一般可以分为间接法［４］和直接法［５］。

然而直接法和间接法对初值均具有一定的敏感

性，间接法虽然计算精度较高，但是计算精度对初

始值有较强的依赖性，因此需要反复迭代来猜测

初始协态变量，计算量大而且耗时。因此，寻找新

的小推力轨迹设计方法非常有意义。

形状逼近法是近些年新提出的一种新方法，

由于该方法在初始轨迹设计方面效果良好，受到

人们越来越广泛的关注。但是目前的方法大都假

设运动轨迹成某一特定的曲线，在一定程度上逼

近函数模型的选取极大地限制了逼近能力，而且

对 于 推 力 约 束 问 题 常 常 捉 襟 见 肘。

Ｐｅｔｒｏｐｏｕｌｏｓ［６－７］采用指数函数的方法建立了轨迹
模型，但是该方法不能满足速度边界条件。

Ｗａｌｌ［８］设计了六阶逆多项式（ＩｎｖｅｒｓｅＰｏｌｙｎｏｍｉａｌ，
ＩＰ）的轨道交会算法，将半径表示为关于极角的逆
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多项式模型，但该方法不能满足发动机推力约束

的限制。随后，尚海滨［９］等对６阶逆多项式算法
进行了进一步的深入研究，在前人的基础上推导

了关键系数的取值范围。ＣＨＥＮＧ［１０］在Ｗａｌｌ的基
础上进行了改进，建立了三维轨迹运动模型，但是

文中 仍 然 没 有 考 虑 推 力 约 束 的 限 制。

Ａｂｄｅｌｋｈａｌｉｋ［１１］引入了傅里叶级数的逼近方法，但
是文中并未给出傅里叶函数各项系数的存在条

件。本文主要针对轨道交会任务中的小推力轨迹

设计问题，提出了一种基于多项式的轨迹设计

方法。

１　多项式设计法

一般情况下，空间任何一条曲线都可以用多

项式函数的形式来表示。因此，如果根据轨道运

动学方程和约束条件求出多项式的系数，便可以

确定航天器的转移轨迹。

对于共面情况下的轨迹设计，在极坐标系下，

航天器的位置仅与轨道半径 ｒ和极角 θ有关，确
定ｒ和θ有两种方式，一种是将 ｒ表示为 θ的函
数，通过极角θ的变化来确定ｒ；另一种是将ｒ和θ
表示为时间 ｔ的函数。本文采用第二种方式，将
轨迹模型表示为如下形式：

ｒ＝ａｒ０＋ａｒ１ｔ＋ａｒ２ｔ
２＋ａｒ３ｔ

３＋…＋ａｒｍｔ
ｍ

θ＝ａθ０＋ａθ１ｔ＋ａθ２ｔ
２＋ａθ３ｔ

３＋…＋ａθｎｔ{ ｎ
（１）

式中，ａｒ０，ａｒ１，…，ａｒｍ和 ａθ０，ａθ１，…，ａθｎ为待确定系
数，其中ｍ和 ｎ为大于３的正整数，多项式设计
法的关键就是根据任务参数和约束条件确定多项

式的系数。

极坐标系下根据牛顿引力定理，航天器的运

动方程为［１２］：

ｒ̈－ｒθ
·２＋μ

ｒ２
＝Ｔａｓｉｎα

２ｒθ
·
＋ｒθ̈＝Ｔａｃｏｓ

{
α

（２）

其中，ｒ为航天器的位置矢量 ｒ的模，即轨道半
径，α为发动机的推力方向角，Ｔａ为发动机的推
力加速度大小，μ为引力常数，具体几何关系如
图 １所示，图中 ｖ表示航天器的速度，γ为飞行
路径角。

考虑到本文研究的是小推力轨迹设计问题，

切向推力可以最快地改变航天器的动能，并且便

于发动机姿态机动，在工程上可实现性好，这里假

设推力沿着速度线方向，即：

α＝γ＋ｎπ （３）
其中，当推力方向与速度方向相同时 ｎ取１，相反
时ｎ取０。

图１　航天器轨迹
Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

根据式（２）中的第二项可得：

Ｔａ＝
２ｒθ
·
＋ｒθ̈

ｃｏｓα
（４）

将式（４）代入式（２）中的第一项可得：

　ｒ̈－ｒθ
·２＋μ

ｒ２
＝２
ｒθ
·

ｃｏｓα
ｓｉｎα

＝（２ｒθ
·
＋ｒθ̈）ｔａｎα

＝（２ｒθ
·
＋ｒθ̈）ｔａｎγ （５）

根据切向速度与径向速度的关系，可计算出

推力方向角为：

ｔａｎα＝
ｒ

ｒθ
·

（６）

将式（６）代入式（５）可得轨迹的等式约束方
程为：

ｆ（ｒ，ｒ，̈ｒ，θ
·
，θ̈）＝ｒ２（θ

·
ｒ̈－ｒθ̈）＋

θ
·
（μ－２ｒｒ２）－（ｒθ

·
）３＝０ （７）

对于发动机推力大小有限制的情况，还需要

考虑以下约束

Ｔａ
Ｔａ，( )

ｍａｘ
≤１ （８）

其中，Ｔａ，ｍａｘ表示发动机允许的最大推力加速
度值。

２　多项式系数的确定

前面通过多项式法，将小推力轨迹设计问题

转换成了求多项式的系数问题，将式（１）分别代
入式（７）和式（８），可得仅与多项式系数相关的约
束方程为：

ｆ（ａｒ０，ａｒ１，…，ａｒｍ，ａθ０，ａθ１，…，ａθｎ，ｔ）＝０ （９）
ｆ（ａｒ０，ａｒ１，…，ａｒｍ，ａθ０，ａθ１，…，ａθｎ，ｔ）≤１（１０）

·８７·
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为了准确地求解未知系数，至少需要（ｍ＋
ｎ＋２）个约束方程，这就需要对转移轨迹进行离
散化，建立每一个离散点的约束方程。为了保证

运动轨迹满足约束方程（９）和方程（１０），多项式
的系数可以分两部分求取。

２．１　可确定的多项式系数

对于给定的初始时刻状态（ｒ０，θ０，ｒ０，θ
·

０）和

末端时刻的状态（ｒｆ，θｆ，ｒｆ，θ
·

ｆ），则根据这两个状

态可以确定８个未知数。
将初始时刻ｔ０的状态参数代入式（９），可得：

ａｒ０＝ｒ０，ａθ０＝θ０

ａｒ１＝ｒ０，ａθ１＝θ
·{
０

（１１）

将末端时刻ｔｆ的状态参数代入式（９），可解出：

ａｒ（ｍ－１）
ａ[ ]
ｒｍ

＝
ｔｍ－１ｆ ｔｍｆ

（ｍ－１）ｔｍ－１ｆ ｍｔ[ ]ｍ
ｆ

－１

·

ｒｆ－（ａｒ０＋ａｒ１ｔｆ＋…＋ａｒ（ｍ－２）ｔ
ｍ－２
ｆ ）

ｔｆｒｆ－（ａｒ１ｔｆ＋…＋（ｍ－２）ａｒ（ｍ－２）ｔ
ｍ－２
ｆ

[ ]）
（１２）

ａθ（ｎ－１）
ａθ[ ]
ｎ

＝
ｔｎ－１ｆ ｔｎｆ

（ｎ－１）ｔｎ－１ｆ ｎｔ[ ]ｎ
ｆ

－１

·　　　

ｒｆ－（ａθ０＋ａθ１ｔｆ＋…＋ａθ（ｎ－２）ｔ
ｎ－２
ｆ ）

ｔｆｒｆ－（ａθ１ｔｆ＋…＋（ｎ－２）ａθ（ｎ－２）ｔ
ｎ－２
ｆ

[ ]） （１３）

需要说明的是，这里的 θｆ＝θ
～
＋Ｎｒｅｖ×２π，其

中 θ
～
表示初始时刻和末端时刻航天器位置矢量

之间的夹角，Ｎｒｅｖ代表轨迹中航天器转过的圈数，
如图 ２所示。对于轨道设计任务中终端值 θｆ无
约束的情况，θｆ可以作为一个优化参数，通过粒子
群优化算法等优化算法寻求一个最优值。

图２　极角示意图
Ｆｉｇ．２　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓｏｆａｎｇｌｅｓ

２．２　待优化系数的求解

２．２．１　优化算法
考虑到本文算法中含有等式和不等式约束方

程，采用序列 二 次 规 划 （ＳｅｑｕｅｎｃｅＱｕａｄｒａｔｉｃ
Ｐｒｏｇｒａｍ，ＳＱＰ）方法对参数进行优化求解，ＳＱＰ优

化算法是一种非常适合于求解带有等式和不等式

约束问题的有效方法，具体算法流程可参考文

献［１３］。为了避免最优解的数值不稳定情况，采
用基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法，对 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数取二次
近似，将非线性约束优化问题转化为二次规划问

题来获得最优解。本文选取的优化目标函数为消

耗燃料最小，即：

ｍｉｎＪ＝∫
ｔｆ

ｔ０
Ｔａ ｄｔ （１４）

２．２．２　求解步骤
对给定的轨道转移时间 ｔｆ，多项式的数目 ｍ

和ｎ，多项式系数的确定步骤如下：
步骤１：根据初始和末端时刻航天器的位置

和速度矢量（ｒ０，θ０，ｒｆ，θｆ，ｒ０，θ
·

０，ｒｆ，θ
·

ｆ），利用立

方多项式法（参见２３节）初步拟合一条参考转
移轨迹；

步骤２：将轨道转移时间０～ｔｆ离散成Ｎ个区
间，利用步骤１中的参考轨迹计算每个节点处的
状态参数（ｒｉ，θｉ），并通过这些状态参数解算出多
项式系数的初始值；

步骤３：采用序列二次规划优化算法，根据步
骤２中的初始值，求解满足式（９）和式（１０）的一
组多项式系数，得出优化后的转移轨迹。

２．３　多项式系数的初始值猜测

文献［１１］提供了逆多项式方法和指数正弦
函数法，但是所建立的函数模型都是将极角 θ作
为自变量，而本文中的多项式系数法采用的是将

时间作为自变量，为了能快速地计算出初始猜测

值，这里有两种可供选用的方法：双曲正切线函数

法和立方多项式法。

双曲正切函数法的ｒ和θ近似模型为：

ｒ（ｔ）＝１２ （ａｒ＋ｂｒ）＋（ｂｒ－ａｒ）ｔａｎｈ
ｔ－ｔｉ( )[ ]ω

θ（ｔ）＝１２ （ａθ＋ｂθ）＋（ｂθ－ａθ）ｔａｎｈ
ｔ－ｔｉ( )[ ]{
ω
（１５）

其中：ａｒ＝ｒ０，ｂｒ＝ｒｆ，ａθ＝θｉ，ｂθ＝θｆ，ｔｉ＝
ｔｆ
２；ω表示

测量宽度的函数，利用双曲正切函数法可以得到

较好的近似值ｒ。
立方多项式法的ｒ和θ的近似模型为：

ｒ（ｔ）＝ａｔ３＋ｂｔ２＋ｃｔ＋ｄ
θ（ｔ）＝ｅｔ３＋ｆｔ２＋ｇｔ＋{ ｈ

（１６）

其中，ａ，ｂ，ｃ，ｄ和 ｅ，ｆ，ｇ，ｈ为常数，可以通过边界
条件直接确定。

·９７·
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２．４　多项式系数的存在条件

为了避免奇异和算法不收敛的现象产生，任

务设计中轨道交会时间需要满足以下约束：

Ｈ０·
θｆ
２π
＜Ｔ＜Ｈｆ·

θｆ
２π

（１７）

式中Ｈ０和 Ｈｆ分别为初始和目标轨道的周期，这
里假设Ｈ０＜Ｈｆ。

同时，为了保证最大推力加速度值在约束范

围内，对于转移极角θｆ（θｆ≥θ
～
）还应满足：

θｆ＞
ｖ０－ｖｆ
Ｔａ，ｍａｘ

·
８μ

（ａ０＋ａｆ）槡 ３ （１８）

其中，ｖ０和 ｖｆ分别为离轨点和入轨点的速度大
小，ａ０和ａｆ为初始轨道和目标轨道的半长轴。θｆ
越大所需的最大推力加速度值越小。

３　数值仿真

边界条件和输入参数具体如表 １所示。为
了便于计算，计算过程中均采用无量纲的形式，选

取参考长度为ＤＵ（１ＤＵ＝Ｒｅ），Ｒｅ为地球半径，参

考时间为ＴＵ（１ＴＵ＝ ＤＵ３／槡 μ），发动机的最大推
力加速度限制为０１９５ｍ／ｓ２。

表１　输入参数和边界条件
Ｔａｂ．１　Ｉｎｐｕｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

边界条件和输入参数

ｒ０＝１．０５ＤＵ θ
·
ｆ＝０．５３１８ｒａｄ／ＴＵ

θ０＝０ｒａｄ Ｎｒｅｖ＝１

ｒｆ＝１．５２３４ＤＵ ｍ＝７

θｆ＝９．８３１ｒａｄ ｎ＝７

ｒ０＝０ＤＵ／ＴＵ 离散点个数＝２５

θ
·
０＝１ｒａｄ／ＴＵ ｔ０＝０

ｒｆ＝０ＤＵ／ＴＵ ｔｆ＝１３．４２５ＴＵ

仿真结果如图３～５所示，６阶逆多项式算法
（ＩＰ方法）是形状逼近法中的一种典型算法，为了
比较分析图中同时给出了 ＩＰ方法的仿真结果。
图３为航天器的转移轨迹，从图中可以看出航天
器从离轨点出发开始一段时间沿着初始轨道运

动，缓慢地加速，最后平滑的切入到目标轨道的交

会点。从仿真得出的轨迹曲线起点处位置为：

ｒ（ｔ０）＝１０５ＤＵ，速度为 ｒ（ｔ０）＝０；末端位置为
ｒ（ｔｆ）＝１５２３４ＤＵ，速度为 ｒ（ｔｆ）＝０，满足初始边
界条件约束，说明算法具有较好的计算精度，从而

证明了该方法的正确性。

图３　航天器转移轨迹
Ｆｉｇ．３　Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

地心距变化曲线如图４所示，图中两条曲线
的两端点处完全重合，说明两种方法均能满足端

点处的边界约束条件，但是从变化趋势来看，本文

方法的半径变化在中间段要比 ＩＰ方法更为平缓
一些，这也与图５中的推力加速度曲线变化相对
应。由于ＩＰ方法在算法中没有考虑推力加速度
值的约束，所以所需的最大推力加速度值超出了

允许的约束范围，而本文方法一直保持在约束范

围内，很好地满足了设计要求。

图４　地心距的变化曲线
Ｆｉｇ．４　Ｇｅｏｃｅｎｔｒｉｃｄｉｓｔａｎｃｅｐｒｏｆｉｌｅ

为了更充分地分析本文方法的正确性，采用

最优控制（高斯伪谱法）对算例进行了仿真，表２
给出了三种不同算法的部分仿真结果，从表中数

据可以看出，本文算法不仅保证了推力加速度最

大值在约束范围内，而且燃料更接近于最优控制

算法，由于ＩＰ算法只是从寻求解析解的角度给出
的仿真结果，假设转移轨迹为６阶逆多项式的形
式，在一定程度上限制了曲线的逼近能力，并没对

转移轨迹进行择优求解，因此燃料消耗较多，相对

于ＩＰ算法，本文方法的可用性更好。

·０８·
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图５　加速度变化曲线
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｒｕｓｔａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｆｉｌｅ

表２　不同的算法仿真结果对比
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｙｐｅｓｏｆ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

设计方法
Ｔａ，ｍａｘ／

（ｍ／ｓ２）

ｍａｘＴａ／

（ｍ／ｓ２）

燃料消耗Δｖ／
（ｍ／ｓ）

ＩＰ方法 — ０．２１３７ ０．１６７５

本文方法 ０．１９５０ ０．１９０５ ０．１６５４

最优控制 ０．１９５０ ０．１９５０ ０．１６５２

４　结论

针对轨道交会任务中的小推力轨迹设计问

题，提出了一种基于多项式的轨迹设计方法。该

方法主要具有以下三个优点：①模型简单，通过多
项式的方法有效地将轨迹设计问题简化成了求解

多项式的系数问题；②准确性高，本文方法不仅保
证了轨迹满足边界条件约束，还考虑了推力加速

度的限制；③可用性好，该算法避免了建模时假定
运动轨迹成某一特定形状曲线的限制，增强了形

状曲线的逼近能力，所得结果与最优控制算法非

常接近。本文方法可用于任务设计初步阶段的轨

迹设计和燃料消耗预估，该方法为小推力航天器

的任务设计提供了一种新方法。
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