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方差全局灵敏度求解的空间分割结合无迹变换方法

员婉莹，吕震宙，赵录峰
（西北工业大学 航空学院，陕西 西安　７１００７２）

摘　要：为有效计算基于方差的全局灵敏度指标尤其是非线性程度较高的响应函数的，将积分空间的可
加性以及无迹变换结合起来，利用函数在子空间内非线性程度会降低以及无迹变换方法在概率空间内对低

非线性函数性质具有强捕捉能力的特点，提出计算基于方差的全局灵敏度指标的高效方法。该方法只需产

生一组无迹变换样本就可以近似求得各阶灵敏度指标，并且该近似解随空间分割个数的增加而收敛于真值。

通过非线性程度较高的验证算例及工程算例验证了所提方法在处理非线性功能函数上的高效性和准确性。
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　　灵敏度分析主要研究的是：模型的输出不确
定性是如何分配到输入不确定性的［１］。通常，灵

敏度被分为局部灵敏度和全局灵敏度。前者主要

研究的是输入变量固定在确定值时对输出响应不

确定性的影响程度，而后者研究的是输入变量在

其整个取值域的不确定性对输出响应不确定性的

影响程度。很明显，全局灵敏度更具有实际应用

的潜能，并且已经应用到了很多领域，如：风险分

析［１－２］、结构安全［３］和环境工程［４］等。目前，全

局灵敏度的度量模型主要分为三类：非参模型

（相关系数模型）［５］、基于方差的模型［６－８］、矩独

立模型［９－１１］。在众多模型中，基于方差的模型

（又称 Ｓｏｂｏｌ指标）应用最为广泛，它由 Ｓｏｂｏｌ和
Ｓａｌｔｅｌｌｉ等提出，满足“全局性、可量化性、模型独
立性”。在基于方差的全局灵敏度指标的求解

中，最关键的是精确地求解无条件和条件方差，即

二阶中心矩。目前，求矩的方法很难精确地求解

非线性程度很高的功能函数的矩，如三点估计

法［１２］、标准无迹变换（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，
ＵＴ）［１３］以及高阶ＵＴ［１４］。尽管蒙特卡洛数值模拟
法（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ＭＣＳ）和稀疏网格法
（ＳｐａｒｓｅＧｒｉｄｎｕｍｅｒｉｃａｌＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ，ＳＧＩ）［１５］可以
计算非线性程度很高的功能函数的二阶中心距，

但是需要的成本很高，因此本文提出空间分割

（ＳｐａｃｅＰａｒｔｉｔｉｏｎ，ＳＰ）和 ＵＴ结合的思想，利用子
空间内函数的非线性程度的降低以及 ＵＴ对低非
线性程度函数性质捕捉能力强的特点，高效精确

地计算功能函数的二阶中心距。

文献［１６］中提出了空间划分的思想来求解
基于方差的全局灵敏度指标，该方法的优越性是

利用一组随机样本来求解所有输入变量的各阶灵

敏度指标。本文在该方法的基础上建立了高效的
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灵敏度分析方法，所建立的方法只需利用一组子

空间划分即可求得所有输入变量的各阶灵敏度指

标。与文献［１６］方法相比，本文方法并没有采用
随机抽样的思想，因而其结果不存在随机性，并且

所建立的方法随子空间数的增加而收敛于真值。

１　无迹变换

ＵＴ方法首先根据概率分布的一些特征，如均
值、协方差等来确定地产生一组 Ｓｉｇｍａ点以及相
应的权值。其次，将 Ｓｉｇｍａ点代入到非线性函数
中，得到变换的样本点，这些变换后的 Ｓｉｇｍａ点可
以用来估计非线性函数的均值和协方差，文

献［１７］给出了ＵＴ的具体过程。低阶 ＵＴ在仅匹
配先验状态的均值和协方差的情况下，对非线性

函数 Ｙ＝ｇ（Ｘ）的均值和协方差的 估 计

珋ｚ＝∑
ｐ

ｌ＝１
Ｗｌｚｌ和Ｐｚｚ＝∑

ｐ

ｌ＝１
Ｗｌ（ｚｌ－珋ｚ）（ｚｌ－珋ｚ）

Ｔ可以

达到三阶精度［１８］，其中Ｗｌ表示相应的权值，ｚｌ为
Ｓｉｇｍａ点代入非线性函数中得到的相应的非线性
函数响应值，珋ｚ表示非线性函数ｇ（Ｘ）的均值估计
值，Ｐｚｚ表示非线性函数ｇ（Ｘ）的协方差估计值。

参考文献［１９］给出了标准 ＵＴ的 Ｓｉｇｍａ点和
相应权值的产生方式：

ｓ０＝Ｘ （１）

ｓｌ＝Ｘ＋
ｎ

１－Ｗ０
Ｐ

槡( )ＸＸ
ｌ
Ｗｌ＝

１－Ｗ０
２ｎ （ｌ＝１，…，ｎ）

（２）

ｓｌ＋ｎ＝Ｘ－
ｎ

１－Ｗ０
Ｐ

槡( )ＸＸ
ｌ
Ｗｌ＋ｎ＝

１－Ｗ０
２ｎ （ｌ＝１，…，ｎ）

（３）

其中，Ｘ表示输入变量的均值向量 槡， ·表示矩阵

的平方根分解，（）ｌ表示矩阵的第 ｌ行或第 ｌ列，
权值 Ｗ０与输入变量的均值有关，它控制着其他
Ｓｉｇｍａ点的位置，通常情况下，选择Ｗ０＝０

［１３，２０］。

２　方差全局灵敏度指标计算的ＳＰＵＴ方法

２．１　基于方差的全局灵敏度指标及其近似计算

设Ｙ＝ｇ（Ｘ），Ｘ＝｛Ｘ１，…，Ｘｎ｝为 ｎ维随机变

量，Ｘｉ对Ｙ方差贡献的一阶指标可定义为
［７，２１］：

Ｓｉ＝
ＶＸｉ［ＥＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］

Ｖ（Ｙ） （４）

其中：Ｖ（Ｙ）为模型输出的总方差，由全方差公式
ＥＸｉ［ＶＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］＋ＶＸｉ［ＥＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］＝Ｖ（Ｙ）得
ＶＸｉ［ＥＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］＝Ｖ（Ｙ）－ＥＸｉ［ＶＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］；
ＥＸｉ［ＶＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］衡量Ｘｉ在其整个分布域取值时

模型输出响应量的剩余方差的平均值，因此

ＶＸｉ［ＥＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］衡量的是 Ｘｉ在其整个分布域取
值时输出响应量方差的平均减小量，Ｘ－ｉ表示除
去Ｘｉ变量的其他输入变量组成的向量。Ｓｉ越大，
表示Ｘｉ对输出方差的影响越大，即该变量越重
要。对于一组输出变量 ＸＲ＝｛Ｘｉ１，…，Ｘｉｒ｝（Ｘｉｒ∈
｛Ｘ１，…，Ｘｎ｝，ｒ∈（１，２，…，ｎ））其 ｒ阶方差贡献指
标ＳＲ有类似定义：

ＳＲ＝
ＶＲ［Ｅ－Ｒ（Ｙ｜ＸＲ）］

Ｖ（Ｙ） （５）

一阶方差贡献总指标以及ｒ阶方差贡献总指
标定义如下：

ＳＴｉ＝
Ｖ（Ｙ）－ＶＸ－ｉ［ＥＸｉ（Ｙ｜Ｘ－ｉ）］

Ｖ（Ｙ） （６）

ＳＴＲ＝
Ｖ（Ｙ）－Ｖ－Ｒ［ＥＲ（Ｙ｜Ｘ－Ｒ）］

Ｖ（Ｙ） （７）

基于方差的全局灵敏度的意义和性质已经被

很多学者进行了深入的研究。但是，如何高效准

确地计算它们，仍是一个比较有挑战性的问题。

文献［１６］为利用一组随机样本来求解各个变量
的一阶方差贡献指标，推导了如式（８）所示计算
条件方差期望的公式：

ＥＸｉ［ＶＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］≈∑
Ｎｉ

ｊｉ＝１
ＰｊｉＶ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）

＝∑
Ｎｉ

ｊｉ＝１
ＰｊｉＶ（Ｙ）（Ｘｉ∈［ａｊｉ－１，ａｊｉ］）

（８）

式中，Ｎｉ为Ｘｉ被划分的区间数，Ｐｊｉ＝∫
ａｊｉ

ａｊｉ－１
ｄＦＸｉ（ｘ）＝

ＦＸｉ（ａｊｉ）－ＦＸｉ（ａｊｉ－１）（ＦＸｉ（·）为Ｘｉ的累积分布函
数）表示Ｘｉ落入Ａｊｉ＝［ａｊｉ－１，ａｊｉ］区间的概率。当

Ａｊｉ区间无限小，上述近似等号变为等号
［１６］。由

式（８）得，方差贡献的一阶指标可以有如下所示
的近似计算公式：

Ｓｉ＝
Ｖ（Ｙ）－ＥＸｉ［ＶＸ－ｉ（Ｙ｜Ｘｉ）］

Ｖ（Ｙ） 　　

≈１－
∑
Ｎｉ

ｊｉ＝１
Ｐｊｉ［Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）］

Ｖ（Ｙ） （９）

文献［１６］采用的是一组随机样本中 Ｘｉ∈Ａｊｉ
所对应的输出响应样本来计算 Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）
（ｊｉ＝１，…，Ｎｉ），本文在式（９）的基础上提出了新
的算法，具体的思路及实现过程见下。

２．２　Ｓｉ近似求解的ＳＰＵＴ方法

从Ｓｉ的近似计算公式中可以看出，只要计算

·７６１·
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出Ｖ（Ｙ）和Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）即可。ＵＴ方法可以非
常高效地采用２ｎ＋１次函数调用就求得非线性程
度不高于三阶的问题的均值和方差，其效率远高

于蒙特卡洛方法。但如果所研究问题的非线性程

度较高，则 ＵＴ方法的精度水平将大大下降。为
解决该问题，本文将采用局部化输出响应函数并

结合ＵＴ的方法，其基本思路就是将求解Ｖ（Ｙ）及
Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）（ｊｉ＝１，…，Ｎｉ）的积分全域分割为
有限子空间，通常，子空间内局部函数的非线性程

度会大大低于全域函数的非线性程度，这将使在

局部区域中采用 ＵＴ方法可以得到高精度的解，
并且求解Ｖ（Ｙ）的局部化子空间可以重复利用来
求解所有变量的一阶及高阶方差灵敏度因子，其

实现过程将分为两步，第一步是 Ｖ（Ｙ）的求解，第
二步是重复利用Ｖ（Ｙ）求解过程中产生的子空间
中的ＵＴ样本点，求得各个变量的各阶方差灵敏
度因子。

２．２．１　输出响应均值和方差的计算
ＳＰＵＴ方法首先是将每一维输入空间Ｘｉ（ｉ＝

１，２，…，ｎ）等概率地划分为Ｎｉ个互不重叠且充满
整个取值区域的子空间 Ａｊｉ＝［ａｊｉ－１，ａｊｉ］（ｊｉ＝１，
２，…，Ｎｉ），在此划分下输出响应 Ｙ的均值 Ｅ（Ｙ）
和方差Ｖ（Ｙ）的计算策略如下所述：

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ｇ（Ｘ））＝∫…∫ｇ（ｘ）ｆＸ（ｘ）ｄｘ
＝∑

Ｎ１

ｊ１＝１
…∑

Ｎｎ

ｊｎ＝１
∫
ａｊ１

ａｊ１－１
…∫

ａｊｎ

ａｊｎ－１
ｇ（ｘ）ｆＸ（ｘ）ｄｘ

（１０）
在子积分空间Ａｊ１，ｊ２，…，ｊｎ ＝Ａｊ１∩Ａｊ２∩…∩Ａｊｎ ＝

∩
ｎ

ｋ＝１
ｘｊｋ∈［ａｊｋ－１，ａｊｋ］（ｊｋ∈（１，…，Ｎｋ），ｋ＝１，２，…，

ｎ）中，Ｘ的联合密度函数变为：

ｆＸ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ）（ｘ）＝

ｆＸ（ｘ）

∫
ａｊ１

ａｊ１－１
…∫

ａｊｎ

ａｊｎ－１
ｆＸ（ｘ）ｄｘ

ｘ∈Ａｊ１，ｊ２，…，ｊｎ

０
{

其他

（１１）

因此，式（１０）可等价表示为：

Ｅ（Ｙ）＝∫…∫ｇ（ｘ）ｆＸ（ｘ）ｄｘ
＝∑

Ｎ１

ｊ１＝１
…∑

Ｎｎ

ｊｎ＝１
Ｐｊ１，ｊ２，…，ｊｎ∫

ａｊ１

ａｊ１－１
…

　∫
ａｊｎ

ａｊｎ－１
ｇ（ｘ）ｆＸ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ）（ｘ）ｄｘ （１２）

式中，Ｐｊ１，…，ｊｎ ＝∫
ａｊ１

ａｊ１－１
… ∫

ａｊｎ

ａｊｎ－１
ｆＸ（ｘ）ｄｘ是 ｘ∈

Ａｊ１，ｊ２，…，ｊｎ的概率。在减缩的子空间Ａｊ１，ｊ２，…，ｊｎ内应用
ＵＴ方法则可得：

Ｅ（Ｙ）＝∫…∫ｇ（ｘ）ｆＸ（ｘ）ｄｘ
≈∑

Ｎ１

ｊ１＝１
…∑

Ｎｎ

ｊｎ＝１
Ｐｊ１，ｊ２，…，ｊｎ ∑

２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌｇ（ｓｌ[ ]） （１３）

式中，Ｗｌ（ｌ＝１，…，２ｎ＋１）以及ｓｌ（ｌ＝１，…，２ｎ＋１）
是由减缩空间 Ａｊ１，ｊ２，…，ｊｎ 内的概率密度函数
ｆＸ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ）（ｘ）产生的Ｘ的第ｌ个权值及相应的 ｎ
维Ｓｉｇｍａ点。

输出响应的方差计算公式可类似地有如下

表达：

Ｖ（Ｙ）＝∫…∫｛ｇ（ｘ）－Ｅ［ｇ（ｘ）］｝２ｆＸ（ｘ）ｄｘ
≈∑

Ｎ１

ｊ１＝１
…∑

Ｎｎ

ｊｎ＝１
Ｐｊ１，ｊ２，…，ｊｎ∑

２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌ［ｇ（ｓｌ）－Ｅ（Ｙ）］{ }２

（１４）
２．２．２　输出响应条件方差Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）及Ｓｉ

的计算

同样，利用 ＳＰＵＴ方法计算 Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈ Ａｊｉ）
的数学表达式为：

　Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）

＝∫
…
∫［ｇ（ｘ）－Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）］２ｆ（Ｘｉ∈Ａｊｉ）Ｘ （ｘ）ｄｘ

≈∑
Ｎ１

ｊ１＝１
…∑

Ｎｉ－１

ｊｉ－１＝１
∑
Ｎｉ＋１

ｊｉ＋１＝１
…∑

Ｎｎ

ｊｎ＝１
Ｐｊ１，…，ｊｉ－１，ｊｉ＋１，…，ｊｎ×

　 ∑
２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌ［ｇ（ｓｌ）－Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）］{ }２ （１５）

式中，Ｐｊ１，…，ｊｉ－１，ｊｉ＋１，…，ｊｎ ＝∫
ａｊ１

ａｊ１－１
… ∫

ａｊｉ－１

ａｊｉ－１－１
∫
ａｊｉ＋１

ａｊｉ＋１－１
…

∫
ａｊｎ

ａｊｎ－１
ｆ（Ｘｉ∈Ａｊｉ）Ｘ （ｘ）ｄｘ。ｆ（Ｘｉ∈Ａｊｉ）Ｘ （ｘ）表示Ｘｉ属于 Ａｊｉ子

区间而其他变量处于原始积分域的联合概率密度

函数，即：

ｆ（Ｘｉ∈Ａｊｉ）Ｘ （ｘ）＝

ｆＸ（ｘ）

∫…∫
ａｊｉ

ａｊｉ－１
…∫ｆＸ（ｘ）ｄｘ

Ｘｉ∈Ａｊｉ

０
{

其他

（１６）
而Ｗｌ和ｓｌ则是由密度函数，即

ｆ（Ｘｉ∈Ａｊｉ）Ｘ（ｊ１，…，ｊｉ－１，ｊｉ＋１，…，ｊｎ）（ｘ）＝

ｆ（Ｘｉ∈Ａｊｉ）Ｘ （ｘ）
Ｐｊ１，…，ｊｉ－１，ｊｉ＋１，…，ｊｎ

ｘ∈（Ａｊ１∩Ａｊ２…∩

Ａｊｉ－１∩Ａｊｉ∩Ａｊｉ＋１∩

…∩Ａｊｎ）

０










其他

（１７）
产生的Ｘ的第 ｌ个权值及相应的 ｎ维 Ｓｉｇｍａ点。
Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）采用ＳＰＵＴ估算的表达式如下：

·８６１·
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Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）＝∫…∫ｇ（ｘ）ｆ（Ｘｉ∈Ａｊｉ）Ｘ （ｘ）ｄｘ

≈∑
Ｎ１

ｊ１＝１
…∑
Ｎｉ－１

ｊｉ－１＝１
∑
Ｎｉ＋１

ｊｉ＋１＝１
…∑

Ｎｎ

ｊｎ＝１
Ｐｊ１，…，ｊｉ－１，ｊｉ＋１，…，ｊｎ·

　［∑
２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌｇ（ｓｌ）］ （１８）

通过观察计算Ｓｉ的近似计算公式（９）及近似
求解Ｖ（Ｙ）和Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ）的式（１４）和式（１５）
可见，可以重复利用计算 Ｖ（Ｙ）的子空间上的
Ｓｉｇｍａ点及相应的权值来求得所有输入变量
Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的一阶方差贡献指标 Ｓｉ，具体
过程是取计算Ｖ（Ｙ）的第 ｉ维的子区间的划分作
为式（１５）的子区间，则有下式：

Ｓｉ≈１－
１
Ｖ（Ｙ）∑

Ｎｉ

ｊｉ＝１
［ＦＸｉ（ａｊｉ）－ＦＸｉ（ａｊｉ－１）］×

∑
Ｎ１

ｊ１＝１
…∑

Ｎｉ－１

ｊｉ－１＝１
∑
Ｎｉ＋１

ｊｉ＋１＝１
…∑

Ｎｎ

ｊｎ＝１
Ｐｊ１，…，ｊｉ－１，ｊｉ＋１，…，ｊ(

ｎ
·

∑
２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌ［ｇ（ｓｌ）－Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｊｉ{ }）］２

）（１９）

对于高阶指标，仍然可以利用计算Ｖ（Ｙ）的子
空间上的Ｓｉｇｍａ点及相应的权值组合来计算，以二
阶方差指标为例进行推导，首先对ＥＸｉ，Ｘｊ［Ｖ（Ｙ｜Ｘｉ，
Ｘｊ）］进行等价变换：
　ＥＸｉ，Ｘｊ［Ｖ（Ｙ｜Ｘｉ，Ｘｊ）］

＝∫∫Ｖ（Ｙ｜Ｘｉ＝ｘｉ，Ｘｊ＝ｘｊ）ｆＸｉ，Ｘｊ（ｘｉ，ｘｊ）ｄｘｉｄｘｊ
＝∑

Ｎｉ

ｋｉ＝１
∑
Ｎｊ

ｋｊ＝１
∫
ａｋｉ

ａｋｉ－１
∫
ａｋｊ

ａｋｊ－１
Ｖ（Ｙ｜Ｘｉ＝ｘｉ，Ｘｊ＝ｘｊ）·

　
ｆＸｉ，Ｘｊ（ｘｉ，ｘｊ）

∫
ａｋｉ

ａｋｉ－１
∫
ａｋｊ

ａｋｊ－１
ｆＸｉ，Ｘｊ（ｔｉ，ｔｊ）ｄｔｉｄｔｊ

×

　 ∫
ａｋｉ

ａｋｉ－１
∫
ａｋｊ

ａｋｊ－１
ｆＸｉ，Ｘｊ（ｔｉ，ｔｊ）ｄｔｉｄｔ[ ]ｊｄｘｉｄｘｊ

＝∑
Ｎｉ

ｋｉ＝１
∑
Ｎｊ

ｋｊ＝１
Ｐｋｉ，ｋｊ∫

ａｋｉ

ａｋｉ－１
∫
ａｋｊ

ａｋｊ－１
Ｖ（Ｙ｜Ｘｉ＝ｘｉ，Ｘｊ＝ｘｊ）×

　
ｆＸｉ，Ｘｊ（ｘｉ，ｘｊ）

∫
ａｋｉ

ａｋｉ－１
∫
ａｋｊ

ａｋｊ－１
ｆＸｉ，Ｘｊ（ｔｉ，ｔｊ）ｄｔｉｄｔ

[ ]
ｊ

ｄｘｉｄｘｊ

＝∑
Ｎｉ

ｋｉ＝１
∑
Ｎｊ

ｋｊ＝１
Ｐｋｉ，ｋｊ｛ＥＸｉ，Ｘｊ［Ｖ（Ｙ｜Ｘｉ，Ｘｊ）｜Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ］｝

＝∑
Ｎｉ

ｋｉ＝１
∑
Ｎｊ

ｋｊ＝１
Ｐｋｉ，ｋｊ｛Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）－

　ＶＸｉ，Ｘｊ［Ｅ（Ｙ｜Ｘｉ，Ｘｊ）｜Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ］｝

（２０）

其中Ｐｋｉ，ｋｊ＝∫
ａｋｉ

ａｋｉ－１
∫
ａｋｊ

ａｋｊ－１
ｆＸｉ，Ｘｊ（ｔｉ，ｔｊ）ｄｔｉｄｔｊ。如果Ａｋｉ及

Ａｋｊ同时趋于０，那么ＶＸｉ，Ｘｊ［Ｅ（Ｙ｜Ｘｉ，Ｘｊ）｜Ｘｉ∈Ａｋｉ，

Ｘｊ∈Ａｋｊ］也趋于０。因此，在Ａｋｉ和Ａｋｊ无限小的情
况下，二阶（共同影响）方差指标有如下近似

表达：

Ｓｉｊ＝
Ｖ（Ｙ）－ＥＸｉ，Ｘｊ［ＶＸ－ｉ－ｊ（Ｙ｜Ｘｉ，Ｘｊ）］

Ｖ（Ｙ）

＝１－
ＥＸｉ，Ｘｊ［ＶＸ－ｉ－ｊ（Ｙ｜Ｘｉ，Ｘｊ）］

Ｖ（Ｙ）

≈１－
∑
Ｎｉ

ｋｉ＝１
∑
Ｎｊ

ｋｊ＝１
Ｐｋｉ，ｋｊ［Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）］

Ｖ（Ｙ）
（２１）

利用ＳＰＵＴ方法，Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）可
以通过下式计算：

　Ｖ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）

≈∑
Ｎ１

ｋ１＝１
…∑

Ｎｉ－１

ｋｉ－１＝１
∑
Ｎｉ＋１

ｋｉ＋１＝１
…∑

Ｎｊ－１

ｋｊ－１＝１
∑
Ｎｊ＋１

ｋｊ＋１＝１
…

　∑
Ｎｎ

ｋｎ＝１
Ｐｋ１，…，ｋｉ－１，ｋｉ＋１，…，ｋｊ－１，ｋｊ＋１，…，ｋｎ×

　 ∑
２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌ［ｇ（ｓｌ）－Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）］{ }２

（２２）

同理，Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）可计算如下：
　Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）

≈∑
Ｎ１

ｋ１＝１
…∑

Ｎｉ－１

ｋｉ－１＝１
∑
Ｎｉ＋１

ｋｉ＋１＝１
…∑

Ｎｊ－１

ｋｊ－１＝１
∑
Ｎｊ＋１

ｋｊ＋１＝１
…

　∑
Ｎｎ

ｋｎ＝１
Ｐｋ１，…，ｋｉ－１，ｋｉ＋１，…，ｋｊ－１，ｋｊ＋１，…，ｋｎ ∑

２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌｇ（ｓｌ[ ]） （２３）

重复利用计算Ｖ（Ｙ）的子空间上的 Ｓｉｇｍａ点及相
应的权值来近似计算二阶方差指标的公式如下：

Ｓｉｊ＝１－
１
Ｖ（Ｙ）∑

Ｎｉ

ｋｉ＝１
∑
Ｎｊ

ｋｊ＝１
［ＦＸｉ，Ｘｊ（ａｋｉ，ａｋｊ）－ＦＸｉ，Ｘｊ（ａｋｉ－１，ａｋｊ）[ －

ＦＸｉ，Ｘｊ（ａｋｉ，ａｋｊ－１）＋ＦＸｉ，Ｘｊ（ａｋｉ－１，ａｋｊ－１）］×

∑
Ｎ１

ｋ１＝１
…∑

Ｎｉ－１

ｋｉ－１＝１
∑
Ｎｉ＋１

ｋｉ＋１＝１
…∑

Ｎｊ－１

ｋｊ－１＝１
∑
Ｎｊ＋１

ｋｊ＋１＝１
( …

∑
Ｎｎ

ｋｎ＝１
Ｐｋ１，…，ｋｉ－１，ｋｉ＋１，…，ｋｊ－１，ｋｊ＋１，…，ｋｎ×

∑
２ｎ＋１

ｌ＝１
Ｗｌ［ｇ（ｓｌ）－Ｅ（Ｙ）（Ｘｉ∈Ａｋｉ，Ｘｊ∈Ａｋｊ）］{ })]２

（２４）
与文献［１６］中的计算方法相比，本文所提方

法计算简单，易于编程实现且无须寻找最优划分，

并且保证了每个划分子空间内都存在样本点；另

外，本文方法保证了该近似方法最初的假设条

件———随空间分割数目的增加，计算结果收敛于

真值。

·９６１·
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２．２．３　ＳＰＵＴ算法计算量的讨论

该方法的计算量为：∏
ｎ

ｉ＝１
Ｎ( )ｉ ×２×ｎ，其中Ｎｉ

表示第ｉ维变量空间的划分量，∏
ｎ

ｉ＝１
Ｎｉ表示整个积

分空间被划分的超立方体的数目。在每个超立方

体内应用ＵＴ，需产生２ｎ＋１个Ｓｉｇｍａ点，由于选择
的是标准ＵＴ，即 Ｗ０ ＝０，因此舍去第一个 Ｓｉｇｍａ
点，即在每个超立方体中仅需要调用模型２ｎ次。

３　算例分析

３１　算例１

Ｉｓｈｉｇａｍｉ函数［２２］，其数学表达式为：

ｇ＝ｓｉｎ（ｘ１）＋ａｓｉｎ（ｘ
２
２）＋ｂｘ

４
３ｓｉｎ（ｘ１） （２５）

变量Ｘｉ（ｉ＝１，２，３）相互独立且都服从（－π，π）
的均匀分布，令 ａ＝５，ｂ＝０１。采用８×８×８的
方式来等概率分割积分空间，基于方差的全局灵

敏度指标的计算结果如表１所示。

表１　基于方差的全局灵敏度指标计算结果（算例１）
Ｔａｂ．１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｖａｒｉａｎｃｅｂａｓｅｄｇｌｏｂａｌｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｉｎｄｉｃｅｓｆｏｒＩｓｈｉｇａｍｉｆｕｎｃｔｉｏｎ

方法 Ｓ１ Ｓ２ Ｓ３ Ｓ１２ Ｓ２３ Ｓ１３ Ｎｃａｌｌ

ＳＰＵＴ ０．３８０７ ０．２３４２ ６．６６Ｅ－１６ ０．６１４９ ０．２３４２ ０．６３００ ３０７２

ＭＣＳ

０．４０１８
（０．０３７１）

０．２９０６
（０．０４３０）

４．７６Ｅ－４
（０．００５６）

０．６８５９
（０．０８５７）

０．２８８９
（０．０７６５）

０．７１１９
（０．１０３５）

５０００

０．４００５
（０．０２６８）

０．２９００
（０．０２９７）

０．００２０
（０．０４２４）

０．６８８６
（０．００６１）

０．２９０１
（０．０５４８）

０．７１３８
（０．０６６８）

１００００

理论值［２２］ ０．４００７ ０．２８８２ ０ ０．６８８９ ０．２８８２ ０．７１１８

　　注：Ｎｃａｌｌ表示调用输出响应函数的次数，（·）表示单层ＭＣＳ重复１００次计算值的标准差。

　　在该算例中将积分空间分割成５１２个子空
间，在每个子空间中产生２ｎ＋１即７个 Ｓｉｇｍａ点，
又因选择标准 ＵＴ，即 Ｗ０＝０，则可以舍去第一个
Ｓｉｇｍａ点，计算量为：５１２×６＝３０７２。总贡献指标
ＳＴｉ可以通过 １－Ｓ－ｉ计算得到，即 ＳＴ１＝１－Ｓ２３，
ＳＴ２＝１－Ｓ１３，Ｓ３＝１－Ｓ１２。从表１中可以看出 ＳＰ
ＵＴ方法在排序上与理论排序是一致的，并且计算
结果也比较接近理论值，计算量也是比较少的。

表１中单层 ＭＣＳ的计算结果可以看出，其重复
１００次计算结果的标准差是比较大的，而 ＳＰＵＴ
方法计算出来的值是确定性的。除此之外，图１
给出了计算结果随空间分割数目增加而变化的图

线，从图中可以看出当积分空间划分得很小时，数

值计算结果收敛于其真实值。图 ２给出了在
３０００样本情况下，文献［１６］方法的计算结果随区
间划分数目增加的变化图，从图２可以看出其方
法在随机抽取的３０００个样本下，不同的划分数计
算出来的值是不同的，这使得很难抉择究竟如何

划分子区间才能使得计算值更接近真实值，并且

其计算结果也不随空间分割数的增加而收敛于真

值，从而更说明了本文所提方法先产生子空间后

产生ＵＴ样本点的计算策略的合理性。文献［１６］
采用的是随机抽样，图３给出了 Ｓ１在１０００个样
本、等概率产生１０个子区间的情况下计算值随计
算次数的变化图，由图可以看出，在一个确定划分

Ｐａｒｔｉｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒ———每一维输入变量区间划分的个数

图１　Ｉｓｈｉｇａｍｉ函数计算结果随空间分割数目变化图
Ｆｉｇ．１　Ｃｈａｎｇｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｅｄｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｓｕｂｓｐａｃｅｆｏｒＩｓｈｉｇａｍｉｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙＳＰＵＴ

的情况下，其计算值也是不稳定的。

３２　算例２

Ｓｏｂｏｌ′ｓＧ函数［２３］，由于其强的非单调性和强

的非线性性，在灵敏度分析中广泛被作为验证算

例。因此，本文也选择其作为验证算例来验证本

文所提出的方法。其数学表达式如下：

　 Ｙ＝Ｇ（Ｘ１，…，Ｘｎ；ａ１，…，ａｎ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｇｉ （２６）

·０７１·
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图２　文献［１６］的计算方法计算Ｉｓｈｉｇａｍｉ函数一阶
方差贡献指标随空间分割数目变化图

Ｆｉｇ．２　Ｃｈａｎｇｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｉｎｄｉｃｅｓｗｉｔｈｔｈｅ
ｉｎｃｒｅａｓｅｄｎｕｍｂｅｒｏｆｓｕｂｓｐａｃｅｆｏｒｔｈｅＩｓｈｉｇａｍｉｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｍｅｔｈｏｄｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎＲｅｆ．［１６］

图３　文献［１６］的计算方法计算Ｉｓｈｉｇａｍｉ
函数Ｓ１值随计算次数的变化图

Ｆｉｇ．３　ＣｈａｎｇｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆＳ１ｗｉｔｈｔｈｅｃｈａｎｇｅｄｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ｏｒｄｅｒｆｏｒｔｈｅＩｓｈｉｇａｍｉｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎＲｅｆ．［１６］

ｇｉ＝
｜４Ｘｉ－２｜＋ａｉ
１＋ａｉ

（２７）

其中，Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）表示ｎ个相互独立且服从
（０，１）均匀分布的随机变量。ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是
决定哪个输入变量比较重要的常数。在该算例

中，选择ｎ＝３，ａ１＝０，ａ２＝１和 ａ３＝２。表２是该
验证算例的各阶方差灵敏度指标的理论值。图４
是利用ＳＰＵＴ方法计算的结果的收敛图。

表２　基于方差的全局灵敏度指标的理论值［６］（算例２）
Ｔａｂ．２　Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｖａｒｉａｎｃｅｂａｓｅｄｇｌｏｂａｌ

ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｉｎｄｉｃｅｓｆｏｒＳｏｂｏｌ′ｓＧｆｕｎｃｔｉｏｎ［６］

Ｓ１ Ｓ２ Ｓ３ Ｓ１２ Ｓ１３ Ｓ２３

０．６６９４０．１６７４０．０７４４０．８９２６０．７６８６０．２４７９

图４　Ｓｏｂｏｌ′ｓＧ函数计算结果随空间分割数目变化图
Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｅｄｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｓｕｂｓｐａｃｅｆｏｒＳｏｂｏｌ′ｓＧｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙＳＰＵＴ

　　图 ５给出了文献［１６］的方法在随机产生
３０００个样本点的情况下一阶方差指标值随划分
空间数目增加的变化图。算例２再一次验证了所
提方法在近似计算基于方差的全局灵敏度指标上

的精确性和高效性，尤其对于形式以及性质较为

复杂的响应函数。

图５　文献［１６］的计算方法计算Ｓｏｂｏｌ′ｓＧ函数一阶
方差贡献指标随空间分割数目变化图

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｎｇｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｉｎｄｉｃｅｓｗｉｔｈｔｈｅ
ｉｎｃｒｅａｓｅｄｎｕｍｂｅｒｏｆｓｕｂｓｐａｃｅｆｏｒｔｈｅＳｏｂｏｌ′ｓＧｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｍｅｔｈｏｄｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎＲｅｆ．［１６］

３３　算例３

一钢筋混凝土梁［２４］，其极限状态函数为：

Ｇ（Ａｓ，ＦＹ，Ｆｃ）＝Ａｓ·ＦＹ·ｄ－０．５９
（Ａｓ·ＦＹ）

２

Ｆｃ·ｂ
－Ｑ

（２８）
式中，Ａｓ，ＦＹ，Ｆｃ，Ｑ，ｄ，ｂ分别为加强截面、钢的屈
服强度、混凝土抗压强度、总弯矩、梁的高度和宽

度。Ｑ，ｄ和 ｂ为已知常量分别为：２０５２ｋＮ·ｃｍ，
１９ｃｍ和１２ｃｍ。Ａｓ，ＦＹ和 Ｆｃ的统计特性如表３
所示。

·１７１·
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表３　钢筋混凝土梁输入随机变量的分布参数
Ｔａｂ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｉｎｐｕｔｓｆｏｒｔｈｅ

ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｎｃｒｅｔｅｂｅａｍ

输入变量 均值 变异系数 分布类型

ＦＹ／（ｋＮ／ｃｍ
２） ４４ ０．１０５ 正态

Ａｓ／ｃｍ
２ ４．０８ ０．０２ 正态

Ｆｃ／（ｋＮ／ｃｍ
２） ３．１２ ０．１４ 正态

在该工程算例中，采用 ＳＰＵＴ方法来计算基
于方差的全局灵敏度指标，并用大量样本下 ＭＣＳ
方法的解作为参照解，计算结果如表４所示。

采用５×５×５的积分空间分割策略来计算基
于方差的全局灵敏度指标，从计算结果中，单层

ＭＣＳ用 ５０００次模型调用量计算的结果中 ＳＡｓ，

ＳＦｃ，ＳＡｓＦｃ是不收敛的，其余计算值的标准差和均值
非常接近即收敛很慢，而１００００次的模型调用量
的计算中，ＳＡｓ和 ＳＦｃ的计算仍不收敛。然而，ＳＰ
ＵＴ方法的计算结果与采用大量样本的 ＭＣＳ方法
计算出来的结果非常接近，而所需的样本量要比

ＭＣＳ小得多，并且ＳＰＵＴ方法计算出来的值是确
定的值，从而，可以得出本文所提方法具有高效

性。为了进一步说明所提方法随着空间分割数的

增多而能收敛到真值，画出了计算结果随空间分

割数目变化的图，如图６所示。图７给出了在随
机抽取１０００个样本的情况下，利用文献［１６］方
法计算的结果随划分空间数目增加的变化图。从

图６和图７可以看出，本文方法的收敛性优于文
献［１６］方法的。

表４　钢筋混凝土梁结构基于方差的全局灵敏度指标计算结果
Ｔａｂ．４　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖａｒｉａｎｃｅｂａｓｅｄｇｌｏｂａｌｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ

ｉｎｄｉｃｅｓｆｏｒｔｈｅｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｎｃｒｅｔｅｂｅａｍ

方法 ＳＦＹ ＳＡｓ ＳＦｃ ＳＦＹＡｓ ＳＦＹＦｃ ＳＡｓＦｃ Ｎｃａｌｌ

ＳＰＵＴ ０．７８８９ ０．０２８５ ０．０７３８ ０．８２４８ ０．８６７５ ０．１０６７ ７５０

ＭＣＳ

０．８７７６
（０．０５２４）

０．０３４６
（０．１４９０）

０．０９２２
（０．１４６３）

０．９２６６
（０．２８４２）

０．９８２７
（０．２９０３）

０．１２３８
（０．１７０３）

５０００

０．８７７３
（０．０３１６）

０．０３１９
（０．０９７３）

０．０８４７
（０．０９７７）

０．９０４５
（０．１８５４）

０．９６６９
（０．１８９９）

０．１１６２
（０．１０９４）

１００００

０．８７７６
（０．０００５）

０．０３１６
（０．００１６）

０．０８６９
（０．００１５）

０．９０９３
（０．００３０）

０．９６８３
（０．００３０）

０．１１８６
（０．００１８）

５×１０７

图６　钢筋混凝土梁结构计算结果随空间分割数目变化图
Ｆｉｇ．６　Ｃｈａｎｇｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｅｄｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｓｕｂｓｐａｃｅｆｏｒｔｈｅｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｎｃｒｅｔｅｂｅａｍ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙＳＰＵＴ

４　结论

将积分空间分割与 ＵＴ结合，提出了高效计
算基于方差的全局灵敏度指标的方法，该方法忽

图７　文献［１６］的计算方法计算钢筋混凝土梁结构
一阶方差贡献指标随空间分割数目变化图

Ｆｉｇ．７　Ｃｈａｎｇｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｉｎｄｉｃｅｓｗｉｔｈｔｈｅ
ｉｎｃｒｅａｓｅｄｎｕｍｂｅｒｏｆｓｕｂｓｐａｃｅｆｏｒｔｈｅｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｎｃｒｅｔｅ
ｂｅａｍｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｍｅｔｈｏｄｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎＲｅｆ．［１６］

略了子空间内输出响应的条件期望的方差项，可

以重复利用已经产生的 ＵＴ特征点，即利用一组
特征点就可以计算所有阶的方差指标，大大提高

了ＵＴ特征点的利用率，并且该计算方法的计算
值不存在随机性且满足该近似计算方法最初的假

·２７１·
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设条件，即随空间分割个数的增加估计值收敛到

真值。验证算例以及工程算例的计算结果也说明

了所提方法在处理非线性问题上的优越性。但

是，该方法的计算量会随输入维数呈指数增长。

因此，本文所提方法目前对低维非线性程度较高

的问题有很大的优势，但是对高维问题的适用性

较差于低维问题。
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