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摘　要：针对基于方差的全局可靠性灵敏度指标，分别提出基于方差的区域和参数化可靠性灵敏度指
标，以衡量输入变量的取值区域发生变化时或输入变量的方差减小时整个输入变量系统对失效概率不确定

性贡献的变化情况。然后从Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的视角分别将所提指标表述成无条件失效域指示函数与固定
某一随机输入时的条件失效域指示函数之间的相关系数。在此转换的基础上，提出基于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的
两种求解方法，一种采用蒙特卡洛方法重复抽样进行循环计算，另一种借鉴重要抽样的思想。功能函数的计

算样本可重复使用而不增加任何额外的计算代价，故后者大大提高了求解所提区域和参数化灵敏度指标的

计算效率。算例结果验证了所提指标的合理性，同时也证明了所提方法的准确性与高效性。
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　　研究某系统的状态或输出响应对系统输入参
数和周围条件的敏感程度称为灵敏度分析［１］，通

常包括局部灵敏度分析、全局灵敏度分析和区域

灵敏度分析。局部灵敏度以各输入变量取名义值

时的偏导数作为其灵敏度；全局灵敏度则不同，主

要用来考察输入变量在其整个取值范围内变化时

对输出不确定性的影响程度，也称为重要性测

度［２］；区域灵敏度则是考量输入变量在某个特定

区间内对输出不确定性的影响程度［３－４］。局部灵

敏度只能反映特定点处的信息，而全局灵敏度和

区域灵敏度则被用来度量某个输入变量对给定输

出的平均影响程度，因此应用更为广泛。

目前，全局灵敏度分析已经发展得比较完善，

如 Ｈｅｌｔｏｎ、Ｄａｖｉｓ等 提 出 的 非 参 数 方 法
（ｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃｔｅｃｈｎｉｑｕｅ）［５］，Ｓｏｂｏｌ、Ｓａｌｔｅｌｌｉ等提
出的基于方差的指标（ｖａｒｉａｎｃｅｂａｓｅｄｉｎｄｉｃｅｓ）及
求解方法［６－９］，Ｂｏｒｇｏｎｏｖｏ、Ｃｈｕｎ和 Ｌｉｕ等提出的
矩独立的指标（ｍｏｍｅｎｔｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｉｎｄｉｃｅｓ）［１０－１４］

等。而区域灵敏度最早是 ＢｏｌａｄｏＬａｖｉｎ、Ｃａｓｔａｉｎｇｓ
和Ｔａｒａｎｔｏｌａ等提出的，首先是基于样本均值，后
来推广到样本方差［３－４］。

近年来，基于方差的重要性指标应用广泛，首
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先由Ｓｏｂｏｌ提出，后来 Ｗｅｉ等［１４］将该指标推广到

失效概率。然而，全局灵敏度不能反映输入变量

不同分布区域的贡献信息，因此区域灵敏度得到

了广泛研究，以反映输入变量内部区域产生变化

时灵敏度指标的变化情况。发展较早的为

ＢｏｌａｄｏＬａｖｉｎ等［３］ 提 出 的 样 本 均 值 贡 献

（ＣｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔｏＳａｍｐｌｅＭｅａｎ，ＣＳＭ）指标以及随后
Ｔａｒａｎｔｏｌａ等［４］提出的样本方差贡献（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｔｏＳａｍｐｌｅＶａｒｉａｎｃｅ，ＣＳＶ）指标。Ｌｉ等［１５］又在此

基础上发展了一种基于失效概率的区域灵敏度指

标。然而这种区域指标并不能反应当某输入变量

的取值区域变化时，该变量对其他各个输入变量

的重要度的影响。因此研究一种当输入变量不确

定性改变时，能够衡量所有输入变量可靠性灵敏

度变化的指标十分必要。Ｊａｎｏｎ等［１６］指出，Ｓｏｂｏｌ
提出的指标可以看作为无条件输出与某一随机输

入固定时的条件输出之间的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数，这
为求解基于方差的灵敏度提供了一种新思路。

１　基于方差的重要性测度回顾

假设结构输出响应为Ｙ，Ｘ＝［Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ］
为ｎ维不确定性输入变量，其联合概率密度函数
（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＤｅｎｓｉｔｙＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＤＦ）记为 ｆＸ（Ｘ）。

对于独立输入变量，有ｆＸ（Ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｆＸｉ（ｘｉ），其中

ｆＸｉ（ｘｉ）为变量Ｘｉ的边缘概率密度函数。
目前应用较广泛的基于方差的重要性测度指

标为Ｓｏｂｏｌ指标，定义为［７］：

Ｓｉ＝
Ｖ［Ｅ（Ｙ｜Ｘｉ）］
Ｖ（Ｙ） （１）

Ｓｉ可反映输入不确定性对输出方差的贡献
程度。类似地，Ｗｅｉ等提出了式（２）中的基于失
效概率的全局灵敏度指标［１５］：

Ｓｐｉ＝
Ｖ［Ｅ（ＩＦ｜Ｘｉ）］
Ｖ（ＩＦ）

（２）

式中：Ｆ＝｛Ｘ：ｇ（Ｘ）＜０｝为失效域；ｇ（Ｘ）为结构系
统的功能函数，定义为规定的阀值与输出响应Ｙ之

间的差值；ＩＦ＝
１　ｘ∈Ｆ
０　ｘ{ Ｆ

为失效域指示函数。Ｓｐｉ

值越大，代表Ｘｉ对失效概率 Ｐｆ的贡献越大，减小
Ｘｉ的不确定性引起的Ｐｆ的减小量也就越大

［１４］。

２　区域和参数化可靠性灵敏度指标的定义

２．１　已有的区域可靠性灵敏度指标

已有的区域灵敏度指标 ＣＳＭ和 ＣＳＶ可反映
输入变量不确定取值区域缩减为任一子分布区域

时其对输出响应均值和方差的贡献程度，如

式（３）和式（４）所示：

ＣＳＭＸｉ（ｑ）＝
１
Ｅ（Ｙ）∫

＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
∫

Ｆ－１Ｘｉ
（ｑ）

－∞

ｇ（Ｘ）∏
ｎ

ｊ＝１
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］

（３）
ＣＳＶＸｉ（ｑ）

＝ １
Ｖ（Ｙ）∫

＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
∫

Ｆ－１Ｘｉ
（ｑ）

－∞

［ｇ（Ｘ）－Ｅ（Ｙ）］２∏
ｎ

ｊ＝１
［ｆＸｉ（ｘｊ）ｄｘｊ］

（４）
其中，ｑ∈［０，１］为分位数，Ｅ（Ｙ）和Ｖ（Ｙ）分别为
输出响应样本的均值和方差，Ｆ－１Ｘｉ（ｑ）为输入变量
Ｘｉ的逆累积分布函数（ＣｕｍｕｌａｔｉｖｅＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＣＤＦ）在分位数ｑ处对应的值。可以看
出，式（３）和式（４）对除Ｘｉ以外的所有输入变量
均在［－∞，＋∞］进行积分，而对 Ｘｉ在［－∞，
Ｆ－１Ｘｉ（ｑ）］上进行积分，两种指标性质可以参考文
献［３－４］。

随后，Ｌｉ等［１５］提出了一种基于失效概率的区

域灵敏度指标 ＣＦＰＭＥ（ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔｏｆａｉｌｕｒｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｂａｓｅｄｍａｉｎｅｆｆｅｃｔ）：
ＣＦＰＭＥＸｉ（ｑ）＝

１
δｉ∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
∫

Ｆ－１Ｘｉ
（ｑ）

－∞

［Ｅ（ＩＦ｜Ｘｉ）－Ｅ（ＩＦ）］
２∏
ｎ

ｊ＝１
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］

δｉ＝Ｖ［Ｅ（ＩＦ｜Ｘｉ）］

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞
［Ｅ（ＩＦ｜Ｘｉ）－Ｅ（ＩＦ）］

２∏
ｎ

ｊ＝１
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ















］

（５）
式（５）中所提灵敏度可衡量输入Ｘｉ的取值区

域变化对其自身重要度的影响程度，却不能同时

反应其他输入变量重要度的变化趋势。

针对此，本文在 Ｗｅｉ等［１４］所提灵敏度指标

Ｓｐｉ（式（２））的基础上，提出了新的区域和参数化
的可靠性灵敏度指标。

２．２　新区域可靠性灵敏度指标

当某输入变量Ｘｋ的取值区域发生变化时（由
［－∞，＋∞］到［Ｆ－１ｋ（ｑ

（ｌ）
ｋ ），Ｆ

－１
ｋ（ｑ

（ｕ）
ｋ ）］），变量Ｘｋ

的概率密度函数ｆＸｋ（ｘｋ）更新为：

ｆＸｋ（ｘｋ）＝
ｆＸｋ（ｘｋ）

∫
Ｆ－１Ｘｋ（ｑ

（ｕ）ｋ ）

Ｆ－１Ｘｋ（ｑ
（ｌ）ｋ ）
ｆＸｋ（ｘｋ）ｄｘｋ

＝
ｆＸｋ（ｘｋ）
ｑ（ｕ）ｋ －ｑ（ｌ）ｋ

（６）
其他区域有ｆＸｋ（ｘｋ）＝０。因此，失效域指示函数
均值和方差分别更新为：

·０５·



　第２期 李宝玉，等：区域和参数化可靠性灵敏度指标及其解法

　Ｅ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ ］

＝∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ＩＦ（Ｘ）ｆＸｋ（ｘｋ）ｄｘｋ∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］

（７）
　Ｖ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）

Ｆ ］

＝∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

｛ＩＦ（Ｘ）－Ｅ［Ｉ
（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ ］｝２ｆＸｋ（ｘｋ）ｄｘｋ·

　∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］ （８）

其中，Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ 表示输入Ｘｋ的取值区域缩减为分

位 数 ［ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ
（ｕ）
ｋ ］ 对 应 的 区 间 ［Ｆ－１ｋ（ｑ

（ｌ）
ｋ ），

Ｆ－１ｋ（ｑ
（ｕ）
ｋ ）］时的失效域指示函数。

为了度量Ｘｋ取值区域发生变化时各输入变
量对Ｓｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的变化趋势，提出如下与
式（２）对应的新区域灵敏度指标：

Ｓｐｉ（ｑ
（ｌ）
ｋ ，ｑ

（ｕ）
ｋ ）＝

Ｖ｛Ｅ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ ｜Ｘｉ］｝
Ｖ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）

Ｆ ］
（９）

其中，

Ｖ｛Ｅ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）Ｆ ｜Ｘｉ］｝＝
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞

ＩＦ（Ｘ）∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］－Ｅ［Ｉ

（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ{ }］２

ｆＸｉ（ｘｉ）ｄｘｉ ｋ＝ｉ

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞

ＩＦ（Ｘ）ｆＸｋ（ｘｋ）ｄｘｋ∏
ｎ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］－Ｅ［Ｉ

（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ{ }］２

ｆＸｉ（ｘｉ）ｄｘｉ ｋ≠











 ｉ

（１０）
　　式（９）中的区域灵敏度指标可以给出输入变
量Ｘｋ的取值区域缩减为［Ｆ

－１
ｋ（ｑ

（ｌ）
ｋ ），Ｆ

－１
ｋ（ｑ

（ｕ）
ｋ ）］

时各个输入变量重要度的变化趋势。同时，式（９）
中区域指标有如下性质：

１）Ｓｐｉ（０，１）＝Ｓ
ｐ
ｉ；

２）对于任意ｑｉ∈［０，１］，都有Ｓ
ｐ
ｉ（ｑｉ，ｑｉ）＝０成立。

２．３　参数化可靠性灵敏度指标

同理，考虑输入变量 Ｘｋ的方差由 σ
２
ｋ减小为

ｑｋσ
２
ｋ（ｑｋ∈［０，１］）时，其ＰＤＦ更新为ｆＸｋ （ｘｋ）。例

如Ｘｋ服从正态分布时，其ＰＤＦ更新为ｆＸｋ （ｘｋ）＝

ｅｘｐ［－（ｘｋ－μｋ）
２／２ｑｋσ

２
ｋ］／ ２πｑ槡 ｋσｋ。

失效域指示函数的均值和方差更新为：

Ｅ［Ｉｑｋσ
２ｋ

Ｆ ］＝∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ＩＦ（Ｘ）ｆＸｋ （ｘｋ）ｄｘｋ∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］

（１１）

　Ｖ［Ｉｑｋσ
２ｋ

Ｆ ］

＝∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

｛ＩＦ（Ｘ）－Ｅ［Ｉ
ｑｋσ２ｋ
Ｆ ］｝

２ｆＸｋ （ｘｋ）ｄｘｋ·

　∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］ （１２）

其中，Ｉｑｋσ
２ｋ

Ｆ 为Ｘｋ的方差减小为ｑｋσ
２
ｋ（ｑｋ∈［０，１］）

时的失效域指示函数。

为了度量输入变量 Ｘｋ的方差由 σ
２
ｋ减小为

ｑｋσ
２
ｋ（ｑｋ∈［０，１］）时各个输入变量对失效概率的

重要度Ｓｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的变化趋势，同样提出
新的参数化灵敏度指标：

Ｓｐｉ（ｑｋ）＝
Ｖ｛Ｅ［Ｉｑｋσ

２ｋ
Ｆ Ｘｉ］｝

Ｖ［Ｉｑｋσ２ｋＦ ］
（１３）

其中，

Ｖ｛Ｅ［Ｉｑｋσ２ｋＦ ｜Ｘｉ］｝＝
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞

ＩＦ（Ｘ）∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］－Ｅ［Ｉ

ｑｋσ
２ｋ

Ｆ{ }］２
ｆＸｉ （ｘｉ）ｄｘｉ ｋ＝ｉ

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞

ＩＦ（Ｘ）ｆＸｋ （ｘｋ）ｄｘｋ∏
ｎ
［ｆＸｊ（ｘｊ）ｄｘｊ］－Ｅ［Ｉ

ｑｋσ２ｋ
Ｆ{ }］２

ｆＸｉ（ｘｉ）ｄｘｉ ｋ≠











 ｉ

（１４）
　　式（１３）中的参数化灵敏度指标可以给出输

入变量Ｘｋ的方差由σ
２
ｋ减小为ｑｋσ

２
ｋ（ｑｋ∈［０，１］）

时各个输入变量重要度的变化趋势。同时，

式（１３）中区域指标有如下性质：

１）Ｓｐｉ（１）＝Ｓ
ｐ
ｉ；

２）Ｓｐｉ（０）＝０。

２．４　区域与参数化可靠性灵敏度指标的区别与
联系

　　可以看出，２．２节中的区域可靠性灵敏度指
标是直接缩减输入变量的不确定性取值区域，通

过分位数将输入变量的取值缩减到原始取值区域

中的任一部分，而２．３节中的参数化可靠性灵敏
度指标是从输入变量的方差入手，通过比例性的

·１５·
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方式将输入变量的方差进行缩减，从而间接地实

现输入变量取值区域的缩减。两种指标采取不同

的区域缩减方式，前者直接对输入变量取值区域

进行缩减，因此称之为区域可靠性灵敏度指标；后

者则从输入变量的分布参数着手，因此称之为参

数化可靠性灵敏度指标。然而两者都是为了获取

输入变量内部取值区域变化情况下的所有输入变

量重要性的排序变化，均属于输入变量的区域可

靠性灵敏度指标。

３　区域和参数化可靠性灵敏度指标的求
解方法

３．１　区域和参数化灵敏度指标的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系
数转换

　　Ｊａｎｏｎ［１６］指出，式（１）的指标中的分子（即
Ｖ［Ｅ（Ｙ｜Ｘｉ）］）可以表示成模型的无条件输出与
固定某一输入时的条件输出之间的协方差。这个

条件输出一般可以通过固定某个感兴趣的输入变

量然后对其他变量随机采样得到，也就是［１６］：

Ｓｉ＝
Ｖ［Ｅ（Ｙ｜Ｘｉ）］
Ｖ（Ｙ） ＝Ｃｏｖ［Ｙ，Ｙ

Ｘｉ］

Ｖ（Ｙ） ＝ρ（Ｙ，ＹＸｉ）

（１５）
其中，Ｘ＝Ｘ～ｉＸｉ和Ｘ′＝Ｘ′～ｉＸ′ｉ为两个随机产生的
独立输入变量样本矩阵，Ｘｉ和Ｘ′ｉ分别为Ｘ和 Ｘ′
的第ｉ列，即第ｉ个变量的样本，Ｘ～ｉ和 Ｘ′～ｉ则分别
为Ｘ和Ｘ′的除第ｉ列以外的其他输入变量样本。
Ｙ＝ｆ（Ｘ～ｉ，Ｘｉ）为无条件输出响应，Ｙ

Ｘｉ＝ｆ（Ｘ′～ｉ，Ｘｉ）
为固定某随机输入Ｘｉ时的条件输出响应。因此，
由式（１５）可以发现Ｓｏｂｏｌ基于方差的指标代表无
条件输出与固定某一随机输入时的条件输出之间

的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数。
类似地，式（９）和式（１３）也可以表示成相关

系数的形式：

Ｓｐｉ（ｑ
（ｌ）
ｋ ，ｑ

（ｕ）
ｋ ）＝

Ｖ｛Ｅ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ ｜Ｘｉ］｝

Ｖ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ ］

＝
Ｃｏｖ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）

Ｆ ，Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）Ｘｉ
Ｆ ］

Ｖ［Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ ］

＝ρ（Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）
Ｆ ，Ｉ（ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）Ｘｉ

Ｆ ） （１６）

Ｓｐｉ（ｑｋ）＝
Ｖ｛Ｅ［Ｉｑｋσ

２ｋ
Ｆ ｜Ｘｉ］｝

Ｖ［Ｉｑｋσ
２ｋ

Ｆ ］

＝
Ｃｏｖ［Ｉｑｋσ

２ｋ
Ｆ ，Ｉ

（ｑｋσ２ｋ）Ｘｉ
Ｆ ］

Ｖ［Ｉｑｋσ
２ｋ

Ｆ ］

＝ρ（Ｉｑｋσ
２ｋ

Ｆ ，Ｉ
（ｑｋσ２ｋ）Ｘｉ
Ｆ ） （１７）

其中，Ｉ（ｑ
（ｌ）ｋ ，ｑ（ｕ）ｋ ）Ｘｉ

Ｆ 和 Ｉ（ｑｋσ
２ｋ）Ｘｉ

Ｆ 分别代表当输入变量

Ｘｋ的取值区域缩减为［Ｆ
－１
ｋ （ｑ

（ｌ）
ｋ ），Ｆ

－１
ｋ （ｑ

（ｕ）
ｋ ）］时

和当输入变量 Ｘｋ的方差减小为 ｑｋσ
２
ｋ（ｑｋ∈［０，

１］）时对应的固定随机输入 Ｘｉ时的条件失效域
指示函数。

式（１６）和式（１７）将所提区域与参数化可靠
性灵敏度指标转化为Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的形式，因
此可以从转化后的 Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的角度出发
进行指标的求解。然而值得注意的是，Ｊａｎｏｎ提出
的将Ｓｏｂｏｌ指标转化为 Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数形式的
前提是基于变量之间相互独立的情况，因此基于

Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的求解方法均只适用于输入变
量相互独立的情况。本文提出两种算法，一种采

用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法进行循环求解，结果可作为对
照解；另一种利用重要抽样的思想来进行求解。

３．２　基于 Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ求
解法

　　ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ求解法的具体步骤如下所示：
１）根据输入变量的联合 ＰＤＦｆＸ（Ｘ）产生两

个Ｎ×ｎ的输入样本矩阵Ａ和Ｂ；
２）对输入变量Ｘｋ，当给定［ｑ

（ｌ）
ｋ ，ｑ

（ｕ）
ｋ ］时利用

分位数反变换抽取２列Ｎ×１的输入变量Ｘｋ的样
本Ｋ和 Ｒ，或者当其方差缩减为 ｑｋσ

２
ｋ时，抽取２

列Ｎ×１的输入变量Ｘｋ的样本Ｋ和Ｒ；
３）当ｋ＝ｉ，将矩阵 Ａ的第 ｋ列替换为 Ｋ，组

合成新矩阵 Ｃ＝Ａ～ｋＫ并计算失效域指示函数
ＩｃＦ＝Ｇ（Ｃ）≤０；将矩阵Ｂ的第ｋ列替换为Ｋ，组合
成新矩阵Ｄ＝Ｂ～ｋＫ并计算失效域指示函数 Ｉ

Ｄ
Ｆ＝

Ｇ（Ｄ）≤０；计算区域和参数化指标为 Ｓｐｉ（ｑ
（ｌ）
ｋ ，

ｑ（ｕ）ｋ ）＝ρ（Ｉ
Ｃ
Ｆ，Ｉ

Ｄ
Ｆ）或Ｓ

ｐ
ｉ（ｑｋ）＝ρ（Ｉ

Ｃ
Ｆ，Ｉ

Ｄ
Ｆ）；

４）当ｋ≠ｉ，将矩阵 Ａ的第 ｋ列替换为 Ｋ，组
合成新矩阵 Ｃ＝Ａ～ｋＫ并计算失效域指示函数
ＩｃＦ＝Ｇ（Ｃ）≤０；将矩阵 Ｂ的第 ｋ列替换为 Ｒ，第 ｉ
列替换为 Ａ的第 ｉ列，组合成新矩阵 Ｄ＝
Ｂ～ｋ～ｉＡｉＲ并计算失效域指示函数 Ｉ

Ｄ
Ｆ＝Ｇ（Ｄ）≤０；

计算区域和参数化指标为Ｓｐｉ（ｑ
（ｌ）
ｋ ，ｑ

（ｕ）
ｋ ）＝ρ（Ｉ

Ｃ
Ｆ，

ＩＤＦ）或Ｓ
ｐ
ｉ（ｑｋ）＝ρ（Ｉ

Ｃ
Ｆ，Ｉ

Ｄ
Ｆ）；

循环步骤 ２～４，直至所有给定区间［ｑ（ｌ）ｋ ，
ｑ（ｕ）ｋ ］或给定ｑｋ求解完毕。

由上述步骤可以看出，对于每一个给定的区

间，也即步骤２～４每循环一次，功能函数计算量
为Ｎ×（ｎ＋１）。

３．３　基于 Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的重要抽样单层求
解法

　　基于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的重要抽样单层求解

·２５·
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法的具体步骤如下：

１）根据ｆＸ（Ｘ）产生两个Ｎ×ｎ的样本矩阵Ａ
和Ｂ，计算输出ＩＡＦ和Ｉ

Ｂ
Ｆ。

２）对于任意输入变量Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）构造
新矩阵Ｃｉ（将矩阵Ｂ的第 ｉ列换为矩阵 Ａ的第 ｉ
列，即Ｃｉ＝Ｂ～ｉＡｉ），并计算输出 Ｉ

Ｃｉ
Ｆ（ｉ＝１，２，…，

ｎ）。
３）当ｋ＝ｉ，对矩阵 Ａ的第 ｋ列，即 Ａｋ，按照

从小到大的顺序排为 Ａ′ｋ，序列记为 Ｍｋ，同时将 Ｉ
Ａ
Ｆ

与ＩＣｋＦ 按照Ｍｋ进行排序得到相应的Ｉ
Ａ′
Ｆ和Ｉ

Ｃ′ｋ
Ｆ。当

给定区域［ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ
（ｕ）
ｋ ］时，在 Ｉ

Ａ′
Ｆ 和 Ｉ

Ｃ′ｋ
Ｆ 中选择第

ｑ（ｌ）ｋ Ｎ＋１个到第 ｑ
（ｕ）
ｋ Ｎ个样本，记为 Ｉ

Ａ″
Ｆ 和 Ｉ

Ｃ″ｋ
Ｆ；或

当其方差缩减为 ｑｋσ
２
ｋ时，根据３σ法则选择满足

条件的Ａ′ｋ中样本对应的Ｉ
Ａ′
Ｆ和Ｉ

Ｃ′ｋ
Ｆ中的样本，分别

记为ＩＡ″Ｆ和Ｉ
Ｃ″ｋ
Ｆ，从而计算Ｓ

ｐ
ｉ（ｑ

（ｌ）
ｋ ，ｑ

（ｕ）
ｋ ）＝ρ（Ｉ

Ａ″
Ｆ，Ｉ

Ｃ″ｋ
Ｆ）

或者计算Ｓｐｉ（ｑｋ）＝ρ（Ｉ
Ａ″
Ｆ，Ｉ

Ｃ″ｋ
Ｆ）。

４）当ｋ≠ｉ，对给定［ｑ（ｌ）ｋ ，ｑ
（ｕ）
ｋ ］时或其方差缩

减为ｑｋσ
２
ｋ时，计算更新后的 ｆＸｉ（ｘｉ）或 ｆ


Ｘｉ （ｘｉ），

并计算 Ａｋ与 Ｂｋ处的概率密度比例函数 Ｒ
ａ
ｆ＝

ｆＸｋ（Ａｋ）／ｆＸｋ（Ａｋ）和Ｒ
ｂ
ｆ＝ｆＸｋ（Ｂｋ）／ｆＸｋ（Ｂｋ）（或Ｒ

ａ
ｆ＝

ｆＸｋ （Ａｋ）／ｆＸｋ（Ａｋ）和Ｒ
ｂ
ｆ＝ｆＸｋ （Ｂｋ）／ｆＸｋ（Ｂｋ））。根

据Ｒａｆ与Ｒ
ｂ
ｆ计算出给定［ｑ

（ｌ）
ｋ ，ｑ

（ｕ）
ｋ ］时或其方差缩

减为ｑｋσ
２
ｋ时的失效域指示函数的无条件均值与

方差为ＥＩＦ＝Ｅ［Ｉ
Ａ
ＦＲ
ａ
ｆ］和ＶＩＦ＝Ｅ［Ｒ

ａ
ｆ（Ｉ

Ａ
Ｆ－ＥＩＦ）

２］，

从而计算出新的指标 Ｓｐｉ（ｑ
（ｌ）
ｋ ，ｑ

（ｕ）
ｋ ）或 Ｓ

ｐ
ｉ（ｑｋ）为

ρ（ＲａｆＩ
Ａ
Ｆ，Ｒ

ｂ
ｆＩ
Ｃｉ
Ｆ）· Ｖ（ＲａｆＩ

Ａ
Ｆ）·Ｖ（Ｒ

ｂ
ｆＩ
Ｃｉ
Ｆ槡 ）／ＶＩＦ。

５）循环步骤３～４，直至所有给定区间［ｑ（ｌ）ｋ ，
ｑ（ｕ）ｋ ］或给定ｑｋ求解完毕。

基于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的重要抽样单层求解
法对所有区域的和参数化的灵敏度指标求解，总

共只需要Ｎ×（ｎ＋１）次模型计算量。

４　算例验证

４．１　Ｉｓｈｉｇａｍｉ测试函数

Ｉｓｈｉｇａｍｉ函数是一个高度非线性的显式非可
加计算模型［１７］，被广泛应用于验证各类灵敏度分

析方法，其函数表达式为

ｇ＝ｓｉｎＸ１＋５ｓｉｎ
２Ｘ２＋０．１Ｘ

４
３ｓｉｎＸ１

其中，三个输入变量 Ｘｉ（ｉ＝１，２，３）相互独立，且
均服从均匀分布Ｕ（－π，π）。将所提的区域灵敏
度指标应用于本算例，以获得输入变量不同取值

区域对所有输入重要性排序的影响。

考虑将输入变量Ｘｋ的分布区间对称缩减，即
分位数区间为［ｑｋ，１－ｑｋ］时（ｑｋ∈［０．０．５］）各输
入变量对失效概率重要度的变化曲线。图１～２
分别给出了基于 Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的两种求解方
法对应的结果，取Ｎ＝１０４。将第一种 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
法求解的结果作为对照解，通过图２与图１结果
的对比，证明了基于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的重要抽样
单层求解法的合理性和有效性，其在保证精度的

同时大大提升了计算效率，减少了模型计算量。

结合式（９）的性质１可知，区间未缩减时，即
图１～２中ｑｉ＝０时曲线与纵轴的交点即为 Ｓ

Ｐ
ｉ的

值，由图可读出 Ｓｐ１＝０２９９４，Ｓ
ｐ
２＝０１６５１，Ｓ

ｐ
３＝

００６７６，也即Ｘ１的整体不确定性对结构失效概
率的贡献最大，Ｘ３最小。由图１～２可以看出，当
输入变量Ｘ１的分位数 ｑ１＞０２时，变量 Ｘ１和 Ｘ３
的重要度开始下降，而变量Ｘ２的重要度开始逐渐
上升；在约０＜ｑ１＜０３７之间，三个输入变量的重
要性排序并没有发生变化，而在 ｑ１＞０３７之后，
三者的重要性排序与区间未缩减时的排序相比已

然发生了变化。同时，可以看出当 ｑ１逐渐靠近
０５，即Ｘ１接近固定于０点处时，Ｘ１和 Ｘ３的重要
性将会为０，这从功能函数的表达式也可以看出，
从而也说明了所给曲线的合理性。当输入变量

Ｘ２的分位数ｑ２＞０．２时，Ｘ１的重要度大幅提高，
而Ｘ２和Ｘ３的重要度渐趋于０。同时在ｑ２从０变
化到０５时，三个输入变量的重要性排序始终与
区间未缩减时排序保持一致。而当输入变量 Ｘ３
的分布区间开始对称缩减时，Ｘ２的重要度逐渐升
高，而Ｘ１和Ｘ３的重要度逐渐减小。在 ｑ３＞００８
时，三个输入变量的重要性排序已经开始发生变

化。而当ｑ３＞０３时，可以看出三个输入变量的
重要度已经基本趋于稳定，继续缩减Ｘ３的分布区
间对其并无影响。

另外，可以看出，随着三个输入变量分布区间

的缩减，各个输入变量的重要性指标的变化曲线

并非是线性单调的。

本算例中，考虑 ｑ∈［０，０４８］，每间隔 ００３
取值，因此对于 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法，计算成本为
１０４×（３＋１）×１７，而重要抽样单层求解方法的
计算成本仅为１０４×（３＋１），很大程度地减少了
计算量，从而很好地验证了该方法的高效性和

精确性。

·３５·
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图１　Ｉｓｈｉｇａｍｉ测试函数基于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ求解法结果
Ｆｉｇ．１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎＰｅａｒｓｏｎｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆＩｓｈｉｇａｍｉｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎ

图２　Ｉｓｈｉｇａｍｉ测试函数基于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的重要抽样单层求解法结果
Ｆｉｇ．２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｓｉｎｇｌｅｉｍｐｏｒｔａｎｃｅｓａｍｐｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎＰｅａｒｓｏｎｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆＩｓｈｉｇａｍｉｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎ

４．２　复合材料悬臂梁结构

如图３所示铺层的复合材料悬臂梁结构，其
承受外载荷Ｆ０作用。根据复合材料力学可求得
其自由端的位移δＴｉｐ为：

δＴｉｐ＝
Ｆ０Ｌ

３

２ｈ３
Ｅ２Ｌ－４ＧＬＴＥＴｖ

２
ＬＴ＋ＥＬ（ＥＴ＋４ＧＬＴ＋２ＥＴｖＬＴ）

ＥＬＧＬＴ（ＥＬ＋ＥＴ＋２ＥＴｖＬＴ[ ]）

图３　复合材料悬臂梁结构
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌ

现以其自由端位移不超过９６ｃｍ构建结构的
功能函数，即ｇ＝９６－δＴｉｐ。其中ｈ，Ｌ和Ｆ０分别为
悬臂梁的高度、长度和单位宽度上的载荷。ＧＬＴ为
剪切模量，ｖＬＴ是泊松比，ＥＬ和ＥＴ分别是纵向和横
向的杨氏模量。它们均服从独立正态分布，其分布

参数如表１所示。本算例考虑将所提的参数化灵
敏度指标应用于该结构，以获得输入变量方差变化

对所有输入重要性排序的影响程度。

在此考虑将输入变量Ｘｋ的方差由σ
２
ｋ变化为

ｑｋσ
２
ｋ时（ｑｋ∈［０，１］），各输入变量对失效概率重

要度的变化情况。通过计算，ｖＬＴ，ＥＬ和ＥＴ的重要
性几乎为０，且减小它们的方差并不会对其他变
量的重要性产生影响，因此本算例中仅仅给出了

四个重要变量，即 ｈ，Ｌ，Ｆ０和 ＧＬＴ的参数化灵敏度
指标曲线，两种算法的结果如图４～５所示，可以
看出两种方法所得结果吻合得非常好。

表１　复合材料悬臂梁结构随机基本变量分布参数

Ｔａｂ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

随机变量 分布类型 均值 标准差

ｈ／ｃｍ 正态 ３．８１ ０．３８１
Ｌ／ｃｍ 正态 ５０．８ ５．０８

Ｆ０／（ｋＮ／ｍ） 正态 ３５０ ３５
ＧＬＴ／ＧＰａ 正态 ９．３８ ０．９３８
ｖＬＴ 正态 ０．０３６ ０．００３６

ＥＬ／ＧＰａ 正态 １７３ １７．３
ＥＴ／ＧＰａ 正态 ３３．１ ３．３１

·４５·
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　　由图４～５可以看出，初始情况下，ｈ和 Ｌ的
重要性最高，因此本算例重点考虑它们的重要性

变化走势。由图可知，当变量ｈ的方差由σ２ｈ逐渐
缩减为０时，它的重要性ＳＰｈ基本呈线性减小的趋
势，而变量Ｌ的重要性ＳＰＬ则以越来越快的速度增
长，当方差减小到原方差７０％左右时，二者的重
要性排序开始发生变化。而当变量 Ｌ的方差由
σ２Ｌ逐渐缩减为 ０时，它的重要性基本呈线性减
小，而变量 ｈ的重要性 ＳＰｈ则是逐步增大，然而在
此过程中，两者的重要性排序始终与分布区间缩

减前一致。此外，变量 Ｆ０和 ＧＬＴ的重要性在四个

图４　复合材料悬臂梁结构基于Ｐｅａｒｓｏｎ
相关系数的ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ求解法结果

Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎＰｅａｒｓｏｎ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图５　复合材料悬臂梁结构基于Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数
的重要抽样单层求解法结果

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｉｎｇｌｅｉｍｐｏｒｔａｎｃｅｓａｍｐｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎ
Ｐｅａｒｓｏｎｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

重要变量方差缩减的过程中几乎保持不变，图中

Ｆ０和ＧＬＴ的两条重要性曲线始终都基本重合且重
要性值非常小，故可以将其重要性忽略。因此在

该工程算例中，应重点关注 ｈ和 Ｌ两个重要的变
量，通过研究它们的方差缩减情况对重要性排序

的影响，为工程实际提供指导信息。

此例中考虑 ｑ∈［００５，１］，每间隔 ００５取
值，Ｎ＝１０４，因此对于ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法，计算成本
为１０４×（７＋１）×２０，而对于单层求解方法，计算
成本仅为１０４×（７＋１），再次证明了单层方法的
高效性和精确性。

５　结论

在基于方差的全局可靠性灵敏度的基础上，

提出了区域和参数化的可靠性灵敏度指标，用来

衡量某一输入变量的取值区域缩减或方差减小时

整个输入变量系统对结构系统失效概率的重要度

的变化情况。为了方便求解，将所提指标转化为

Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数描述的形式，进而提出了基于
Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法和重要抽样
单层求解方法。ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法计算样本量大，
所得结果可作为参照解。单层求解法能在保证计

算精度的前提下大大提高计算效率。通过数值算

例与工程算例，证实了所提指标的有效性及合理

性，也证明了所提方法的高精度与高效率。

输入变量相互独立情况下，所提区域及参数

化可靠性灵敏度指标能够给出整个输入变量系统

重要性随各个输入变量分位数变化的曲线图，而

且包含了已有的全局可靠性灵敏度信息。通过调

节变量的取值区域或方差大小，就可以获取整个

输入变量系统的重要性变化情况，从而可以有根

据地开展有效的调节措施，为结构安全及优化设

计提供有效指导。
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