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摘　要：针对多约束条件下高超声速飞行器再入制导问题，提出一种基于微分变换法求解最优反馈控制
的全状态标准轨迹跟踪制导律。利用滚动时域控制方法设计易于在线执行的闭环跟踪制导策略，在每个制

导周期内将标准轨迹跟踪问题转化为线性时变系统状态调节器问题，并通过最优控制理论进一步转化为两

点边值问题，采用微分变换法进行求解获得最优反馈控制律。数值仿真表明微分变换法的引入有效解决了

传统两点边值问题求解的数值不稳定性与耗时问题，所设计的闭环制导律对状态偏差与模型不确定性具有

较强的鲁棒性，可为工程设计提供有益参考。
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　　飞行器以高超声速再入地球大气层飞行时，
面临严峻的气动力热环境，给飞行器结构、材料等

带来巨大挑战。对高超声速飞行器而言，飞行制

导是其安全飞行、成功遂行任务的有效支撑和重

要保证，然而系统面临的强非线性动力学特性、复

杂路径约束与控制约束等显著增大了再入制导律

设计的难度，有必要开展深入研究。

按再入制导策略不同，常见的高超声速飞行

制导律大致可分为预测－校正制导［１－２］和标准轨

迹制导［３－４］两类。预测－校正制导通常包括两个
步骤：一是在飞行过程中不断由飞行器当前状态

积分预测终端状态，二是依据相对于期望终端状

态的偏差对制导指令进行调整。预测－校正制导
按终端状态预测方法不同，可进一步分为解析预

测－校正和数值预测 －校正。前者预测速度快，
但精度有限，且缺少对严格飞行约束的处理能力；

后者精度较高，但数值积分计算量较大，导致预测

速度较慢。

标准轨迹制导是在预先设计满足各类约束和

任务要求的标准轨迹基础上，依据当前实际飞行

轨迹相对于标准轨迹的偏差设计反馈控制律，确

保飞行器沿标准轨迹飞行。为提高轨迹制导的鲁

棒性和实时性，有关研究主要沿两方面展开：一是

从轨迹规划方法着手，提高标准轨迹在线生成的
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快速性；二是从轨迹跟踪算法着手，研究能在线实

时解算且具有鲁棒性的跟踪算法。早期标准轨迹

再入制导主要基于阻力加速度剖面的跟踪，并成

功应用于航天飞机再入任务。虽然这种方式能够

较好地控制航程以及终端能量，但对其余状态变

量的控制能力有所欠缺。为此人们提出了基于状

态空间的标准轨迹制导方法，将轨迹跟踪问题处

理为状态调节问题来进行研究。针对线性时变系

统的状态调节问题，近年来一种基于滚动时域控

制方法的闭环制导策略被深入研究，并应用于再

入制导［３－４］、小推力轨道转移［５］等领域，取得了较

好的效果。该方法利用极大值原理将有限时域内

的最优反馈控制问题转换为两点边值问题求解，

但Ｒｉｃｃａｔｉ矩阵微分方程的传统求解方法存在耗
时长、数值不稳定等不足。文献［６］基于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
伪谱法将两点边值问题推导出的线性时变方程转

换为一系列离散线性代数方程求解。然而，该方

法需进行大量高维矩阵运算，限制了其求解效率。

近年来，微分变换法因其显著的求解效率与近似

精度广泛应用于数值求解微积分方程［７］。微分

变换法实质是求微积分方程的泰勒级数解，但其

在最优控制问题求解方面的应用并不多见。

１　问题描述

考虑地球为非旋转圆球，则半速度坐标系下

的再入飞行器运动方程［８］为：

ｒ＝Ｖｓｉｎγ

θ
·
＝Ｖｃｏｓγｓｉｎψ／（ｒｃｏｓφ）
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Ｖ
·
＝－Ｄ／ｍ－ｇｓｉｎγ
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













 φ

（１）

式中：ｒ，θ，φ和Ｖ分别为地心距、经度、纬度和速
度；航迹倾角γ是速度矢量与当地水平面的夹角，
向上为正；速度方位角 ψ为速度向量在当地水平
面投影与正北方向的夹角，顺时针旋转为正；σ为
倾侧角；Ｌ，Ｄ分别表示升力和阻力，其表达式为

Ｌ＝ρＶ２ＳｒｅｆＣＬ／２

Ｄ＝ρＶ２ＳｒｅｆＣＤ／{ ２
（２）

式中：Ｓｒｅｆ为飞行器气动参考面积；ρ为大气密度，

ρ＝ρ０ｅ
－（ｒ－Ｒ０）／Ｈｓ （３）

其中Ｈｓ＝７１１０ｍ，Ｒ０＝６３７８ｋｍ，ρ０＝１２２５ｋｇ／ｍ
３

为海平面处大气密度。

再入飞行过程中，马赫数属于高超声速范围，

气动系数近似满足阻力极线关系［９］：

ＣＤ＝ＣＤ０＋ＫＣ
２
Ｌ （４）

式中零升阻力系数ＣＤ０和诱导阻力因子 Ｋ在高超
声速下趋于常数。

定义飞行器泛化升力系数：

λ＝ＣＬ／ＣＬ （５）

式中，ＣＬ ＝ ＣＤ０槡 ／Ｋ为最大升阻比 Ｅ对应的升力
系数［９］，则飞行器的气动系数可表示为：

ＣＬ＝λＣＬ

ＣＤ＝
ＣＬ
２Ｅ
（１＋λ２{ ）

（６）

对于指定飞行器，其气动特性参数 Ｅ与 ＣＬ
的取值均已知，故可将泛化升力系数 λ作为弹道
设计参数。

考虑飞行器的热防护、结构和控制性能，飞行

过程中要求满足驻点热流密度 Ｑ、过载 ｎ、动压约
束ｑ：

Ｑ＝ＫＱ·ρ
０．５Ｖ３．１５≤Ｑｍａｘ

ｎ＝ Ｌ２＋Ｄ槡
２／ｍｇ≤ｎｍａｘ

ｑ＝０．５ρＶ２≤ｑ
{

ｍａｘ

（７）

式中：ＫＱ· 为常数，其取值与飞行器密切相关；
Ｑｍａｘ，ｎｍａｘ，ｑｍａｘ分别为飞行器允许的最大驻点热流
密度、最大过载和最大动压值。

２　闭环跟踪制导律设计

２．１　滚动时域控制策略

滚动时域控制策略如图１所示，其中ｔＥＨ为制

导指令更新周期，ｔｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ）为制导指令切
换时刻，ｔＰＨ为滚动时域长度，ｔＰ为制导算法在线
计算时间，ｕ为制导指令。滚动时域控制的基本
思想是在有限时域［ｔｋ，ｔｋ＋ｔＰＨ］（ｋ＝１，２，…，ｎ）
内，将动力学方程沿标准轨迹线性化，并以当前状

态偏差为初始状态，构建该有限时域内的最优控

制问题，求解获得反馈控制 ｕｏｐｔ（τ）（ｔｋ≤τ≤ｔｋ＋
ｔＰＨ）。值得注意的是，滚动时域控制仅选用 ｔｋ时
刻的反馈控制ｕｏｐｔ（ｔｋ）作为当前制导周期内的校
正指令，所获得的其余反馈控制 ｕｏｐｔ（τ）（ｔｋ＜τ≤
ｔｋ＋ｔＰＨ）则全部舍弃。若反馈控制指令未能在规
定时间内生成，则继续使用上一周期生成的指令；

重复上述过程直至任务结束。滚动时域控制策略

的可操作性强，且其闭环稳定性在控制理论上已

经得到证明［３］。

·４２·
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图１　滚动时域控制策略示意图
Ｆｉｇ．１　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｃｅｄｉｎｇｈｏｒｉｚｏｎｃｏｎｔｒｏｌｓｔｒａｔｅｇｙ

２．２　标准轨迹跟踪问题转化

运用滚动时域控制策略开展再入飞行制导律

设计，需要在每个有限时域内构建最优控制问题，

并求解获得最优反馈控制，从而实现标准轨迹

跟踪。

将再入运动方程式（１）在标准轨迹附近线性
化，得到线性时变偏差动力学方程：

Δｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）Δｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）Δｕ（ｔ） （８）
式中，Δｘ（ｔ）＝［Δｒ，Δθ，Δφ，ΔＶ，Δγ，Δψ］Ｔ为状态
偏差，Δｕ（ｔ）＝［Δλ，Δσ］Ｔ为反馈控制输入，系数
矩阵Ａ∈ＲＲ６×６和 Ｂ∈ＲＲ６×２的非零元素分别为：

Ａ１４＝γ，Ａ１５＝Ｖ，Ａ２１＝－
Ｖｓｉｎψ
ｒ２ｃｏｓφ

，Ａ２３＝
Ｖｓｉｎψｔａｎφ
ｒｃｏｓφ

，

Ａ２４＝
ｓｉｎψ
ｒｃｏｓφ

，Ａ２５ ＝
－Ｖγｓｉｎψ
ｒｃｏｓφ

，Ａ２６ ＝
Ｖｃｏｓψ
ｒｃｏｓφ

，Ａ３１ ＝

－Ｖｃｏｓψ
ｒ２

，Ａ３４ ＝
ｃｏｓψ
ｒ，Ａ３５ ＝

－Ｖγｃｏｓψ
ｒ ，Ａ３６ ＝

－Ｖｓｉｎψｒ ，Ａ４１＝
ｋＣＤＶ

２

Ｈｓ
，Ａ４４＝－２ｋＣＤＶ，Ａ４５＝－ｇ，

Ａ５１＝－Ｖ
ｋＣＬｃｏｓσ
Ｈｓ

＋１
ｒ( )２ ，Ａ５４＝ｋＣＬｃｏｓσ＋ｇＶ２＋１ｒ，

Ａ５５＝γ
ｇ
Ｖ－

Ｖ( )ｒ，Ａ６１＝－ＶｋＣＬｓｉｎσＨｓ ＋ｓｉｎψｔａｎθ
ｒ( )２ ，

Ａ６３＝
Ｖｓｉｎψ
ｒ （１＋ｔａｎ

２θ），Ａ６４＝ｋＣＬｓｉｎσ＋
ｓｉｎψｔａｎθ
ｒ ，

Ａ６５ ＝Ｖγ ｋＣＬｓｉｎσ－
ｓｉｎψｔａｎθ( )ｒ ，Ａ６６ ＝

Ｖｔａｎθｃｏｓψ
ｒ ，

Ｂ４１ ＝ －ｋＣＤλ Ｖ
２， Ｂ５１ ＝ｋＣＬλ Ｖｃｏｓσ，Ｂ５２ ＝

－ｋＣＬＶｓｉｎσ，Ｂ６１＝ｋＣＬλＶｓｉｎσ，Ｂ６２＝ｋＣＬＶｃｏｓσ。其
中ｋ＝ρＳｒｅｆ／（２ｍ），ＣＬλ和 ＣＤλ分别为升力／阻力系
数对泛化升力系数的导数。矩阵 Ａ，Ｂ的取值由
当前制导周期起始时刻的标准状态与输入

确定。

采用滚动时域控制策略实现标准轨迹跟踪，

则ｔｎｏｗ时刻的反馈控制可通过求解下列最优控制
问题获得：确定Δｘ（ｔ），Δｕ（ｔ），使得式（９）所示性
能指标最小，同时满足式（８）所示偏差动力学，初
始条件Δｘ（ｔｎｏｗ）以及终端条件Δｘ（ｔｅｎｄ）等于０。

Ｊ＝１２Δｘ
Ｔ（ｔｅｎｄ）ＰΔｘ（ｔｅｎｄ）＋

１
２∫

ｔｅｎｄ

ｔｎｏｗ
［ΔｘＴ（ｔ）ＱΔｘ（ｔ）＋

　 ΔｕＴ（ｔ）ＲΔｕ（ｔ）］ｄｔ （９）
式中：Ｐ，Ｑ∈ＲＲ６×６为半正定对称矩阵；Ｒ∈ＲＲ２×２

为正定对称矩阵。求解上述最优控制问题，得

到区间［ｔｎｏｗ，ｔｅｎｄ］上的最优控制 Δｕｏｐｔ（·）后，选
用当前时刻的控制输入 Δｕｏｐｔ（ｔｎｏｗ）作为当前制
导周期内的恒定输入，重复上述过程直至飞行

结束。

利用庞特里亚金极大值原理，上述最优控制

问题可转换为如下两点边值问题求解，其中正则

方程为：

Δｘ（ｔ）

Δλ
·
（ｔ[ ]） ＝ Ａ －ＢＲ－１ＢＴ

－Ｑ －Ａ[ ]Ｔ

Δｘ（ｔ）
Δλ（ｔ[ ]）

（１０）
初始条件为：

Δｘ（ｔｎｏｗ）＝Δｘ０ （１１）
横截条件为：

Δλ（ｔｅｎｄ）＝ＰΔｘ（ｔｅｎｄ） （１２）
其中Δλ（·）为协态矢量，相应的最优控制为：

Δｕｏｐｔ（ｔ）＝－Ｒ
－１ＢＴΔλ（ｔ） （１３）

３　最优反馈控制律求解

本节将利用微分变换的基本性质，将两点边

值问题转换为一系列代数方程组，进一步求解得

到最优反馈控制律。

３．１　微分变换法

微分变换与常见的傅里叶、拉普拉斯等积分

变换的区别在于其是利用微分算子确定原函数的

像函数。对于微分动力学系统，微分变换将微分

方程转换为递推代数方程，求解得到原问题的近

似解甚至解析解，能够显著减少分析处理微分约

束所需的计算量。

光滑函数 ｘ（ｔ），ｔ∈（ａ，ｂ）的 ｉ（ｉ＝０，１，
２，…）阶导数在展开点 ｔｅ∈（ａ，ｂ）处的微分变换
定义为：

Ｘｔｅ（ｉ）＝
Ｈｉ
ｉ！
ｉｘ（ｔ）
ｔ( )ｉ

ｔｅ

（１４）

式中，Ｈ＞０为比例常数。
若以｛ｔｉ｝∞ｉ＝０为基函数，则｛Ｘｔｅ（ｉ）｝

∞
ｉ＝０的逆微

分变换定义为：

·５２·
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Ξｘ（ｔ）＝∑
∞

ｉ＝０
Ｘｔｅ（ｉ）

ｔ－ｔｅ( )Ｈ

ｉ

（１５）

将式（１４）代入式（１５）中，并取前Ｎ＋１项截
断：

Ξｘ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０

ｉｘ
ｔ( )ｉ

ｔｅ

ｔ－ｔ( )
ｅ
ｉ

ｉ！ ＋ 
Ｎ＋１ｘ
ｔＮ＋( )１

ｔ＝ξ

（ｔ－ｔｅ）
Ｎ＋１

（Ｎ＋１）！

∑
Ｎ

ｉ＝０

ｉｘ
ｔ( )ｉ

ｔｅ

（ｔ－ｔｅ）
ｉ

ｉ！ ＋ＲＮ （１６）

式中：ξ为区间［ｔ，ｔｅ］上的任意数；ＲＮ为泰勒展开
定理的截断项，对充分大的 Ｎ可忽略该项。对于
光滑函数ｘ（ｔ），逆微分变换 Ξｘ（ｔ）在任意点 ｔ∈
（ａ，ｂ）处均能够收敛到原函数。

微分变换法求解一般微分方程 ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ））
的过程一般包括三步：

１）在展开点ｔｅ∈（ａ，ｂ）处利用微分变换将微
分方程转换为一系列关于 Ｘｔｅ（ｉ）的递推代数
方程；

２）根据微分方程的边值确定 Ｘｔｅ（０），并由递
推方程计算出ｘ（ｔ）的第ｉ阶导数相应的微分变换
值Ｘｔｅ（ｉ）（ｉ＝１，…，Ｎ）；
３）将微分变换值Ｘｔｅ（ｉ）（ｉ＝０，１，…，Ｎ）代入

式中，并忽略截断项，从而得到 Ｎ阶泰勒展开形
式的函数ｘ（ｔ）近似解。

值得注意的是，微分方程与递推代数方程组

间的转换依赖于微分变换的一些固有基本性质。

表１给出了求解两点边值问题所需利用的性质，
其中ｃ∈ＲＲ为常数。

表１　微分变换的运算法则

Ｔａｂ．１　Ｂａｓｉｃｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

原函数 变换函数（ｉ＝０，１，…，Ｎ）

ｘ（ｔ）±ｙ（ｔ） Ｘｔｅ（ｉ）±Ｙｔｅ（ｉ）

ｃ·ｘ（ｔ） ｃ·Ｘｔｅ（ｉ）

ｄｘ（ｔ）／ｄｔ （ｉ＋１）Ｘｔｅ（ｉ＋１）／Ｈ

３．２　求解两点边值问题

对于第２．２节给出的两点边值问题，由于其
属于线性时变系统，因此在任意时刻 ｔ∈［ｔｎｏｗ，
ｔｅｎｄ］处其解可写为：

Δｘ（ｔ）
Δλ（ｔ[ ]） ＝

Ｆ（ｔ，ｔｅｎｄ） Ｇ（ｔ，ｔｅｎｄ）

Ｌ（ｔ，ｔｅｎｄ） Ｍ（ｔ，ｔｅｎｄ[ ]） Δｘ（ｔｅｎｄ）

Δλ（ｔｅｎｄ[ ]）
（１７）

式中状态转移分块矩阵 Ｆ，Ｇ，Ｌ，Ｍ均为６×６
维，且满足：

Ｆ（ｔｅｎｄ，ｔｅｎｄ）＝Ｉ

Ｇ（ｔｅｎｄ，ｔｅｎｄ）＝０

Ｌ（ｔｅｎｄ，ｔｅｎｄ）＝０

Ｍ（ｔｅｎｄ，ｔｅｎｄ）＝










Ｉ

（１８）

将横截条件式（１２）代入式（１７）得：
Δｘ（ｔ）＝［Ｆ（ｔ，ｔｅｎｄ）＋Ｇ（ｔ，ｔｅｎｄ）Ｐ］Δｘ（ｔｅｎｄ）

Δλ（ｔ）＝［Ｌ（ｔ，ｔｅｎｄ）＋Ｍ（ｔ，ｔｅｎｄ）Ｐ］Δｘ（ｔｅｎｄ{ ）

（１９）
定义矩阵Ｖ（ｔ）和Ｗ（ｔ）分别为：

Ｖ（ｔ）＝Ｆ（ｔ，ｔｅｎｄ）＋Ｇ（ｔ，ｔｅｎｄ）Ｐ

Ｗ（ｔ）＝Ｌ（ｔ，ｔｅｎｄ）＋Ｍ（ｔ，ｔｅｎｄ）{ Ｐ
（２０）

则协态矢量Δλ（·）可表示为：
Δλ（ｔ）＝Ｗ（ｔ）Ｖ－１（ｔ）Δｘ（ｔ） （２１）

将式（１９）～（２１）代入式（１０）中得：

Ｖ
·
（ｔ）＝ＡＶ（ｔ）－ＢＲ－１ＢＴＷ（ｔ）

Ｗ
·
（ｔ）＝－ＱＶ（ｔ）－ＡＴＷ（ｔ{ ）

（２２）

相应边界条件为：

Ｖ（ｔｅｎｄ）＝Ｉ

Ｗ（ｔｅｎｄ）＝{ Ｐ
（２３）

运用微分变换方法，式（２２）在终端时刻 ｔｅｎｄ
处可变换为下列递归代数方程组：

（ｋ＋１）Ｖ＾ｔｅｎｄ（ｋ＋１）＝ＡＶ
＾
ｔｅｎｄ（ｋ）－ＢＲ

－１ＢＴＷ＾ｔｅｎｄ（ｋ）

（ｋ＋１）Ｗ＾ｔｅｎｄ（ｋ＋１）＝－ＱＶ
＾
ｔｅｎｄ（ｋ）－Ａ

ＴＷ＾ｔｅｎｄ（ｋ
{

）

（２４）

式中，Ｖ＾ｔｅｎｄ（ｉ），Ｗ
＾
ｔｅｎｄ（ｉ）表示矩阵在 ｔｅｎｄ处的 ｉ阶微

分变换，其中０阶微分变换为：

Ｖ＾ｔｅｎｄ（０）＝Ｉ

Ｗ＾ｔｅｎｄ（０）＝
{ Ｐ

（２５）

由微分逆变换定义知，矩阵 Ｖ（ｔ）和 Ｗ（ｔ）的
近似可写成Ｎ阶泰勒多项式展开形式：

Ｖ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｖ＾ｔｅｎｄ（ｋ）（ｔ－ｔｅｎｄ）

ｋ

Ｗ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｗ＾ｔｅｎｄ（ｋ）（ｔ－ｔｅｎｄ）

{ ｋ

（２６）

将式（２１）、式（２６）代入式（１３）中得最优反馈
控制输入：

Δｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＷ（ｔ）Ｖ－１（ｔ）Δｘ（ｔ）（２７）
则制导周期［ｔｎｏｗ，ｔｅｎｄ］内，系统的实际控制输入为
ｕ（ｔ）＝ｕｄ（ｔ）＋Δｕ（ｔｎｏｗ），其中 ｕｄ（ｔ）为标准轨迹
对应的控制输入剖面。

综上，微分变换法求解最优反馈控制律的基

本流程如图２所示。

·６２·
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Ｖ^ｔｅｎｄ（０）＝Ｉ，Ｗ^ｔｅｎｄ（０）＝↓


Ｐ

矩阵

Ａ，Ｂ
Ｐ，Ｑ，

→
Ｒ

（ｋ＋１）Ｖ^ｔｅｎｄ（ｋ＋１）＝ＡＶ^ｔｅｎｄ（ｋ）－ＢＲ
－１ＢＴＷ^ｔｅｎｄ（ｋ）

（ｋ＋１）Ｗ^ｔｅｎｄ（ｋ＋１）＝－ＱＶ^ｔｅｎｄ（ｋ）－Ａ
ＴＶ^ｔｅｎｄ（ｋ）

Ｖ^ｔｅｎｄ（１），Ｖ^ｔｅｎｄ（２），

Ｗ^ｔｅｎｄ（１），Ｗ^ｔｅｎｄ（２），

…，Ｖ^ｔｅｎｄ（Ｎ）

…，Ｗ^ｔｅｎｄ（Ｎ↓

 ）

　ｔｎｏｗ
→
　

Ｖ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｖ^ｔｅｎｄ（ｋ）（ｔ－ｔｅｎｄ）

ｋ

Ｗ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｋ＝０
Ｗ^ｔｅｎｄ（ｋ）（ｔ－ｔｅｎｄ）

ｋ

Ｖ（ｔｎｏｗ），Ｗ（ｔｎｏｗ↓
 ）

Δｕ（ｔｎｏｗ）＝－Ｒ
－１ＢＴＷ（ｔｎｏｗ）Ｖ

－１（ｔｎｏｗ）Δｘ（ｔｎｏｗ）

　 ｕｄ（ｔ↓
 ）

ｕ（ｔ）＝ｕｄ（ｔ）＋Δｕ（ｔｎｏｗ）

图２　微分变换法求解流程
Ｆｉｇ．２　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｌｏｗｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

４　仿真分析

以美国ＣＡＶＨ飞行器为例开展仿真分析，其
模型参数如表 ２所示［１０］，再入飞行任务描述如

表３所示。

表２　ＣＡＶＨ模型参数
Ｔａｂ．２　ＭｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＣＡＶＨ

ｍ／ｋｇ Ｓｒｅｆ／ｍ
２ Ｅ ＣＬ

９０７ ０．４８３９ ３．２４ ０．４５

表３　再入飞行任务描述
Ｔａｂ．３　Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｅｎｔｒｙｍｉｓｓｉｏｎ

约束条件 约束取值

边界约束

起始点：ｈ０＝７０ｋｍ，θ０＝０°，φ０＝０°，

Ｖ０＝６５００ｍ／ｓ，γ０＝－１°，ψ０＝９０°

终端点：ｈｆ≥２５ｋｍ，θｆ＝８０°，φｆ＝３０°

过程约束
控制量：λ∈ ［０，２］，σ∈ ［－８５°，８５°］，

ｎｍａｘ＝４ｇ，ｑｍａｘ＝１００ｋＰａ，Ｑｍａｘ≤１７００ｋＷ／ｍ
２

由于运动方程非线性强、控制输入灵敏、路径

约束严格等因素很大程度上增加了高超声速再入

飞行标准轨迹设计的难度，本文选取到达目标点

时间最短为性能指标，采用 Ｒａｄａｕ伪谱法对再入
飞行标准轨迹进行优化设计。Ｒａｄａｕ伪谱法的基
本原理是在 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＲａｄａｕ点处同时离散
状态和控制变量，利用全局正交插值多项式近似

状态和控制变量，并以微分矩阵计算状态变量在

离散点处的导数，消除微分方程约束，最终转换为

非线性规划问题。不少文献介绍了伪谱法的具体

步骤［１１－１２］，此处不再赘述。

为降低转换所得非线性规划问题的求解难

度，对运动模型作无量纲化处理以增加解的收敛

半径：地心距、速度以及时间的无量纲基准分别为

Ｒｅ、 Ｒｅ槡 ｇ和 Ｒｅ槡 ／ｇ（Ｒｅ为地球半径）。此外，采用
串行优化策略，以较少的节点计算满足任务要求

的可行轨迹，以此作为设计变量初始猜测值，提高

收敛效率。

基于 Ｒａｄａｕ伪谱法的标准轨迹优化设计在
ＭＡＴＬＡＢ环境下基于开源伪谱工具包 ＧＰＯＰＳ进
行［１３］，配点个数最终取为７０，调用ＳＮＯＰＴ软件求
解离散所得非线性规划问题［１４］。优化所得最短

飞行时间为２０９５．９５ｓ，相应控制输入、状态变量
以及路径约束的变化曲线如图３～５中带圈的实
线所示。仿真曲线表明飞行器在大气中跳跃式再

入，终端经纬度及高度满足终端状态约束；速度大

小与方位角变化趋势平缓，航迹倾角呈波浪式变

化，导致飞行高度跳跃式降低。再入飞行的大部

时间内，飞行器维持最大升阻比状态飞行，意味着

射程相同时，最大升阻比飞行对应的飞行时间较

短。倾侧角与路径约束均在指定范围内调整，且

再入初始阶段热流密度约束起主要影响，后期动

压与过载约束起主要作用。

图３　控制输入曲线
Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔｓ

为验证所研究最优制导策略的有效性，引入

如表４所示的初始状态偏差、气动参数偏差以及
大气模型偏差开展蒙特卡洛（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）仿真分
析。滚动时域控制性能指标式（９）中的权重系数
矩阵依据Ｂｒｙｓｏｎ准则选取：
Ｑ＝ｄｉａｇ（［０．０３　３．２８×１０７　６．５６×１０７…
０．１１　１．３１×１０６　１．３１×１０６］）　

Ｒ＝ｄｉａｇ（［２５　１０．１３］）
Ｐ＝０

·７２·
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图４　状态变量曲线
Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｓｔａｔｅｓ

图５　路径约束曲线
Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｐａｔｈｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

　　ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真得到的控制输入、状态与路
径约束曲线分别如图３～５中虚线所示。实际再
入轨迹在标准轨迹附近小范围内波动，满足模型

线性化处理的条件，表明所设计的制导律对于初

始状态偏差、气动系数与大气模型不确定性具有

较好的鲁棒性。控制变量均在容许范围内调整，

且再入初期调整幅度较大，这主要由初始状态偏

差造成。

表４　偏差因素３σ标准分布

Ｔａｂ．４　３σｓｔａｎｄａｒｄｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｓｏｆｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ

偏差 ３σ取值 偏差 ３σ取值

Δｒ０／ｍ ±２００ Δγ０／（°） ±０．２

Δθ０／（°） ±０．２ Δψ０／（°） ±０．２

Δφ０／（°） ±０．２ ＣＬ，ＣＤ／％ ±１０

ΔＶ０／（ｍ／ｓ） ±５０ ρ／％ ±１０

　　值得注意的是，微分变换法求解两点边值问

题得到的实质是最优解的有限阶近似。为对比本

文方法性能，在同样仿真配置下，采用文献［４］提

出的基于间接伪谱法的最优制导律开展 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ仿真分析，仿真次数取为１００。表５给出了

两类制导律作用下仿真结果的统计分析，其中

ＤＴＭ表示本文方法，而 ＩＰＳＭ表示基于间接伪谱

法的制导律。结果表明，两类制导律均能有效降

低外界扰动与模型不确定性造成的影响，且本文

方法对终端位置控制精度略优。此外，本文方法

计算效率远高于ＩＰＳＭ：在２８ＧＨｚ主频，２ＧＢ内

存的计算机上，采用本文方法进行上述 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ仿真平均耗时１４１０３０ｓ，而 ＩＰＳＭ需耗时

３７９２５３ｓ。这主要是由于 ＩＰＳＭ需进行大量高

维矩阵运算。
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表５　终端状态偏差统计分析
Ｔａｂ．５　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆｔｅｒｍｉｎａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

状态
期望 标准差

ＤＴＭ ＩＰＳＭ ＤＴＭ ＩＰＳＭ

ｒ／ｍ ０．０１１５ －１．５５５３ ９．９１９９ ２６．７４５９

θ／（°） －０．０２４５ ０．０２４３ ０．２２０１ ０．２７５８

φ／（°） －０．０２６７ －０．０５４７ ０．１６２３ ０．１８８１

Ｖ／（ｍ／ｓ） －２．０７１３ －０．８６２１ １３．９２４６ １３．３４９８

γ／（°） －０．１００１ ０．１１２４ ０．０１４６ ０．１２３４

ψ／（°） －０．００２３ －０．００８３ ０．０００９ ０．０９９５

５　结论

本文研究了基于滚动时域控制的高超声速再

入制导问题，提出利用微分变换求解相应两点边

值问题以生成最优制导指令的方法。所研究的方

法对初始状态偏差、飞行器参数及大气模型等不

确定性具有较好的鲁棒性；相对其他最优制导律，

本文方法所需计算量小，易于实现。所提出的最

优制导律是基于线性化偏差动力学模型推导得出

的，未来将研究非线性鲁棒再入制导律；如何直接

利用微分变换设计标准轨迹也是下一步的工作。
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