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摘　要：提出一种基于双幂次组合函数趋近律的新型滑模控制方案。与现有的快速幂次或双幂次趋近
律相比，具有更快的收敛速度，同时还保持了全局固定时间收敛特性，收敛时间上界与滑模初值无关。当系

统存在有界扰动时，能够使滑模变量在有限时间内收敛到稳态误差界内，同时其稳态误差要小于现有方法

的。仿真实验验证了该方法的有效性及理论分析的正确性。

关键词：幂次趋近律；双幂次趋近律；固定时间收敛；稳态误差界；非线性组合函数

中图分类号：ＴＰ２７３　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１００１－２４８６（２０１７）０３－１０５－０６

Ｎｏｖｅｌｄｏｕｂｌｅｐｏｗｅｒｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅａｃｈｉｎｇｌａｗｆｏｒ
ｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ

ＬＩＡＯＹｉｎｇ１，ＹＡＮＧＹａｊｕｎ１，２，ＷＡＮＧＹｏｎｇ１

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ；

２．ＥｑｕｉｐｍｅｎｔＡｃａｄｅｍｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１０１４１６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｎｏｖｅｌｓｌｉｄｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌａｐｐｒｏａｃｈｂａｓｅｄｏｎｄｏｕｂｌｅｐｏｗｅｒｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅａｃｈｉｎｇｌａｗｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｒｅａｃｈｉｎｇ

ｌａｗｈａｓｆａｓｔｅｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓｐｅｅｄｉｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｆａｓｔｐｏｗｅｒ／ｄｏｕｂｌｅｐｏｗｅｒｒｅａｃｈｉｎｇｌａｗ，ａｎｄｉｔａｌｓｏｈａｓｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｇｌｏｂａｌｆｉｘｅｄｔｉｍｅ

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓｔｈｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｉｍｅｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｏｆｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｖａｒｉａｂｌｅｓ．Ｉｔｗａｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｆｏｒ

ａｃｌａｓｓｏｆｂｏｕｎｄｅｄｅｘｔｅｒｎａｌｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ，ｔｈｅｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｖａｒｉａｂｌｅｃａｎｃｏｎｖｅｒｇｅｔｏａｐｒｏｐｏｓｅｄｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｅｒｒｏｒｂｏｕｎｄｓｉｎｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅ，ａｎｄｔｈｅｖａｌｕｅ

ｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｅｒｒｏｒｉｓｌｅｓｓｔｈａｎｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｒｅａｃｈｉｎｇｌａｗ．Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｖａｌｉｄｉｔｙｏｆｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｉｓｃｏｎｆｉｒｍｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｏｗｅｒｒａｔｅｒｅａｃｈｉｎｇｌａｗ；ｄｏｕｂｌｅｐｏｗｅｒｒａｔｅｒｅａｃｈｉｎｇｌａｗ；ｆｉｘｅｄｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ；ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｅｒｒｏｒｂｏｕｎｄ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　滑模控制是一种鲁棒控制方法，在滑模运动
阶段对系统中的匹配扰动项具有不变性，广泛应

用于不确定性系统的控制问题。传统滑模控制在

系统状态处于滑模面上时，产生高频切换的控制

信号，在保证滑动模态存在的同时也引发了严重

的抖振现象。对实际控制对象而言，抖振不仅意

味着过高的能量消耗，也容易激发未建模的高频

动态而导致系统失稳。此外，控制的鲁棒性只在

滑模运动阶段存在，在滑模趋近阶段系统仍受到

不确定性和外扰的影响。如何缩短趋近阶段的时

间和消除抖振，一直是滑模控制研究的热点问题。

目前解决该问题常见的方法有：准滑模（边

界层）方法［１］、高阶滑模控制［２］、非奇异终端滑模

控制［３］、动态滑模控制［４］和趋近律技术［５］。准滑

模方法利用饱和函数或连续函数近似传统滑模控

制中的符号函数，使系统状态进入并保持在滑模

面周围的邻域内，即形成所谓“准滑模”运动，有

效削弱了抖振，但系统只能达到一致有界稳定，事

实上降低了控制精度。高阶滑模控制和动态滑模

控制将产生控制切换信号的符号函数置于控制输

入的一阶或更高阶导数上，避免了抖振现象，但难

以应用于一阶系统，获取滑模变量高阶导数信号

也存在一定难度。非奇异终端滑模控制既能有效

去除抖振也能够在有限时间内使系统状态收敛于

平衡点，但相对传统滑模的指数趋近律，其收敛速

度非常慢，实际上降低了滑模趋近阶段的过渡品

质。高为炳［５］提出了趋近律技术的概念并分析

了等速趋近律、指数趋近律和幂次趋近律等方法。

其中：等速趋近律可视为传统滑模控制，趋近速度

恒定，指数趋近律通过增加线性项加快了状态远

离滑模面时的趋近速度，这两种方法均不能完全

消除抖振；幂次趋近律中符号函数的增益与滑模
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变量绝对值的幂次成正比，在状态到达滑模面时

趋近速度为零，消除了抖振，但在远离滑模面时趋

近速度较小。结合指数趋近律与幂次趋近律，文

献［６］提出了一种快速幂次趋近律，在整个趋近
阶段都具有较好的收敛速度。文献［７］提出了一
种双幂次趋近律，文献［８］指出快速幂次和双幂
次趋近律均具有二阶滑模特性，并推导了稳态误

差界。文献［９］分析指出双幂次趋近律的二阶滑
模运动在有限时间内形成，并给出了收敛时间的

估计，也有研究进一步指出，双幂次趋近律具有固

定时间收敛特性，并可以给出收敛时间上界。

本文在以上研究的基础上，结合快速幂次和

双幂次趋近律，提出了一种新型双幂次组合函数

趋近律。

１　双幂次组合趋近律设计

文献［６］和文献［７］分别提出了快速幂次趋
近律和双幂次趋近律。

ｓ＝－ｋ１ｓ－ｋ２ ｓ
１－γｓｇｎ（ｓ） （１）

ｓ＝－ｋ１ ｓ
１＋γｓｇｎ（ｓ）－ｋ２ ｓ

１－γｓｇｎ（ｓ） （２）
其中，ｋ１＞０，ｋ２＞０，０＜γ＜１。若不考虑干扰，上
述两种趋近律均可以实现二阶滑模动态，即有限

时间内使得 ｓ＝ｓ＝０。系统初始状态到达滑模面
的过程分为两个阶段：当系统状态远离滑模面，

即 ｓ＞１时，式（１）和式（２）的等号右侧第一项
起主导作用；当系统状态接近滑模面时，即 ｓ＜１
时，则是等号右侧第二项起主导作用。

假设初始状态满足ｓ（０）＝ｓ０＞１，比较上述两
种趋近律的收敛时间，分两个阶段进行讨论。

１）第一阶段：ｓ（０）＝ｓ０→ｓ（ｔ１）＝１。

取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ＝ｓ２，结合式（１）和式（２）
分别得到：

Ｖ
·
＝－２ｋ１Ｖ－２ｋ２Ｖ

１－γ／２ （３）

Ｖ
·
＝－２ｋ１Ｖ

１＋γ／２－２ｋ２Ｖ
１－γ／２ （４）

对比式（３）和式（４）可以看出，只有等号右
侧第一项存在差异，而在该阶段，同样是等号右

侧第一项起主导作用。因此，只需分析此项就可

以比较收敛时间。

忽略等号右侧第二项，分别对式（３）和
式（４）两边求积分，得：

Ｖ（ｔ）＝Ｖ０ｅｘｐ（－２ｋ１ｔ） （５）

Ｖ－γ／２（ｔ）＝Ｖ－γ／２０ ＋γｋ１ｔ （６）

将Ｖ（ｔ１）＝ｓ
２（ｔ１）＝１分别代入式（５）和

式（６），计算得ｓ０→１所需时间为：

ｔｓ１＝－
ｌｎ（１－ｘ）
ｋ１γ

（７）

ｔｄ１＝
ｘ
ｋ１γ

（８）

其中：ｘ＝１－Ｖ－γ／２０ ；根据对数函数不等式

－ｌｎ（１－ｘ）＞ｘ，可得 ｔｓ１＞ｔｄ１。说明在第一阶段
（ｓ（ｔ） ＞１），式（４）具有更快的收敛速度。
２）第二阶段：ｓ（ｔ１）＝１→ｓ（Ｔ）＝０。
此时，式（３）和式（４）的第二项起主导作用，

由于两式中第二项相同，因此，比较该阶段的收

敛时间应同时考虑所有项。参考文献［１０］，快速
幂次和双幂次趋近律收敛到原点所需时间分

别为：

Ｔ＝１ｋ１γ
ｌｎ１＋

ｋ１
ｋ２
ｓ０( )γ （９）

Ｔ＝－
ｓ０

－γ

γ
ｋ－γ／（１＋γ）１ ·Ｆ１，１２；

３
２；－

ｋ２
ｋ１
ｓ０

－２( )γ
（１０）

其中，Ｆ（·）为高斯超几何函数，其定义［１１］为

Ｆ（α，β；γ；ｚ）＝∑
∞

ｎ＝０

（α）ｎ（β）ｎ
（γ）ｎｎ！

ｚｎ

＝１＋αβ
γ
ｚ＋α（α＋１）β（β＋１）

γ（γ＋１）２
ｚ２＋…

（１１）
其中：α，β，γ∈ＲＲ，（α）ｎ表示α的波赫汉默ｎ阶
乘幂，定义为（α）ｎ＝α（α＋１）（α＋２）…（α＋ｎ－
１），ｎ∈ＮＮ，特别地，（α）０＝１，（１）ｎ＝ｎ！。

将该阶段初始状态 ｓ０＝ｓ（ｔ１）＝１代入式（９）
和式（１０），收敛所需时间分别为：

ｔｓ２＝
１
ｋ１γ
ｌｎ１＋

ｋ１
ｋ( )
２

（１２）

ｔｄ２＝－
１

ｋγ／（１＋γ）１ γ
·Ｆ１，１２；

３
２；－

ｋ２
ｋ( )
１
（１３）

进一步计算ｔｄ２／ｔｓ２得到：
ｔｄ２
ｔｓ２
＝ｚ·ａｒｃｔａｎ（ｚ）
ｌｎ（１＋ｚ２）

（１４）

式（１４）的推导利用了高斯超几何函数定义
式（１１）和ａｒｃｔａｎ（·）函数的幂级数展开式。其中

ｚ＝ ｋ１／ｋ槡 ２＞０。根据实函数理论，可以推导得到
ｚ·ａｒｃｔａｎ（ｚ）＞ｌｎ（１＋ｚ２）（如图１（ａ）所示）。因此
ｔｄ２＞ｔｓ２，说明在第二阶段（ｓ（ｔ） ＜１）式（１）的收
敛速度更快。

通过对上述两种趋近律的收敛时间的分析，

提出一种新型双幂次组合函数趋近律。

ｓ＝－ｋ１ｆａｌ（ｓ，ａ，δ）－ｋ２ ｓ
ｂｓｇｎ（ｓ） （１５）

其中，ａ＝１＋γ，ｂ＝１－γ，δ＝１，０＜γ＜１，非线

·６０１·
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性幂次组合函数ｆａｌ（·）（函数曲线如图１（ｂ）所
示）的形式［１２］为

ｆａｌ（ｓ，ａ，δ）＝
ｓａｓｇｎ（ｓ）， ｓ＞δ
ｓ
δ１－ａ
， ｓ≤{ δ

（１６）

当 ｓ＞１时，式（１５）等价于式（２）；而当
ｓ＜１时，式（１５）又等价于式（１）。根据本节前
文的分析可知，与现有的快速幂次及双幂次趋近

律相比，新型趋近律（式（１５））具有更快的收敛
速度。

（ａ）反正切函数与
对数函数的比较

（ａ）Ｃｏｍｐａｒｅｏｆａｒｃｔａｎｆｕｎｃｔｉｏｎ
ａｎｄｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ

　

（ｂ）幂次组合函数与
幂次函数的比较

（ｂ）Ｃｏｍｐａｒｅｏｆｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｐｏｗｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎ

图１　ｚ·ａｒｃｔａｎ（ｚ），ｌｎ（１＋ｚ２），ｆａｌ（ｓ，１＋γ，１）和

ｓ１＋γｓｇｎ（ｓ）的函数曲线图

Ｆｉｇ．１　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｚ·ａｒｃｔａｎ（ｚ），ｌｎ（１＋ｚ２），

ｆａｌ（ｓ，１＋γ，１）ａｎｄ ｓ１＋γｓｇｎ（ｓ）

２　新型趋近律特性分析

２．１　固定时间收敛特性

在给出新趋近律收敛时间特性之前，先引入

固定时间收敛的定义和引理［１３］。

定义１　设一个系统的初始状态为 ｘ０∈ＲＲ
ｎ，

原点是全局有限时间收敛平衡点，如果收敛时间

函数 Ｔ（ｘ０）有界，即存在时间常数 Ｔｍａｘ，使得
Ｔ（ｘ０）≤Ｔｍａｘ对任意初始状态 ｘ０成立，则称原点
是系统的全局固定时间收敛平衡点。

引理１　若连续的径向无界函数 Ｖ（ｘ）：ＲＲｎ→
ＲＲ＋∪｛０｝满足下述两个条件：
１）Ｖ（０）＝０，原点是全局有限时间收敛平

衡点；

２）存在０＜μ＜１，ν＞０，ｒμ＞０和 ｒν＞０使
式（１７）成立。

Ｖ
·
≤
－ｒμＶ

１－μ，Ｖ≤１

－ｒνＶ
１＋ν，Ｖ＞{ １

（１７）

则原点是全局固定时间收敛平衡点，最大收

敛时间为：

Ｔｍａｘ＝
１
μｒμ
＋１
νｒν

（１８）

根据引理１，可以证明新型双幂次组合函数

趋近律（式（１５））满足定理１。
定理１　对式（１５），状态（ｓ，ｓ）在固定时间

Ｔｍａｘ内收敛到０，即在有限时间Ｔ（ｓ０）后有ｓ＝ｓ＝
０，收敛时间 Ｔ（ｓ０）存在与初始状态 ｓ０无关的
上界。

Ｔｍａｘ＝
１
γ
１
ｋ２
＋１ｋ( )

１
（１９）

证明：选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
Ｖ＝ｓ２ （２０）

显然，式（２０）满足Ｖ（０）＝０。
当状态ｓ（ｔ）在区域 ｓ＞１中时，式（１５）等

价于式（２）。根据文献［９］可知，式（２）的原点是
全局有限时间收敛平衡点。可以推论：在有限时

间内状态 ｓ（ｔ）收敛到区域 ｓ＜１中，此时
式（１５）等价于式（１），状态ｓ（ｔ）收敛到０的时间
满足式（７），可知收敛时间是有限的。因此对于
式（１５），ｓ＝０是全局有限时间收敛的平衡点。
引理１的第一个条件成立。

对Ｖ沿式（１５）轨迹求导，得：

Ｖ
·
＝２ｓｓ

＝
－２ｋ１Ｖ－２ｋ２Ｖ

１－γ／２， Ｖ≤１

－２ｋ１Ｖ
１＋γ／２－２ｋ２Ｖ

１－γ／２， Ｖ＞{ １

≤
－２ｋ２Ｖ

１－γ／２， Ｖ≤１

－２ｋ１Ｖ
１＋γ／２， Ｖ＞{ １ （２１）

满足引理 １的第二个条件。对比式（２１）与
式（１７），参数对应关系为：ｒμ＝２ｋ２，μ＝ν＝０５γ，
ν＝２ｋ１。综上所述，结合引理 １可知，ｓ＝０是
式（１５）的全局固定时间收敛平衡点。收敛时间
Ｔ（ｓ０）满足：

Ｔ（ｓ０）≤Ｔｍａｘ＝
１
μｒμ
＋１
νｒν
＝１
γ
１
ｋ２
＋１ｋ( )

１

至此定理得证。
!

２．２　稳态误差界分析

考虑式（１５）受到不确定扰动ｄ的影响，系统
方程变为：

ｓ＝－ｋ１ｆａｌ（ｓ，１＋γ，１）－ｋ２ ｓ
１－γｓｇｎ（ｓ）＋ｄ

（２２）
式中，不确定扰动 ｄ未知但有界，即 ｄ≤Ｄ。
式（２２）的稳态误差界满足定理２。

定理２　式（２２）的状态ｓ在有限时间内收敛
到以下区域。

ｓ≤ｍｉｎＤ／ｋ１，（Ｄ／ｋ２）
１
１－γ，（Ｄ／ｋ１）

１
１＋{ }γ

证明：选择Ｌｙａｐｏｎｏｖ函数
Ｖ＝０．５ｓ２ （２３）

·７０１·
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沿式（２２）轨线求导得：

Ｖ
·
＝－ｋ１ｆａｌ（ｓ，１＋γ，１）ｓ－ｋ２ ｓ

２－γ＋ｄ·ｓ
上式可进一步写成以下四种形式：

Ｖ
·
≤
－ｋ２ ｓ

２－γ－ ｓ（ｋ１ ｓ－Ｄ）

－ｋ１ ｓ
２－ ｓ（ｋ２ ｓ

１－γ－Ｄ{ ）
， ｓ≤１

（２４）

Ｖ
·
≤
－ｋ２ ｓ

２－γ－ ｓ（ｋ１ ｓ
１＋γ－Ｄ）

－ｋ１ ｓ
２＋γ－ ｓ（ｋ２ ｓ

１－γ－Ｄ{ ）
， ｓ＞１

（２５）
１）当 １≥ ｓ≥Ｄ／ｋ１，即 ０５≥Ｖ≥Ｖ１ ＝

０５（Ｄ／ｋ１）
２时，由式（２４）第一式可知：

Ｖ
·
≤－ｋ２ ｓ

２－γ＝－２１－γ／２ｋ２Ｖ
１－γ／２ （２６）

注意到１－γ／２小于１。说明如果 Ｄ／ｋ１＜１，
则有限时间内系统收敛到区域 ｓ≤Ｄ／ｋ１中。

２）当１≥ ｓ≥（Ｄ／ｋ２）
１
１－γ，即０．５≥Ｖ≥Ｖ１＝

０５（Ｄ／ｋ２）
２
１－γ时，由式（２４）第二式可知：

Ｖ
·
≤－ｋ１ ｓ

２＝－２ｋ１Ｖ （２７）
从Ｖ０＝０５ｓ

２
０收敛到 Ｖ１所需时间 Ｔ≤Ｔｍａｘ，

其中Ｔｍａｘ＝０．５ｋ
－１
１ ｌｎ（Ｖ０／Ｖ１），说明如果 Ｄ／ｋ２＜

１，则有限时间内系统收敛到区域 ｓ≤（Ｄ／

ｋ２）
１
１－γ中。

３）当 ｓ＞（Ｄ／ｋ１）
１
１＋γ＞１，即０５≥Ｖ≥Ｖ１＝

０５（Ｄ／ｋ１）
２
１＋γ时，由式（２５）第一式可知：

Ｖ
·
≤－ｋ２ ｓ

２－γ＝－２１－γ／２ｋ２Ｖ
１－γ／２

与式（２６）相同，说明如果 Ｄ／ｋ１＞１，则有限

时间内系统收敛到区域 ｓ≤（Ｄ／ｋ１）
１
１＋γ中。

４）当 ｓ＞（Ｄ／ｋ２）
１
１－γ＞１，即０．５≥Ｖ≥Ｖ１＝

０５（Ｄ／ｋ２）
２
１－γ时，由式（２５）第二式可知：

Ｖ
·
≤－ｋ１ ｓ

２＋γ＝－２１＋γ／２ｋ１Ｖ
１＋γ／２ （２８）

从Ｖ０＝０５ｓ
２
０收敛到 Ｖ１所需时间 Ｔ≤Ｔｍａｘ，

其中Ｔｍａｘ＝
１

２γ／２ｋ１γ
１
Ｖγ／２１
－１
Ｖγ／２( )
０
，说明如果Ｄ／ｋ２＞

１，则有限时间内系统收敛到区域 ｓ＜（Ｄ／

ｋ２）
１
１－γ中。

综上所述，状态 ｓ将在有限时间内收敛到如
式（２９）所示区域。

　 ｓ≤ｍｉｎＤ／ｋ１，（Ｄ／ｋ１）
１
１＋γ，（Ｄ／ｋ２）

１
１－{ }γ （２９）

至此定理得证。
!

注释１　文献［８］给出了式（１）和式（２）的稳
态误差界，分别为：

ｓ≤ｍｉｎＤ／ｋ１，（Ｄ／ｋ２）
１
１－{ }γ （３０）

ｓ≤ｍｉｎ（Ｄ／ｋ１）
１
１＋γ，（Ｄ／ｋ２）

１
１－{ }γ （３１）

根据式（２９）～（３１）可见，如果（Ｄ／ｋ２）
１
１－γ最

小，三种趋近律的稳态误差界相同；如果（Ｄ／

ｋ２）
１
１－γ最大，则稳态误差界取决于 Ｄ／ｋ１，当

Ｄ／ｋ１＞１时，（Ｄ／ｋ１）
１
１＋γ＜Ｄ／ｋ１，而当 Ｄ／ｋ１＜１时，

（Ｄ／ｋ１）
１
１＋γ＞Ｄ／ｋ１。提出的幂次组合函数趋近律

在任何情况下（Ｄ／ｋ１∈（０，＋∞））的稳态误差总
是小于或等于现有的快速幂次或双幂次趋近律。

３　仿真算例

考虑单输入单输出系统

ｓ＝ｕ＋ｄ（ｔ） （３２）
式中，ｕ为控制输入，ｄ（ｔ）为时变不确定扰动。分
别利用快速幂次趋近律、双幂次趋近律和提出的

双幂次组合函数趋近律设计控制律 ｕ并进行仿
真。控制参数取为ｋ１＝４，ｋ２＝１，γ＝０．５。利用各
趋近律设计的控制律为：

１）快速幂次趋近律
ｕ１＝－４ｓ－ ｓ

０．５ｓｇｎ（ｓ） （３３）
２）双幂次趋近律
ｕ２＝－４ｓ

１．５ｓｇｎ（ｓ）－ ｓ０．５ｓｇｎ（ｓ） （３４）
３）双幂次组合函数趋近律
ｕ３＝－４·ｆａｌ（ｓ，１．５，１）－ ｓ

０．５ｓｇｎ（ｓ）（３５）

３．１　收敛时间仿真对比

当式（３２）不存在扰动，即 ｄ（ｔ）＝０时，设置
初始状态分别为ｓ０＝１，ｓ０＝１０，ｓ０＝１００，控制输入
ｕ分别采用式（３３）～（３５）所示控制律，对比三种
趋近律的收敛时间。状态变量ｓ的时间历程曲线
如图２所示，图２中纵轴采用对数坐标。

图２（ａ）表明，当初始状态ｓ０＝１时，所提趋近
律与快速幂次趋近律收敛速度相同，收敛时间约

为０８ｓ，均小于双幂次趋近律收敛时间（约
１１ｓ）。图２（ｂ）中，当初始状态 ｓ０＝１０时，所提
趋近律具有最快收敛速度，收敛时间约为１１ｓ，
快速幂次趋近律次之，收敛时间约为１３ｓ，双幂
次趋近律收敛最慢，收敛时间为１４ｓ。图２（ｃ）
显示，初始状态ｓ０＝１００时，所提趋近律收敛速度
仍为最快，收敛时间约为１２ｓ，而快速幂次趋近
律收敛速度最慢，收敛时间约为１８５ｓ，双幂次趋
近律收敛时间为１５ｓ。

对比图２中的３个子图，可以看出快速幂次
趋近律收敛时间受初始状态影响很大，不能看出

存在收敛时间上限，而双幂次趋近律和所提双幂

次组合函数趋近律的收敛时间受初始状态变化影

·８０１·
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（ａ）ｓ０＝１时的轨迹

（ａ）Ｃｕｒｖｅｓｏｆｓ（ｔ）ｗｈｅｎｓ０＝１

（ｂ）ｓ０＝１０时的轨迹

（ｂ）Ｃｕｒｖｅｓｏｆｓ（ｔ）ｗｈｅｎｓ０＝１０

（ｃ）ｓ０＝１００时的轨迹

（ｃ）Ｃｕｒｖｅｓｏｆｓ（ｔ）ｗｈｅｎｓ０＝１００

图２　不同控制律ｕ作用下ｓ的收敛曲线
Ｆｉｇ２　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆｓｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔｓｕ

响较小。根据定理１，存在与初始状态无关的收
敛时间上限。在本例中，理论上的最大收敛时间

Ｔｍａｘ＝２５ｓ。与现有的双幂次趋近律相比，所提
趋近律不仅保持了收敛时间上限的存在，还使实

际收敛速度更快。

３．２　稳态误差界仿真对比

当式（３２）存在扰动，即 ｄ（ｔ）≠０时，设置初
始状态ｓ０＝６，分别采用式（３３）～（３５）所列控制
律进行仿真，以对比不同趋近律的稳态误差界。

取扰动项ｄ（ｔ）为以下两种不同的情况。
１）扰动上界Ｄ＝１０时，

ｄ１（ｔ）＝７ｓｉｎ（２ｔ）＋３ｃｏｓｔ
根据式（２９）～（３１），计算所提趋近律和双幂

次趋近律的稳态误差上界为１８４２０，快速幂次趋
近律的稳态误差上界为２５０００。
２）扰动上界Ｄ＝１时，

ｄ２（ｔ）＝０．３ｃｏｓ（２ｔ）＋０．７ｓｉｎｔ
计算得出所提趋近律和快速幂次趋近律的稳

态误差上界为０２５００，双幂次趋近律的稳态误差
上界为０３９６９。

仿真结果如图３和图４所示。可见，在受扰
情况下，状态ｓ没有收敛到０，而是有限时间收敛

（ａ）全局视图
（ａ）Ｇｌｏｂａｌｖｉｅｗｏｆｃｕｒｖｅｓ

（ｂ）稳态曲线局部放大
（ｂ）Ｌｏｃａｌｖｉｅｗｏｆｃｕｒｖｅｓ

图３　扰动上界Ｄ＝１０时的稳态误差曲线
Ｆｉｇ．３　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｓｔａｂｉｌｉｚｅｄｅｒｒｏｒｗｈｅｎｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄＤ＝１０

（ａ）全局视图
（ａ）Ｇｌｏｂａｌｖｉｅｗｏｆｃｕｒｖｅｓ

（ｂ）稳态曲线局部放大
（ｂ）Ｌｏｃａｌｖｉｅｗｏｆｃｕｒｖｅｓ

图４　扰动上界Ｄ＝１时的稳态误差曲线
Ｆｉｇ．４　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｓｔａｂｉｌｉｚｅｄｅｒｒｏｒｗｈｅｎｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄＤ＝１

·９０１·
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到稳态误差界之内，此后误差轨迹不再超出

式（２９）～（３１）所描述的范围。图３显示，当不确
定扰动为ｄ１（ｔ）时，所提趋近律与双幂次趋近律
的稳态轨迹相同，实际误差范围小于快速幂次趋

近律。图４表明，不确定扰动为 ｄ２（ｔ）时，所提趋
近律又与快速幂次趋近律的稳态轨迹相同，实际

误差范围小于双幂次趋近律。综合图３与图４的
仿真结果可知，式（２９）是正确的。同时，与现有
的两种趋近律相比，所提新型趋近律对任意有界

扰动具有更好的稳态品质。

４　结论

本文提出了一种双幂次组合函数趋近律设计

方案，相比现有趋近律，具有收敛速度快、稳态误

差小的特点，还能够解决滑模控制中的抖振问题。

理论分析表明：所提新型趋近律无论是在远离还

是接近滑动模态时都具有很快的趋近速度，不仅

收敛总时间小于现有的快速幂次及双幂次趋近

律，能在有限时间内实现二阶滑模，即 ｓ＝ｓ＝０。
还具有固定时间收敛的特性，即有限收敛时间的

上界与初始状态无关；当存在有界外扰时，状态 ｓ
收敛于平衡零点的有界领域内，同时稳态误差范

围也小于现有快速幂次趋近律或双幂次趋近律。

将该趋近律与滑模干扰观测器结合，可以实现无

抖振快速连续控制。当双幂次组合函数趋近律取

更一般的形式（ａ＞１；０＜ｂ＜１；ｋ１，ｋ２，δ＞０）时，滑
模收敛特性有待进一步的研究。
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