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垂线偏差对弹道落点精度的影响分析

常晓华，蒋鲁佳，杨　锐，张　婕，丰　海
（北京宇航系统工程研究所，北京　１０００７６）

摘　要：针对垂线偏差对弹道落点精度的影响，结合弹道飞行器质点动力学模型，系统分析了垂线偏差
对发射坐标系、初始参数、飞行过程中受力、程序角控制基准、地心坐标系弹道参数等的影响机理，并建立了

相应的数学模型。进一步，基于给定的弹道落点偏差计算方法，以某飞行弹道为例，定量给出了不同发射点

大地纬度、不同发射方位角下垂线偏差引起的落点偏差。本文研究工作对提高弹道飞行器落点精度具有重

要参考意义。
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　　在弹道设计时，通常假设地球为参考椭球体，
并以椭球表面法线为基准建立大地坐标系［１］（包

括发射坐标系及发射惯性坐标系）；在实际发射时，

惯性测量系统在当地水平面内调平和对准，因此常

以发射点的重力垂线为基准建立天文坐标系［２］。

由于地球表面形状及内部结构极为复杂，过发射点

的重力垂线与参考椭球体法线并不重合，在大地测

量学中将地面或空间一点重力垂线方向与该点参

考椭球面法线方向的夹角称为垂线偏差，其反映了

地球内部物质分布与标准模型的差异［３］。

针对垂线偏差对弹道导弹命中精度的影响，

贾沛然［４］将垂线偏差考虑为一小干扰量，在不旋

转圆球下进行积分计算得到发射坐标系内关机点

弹道参数偏差，进而利用偏导数法计算垂线偏差

引起的落点偏差；王明海等［５］给出了法线坐标系

与垂线坐标系之间的转换关系，分析了重力、气动

力和瞄准方位角在两个坐标系内的不同；杨辉

耀［６］用小偏差法导出了落点偏差与发射点垂线

偏差之间的解析关系式，并针对某固定发射点典

型弹道进行了数值分析；马清华等［７］利用球面三

角导出了垂线与地心矢径的夹角，在诸元计算软

件中建立发射点垂线坐标系并进行标准弹道迭

代，从而实现垂线偏差的修正。通过分析可知，以

上研究大多基于小偏差假设条件进行近似处理，

侧重于垂线偏差对落点精度的定性分析，未系统

性地给出垂线偏差的影响机理及定量分析结果。

１　垂线偏差

垂线偏差反映了大地坐标系与天文坐标系的

差异。大地坐标系建立在地球椭球上，天文坐标
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系是基于大地水准面、通过直接观测得到的，大地

纬度Ｂ、经度 Ｌ、方位角 Ａ和天文纬度 φ、经度 λ、
方位角α的定义可参见文献［２］。

垂线偏差为发射点重力垂线方向与参考椭球

面法线方向的夹角，在子午圈上的分量用ξ表示，
在卯酉圈上的分量用 η表示，规定实际引力方向
偏向正常引力方向的西南方向时，ξ和η为正值。

大地坐标、天文坐标、垂线偏差之间的转换公

式为：

ξ＝φ－Ｂ
η＝（λ－Ｌ）ｃｏｓφ
Ａ＝α－ηｔａｎ

{
φ

（１）

２　垂线偏差的影响机理

为分析垂线偏差的影响，分别在以法线为基

准的发射坐标系和以重力垂线为基准的发射坐标

系内建立质点动力学模型，可参见文献［１］。本
节将深入分析垂线偏差对发射坐标系、初始参数、

飞行过程中受力、程序角控制基准、地心坐标系弹

道参数等的影响机理，建立相应的数学模型，并以

落点地心经纬度计算落点精度。

２．１　垂线偏差对发射坐标系的影响

在弹道设计时，以参考椭球面法线为基准建

立发射坐标系ｏ－ｘＧｙＧｚＧ和发射惯性坐标系 ｏ－
ｘＡｙＡｚＡ；在实际发射时，以发射点重力垂线为基准
建立发射坐标系 ｏ－ｘｇｙｇｚｇ和发射惯性坐标系
ｏ－ｘａｙａｚａ，如图１所示（图中，ｏ为发射点，Ｒ０为发
射点地心矢径）。

图１　发射坐标系示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｈｅｌａｕｎｃｈｉｎｇｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

考虑到发射点的垂线偏差，发射坐标系 ｏ－
ｘＧｙＧｚＧ至ｏ－ｘｇｙｇｚｇ的转换矩阵Ｃ

ｇ
Ｇ为：

ＣｇＧ＝Ｍ２［－Ａ］Ｍ３［－ξ］Ｍ１［η］Ｍ２［α］ （２）
在弹道计算中，需要用到发射惯性坐标系至

发射坐标系的转换，相应的转换矩阵Ｃｇａ为：
Ｃｇａ＝Ａ

－１ＢＡ （３）

式中，

Ａ１１＝（ｃｏｓＢ０ｃｏｓξ－ｓｉｎＢ０ｃｏｓηｓｉｎξ）ｃｏｓＡ－ｓｉｎＢ０ｓｉｎηｓｉｎＡ
Ａ１２＝ｃｏｓＢ０ｓｉｎξ＋ｓｉｎＢ０ｃｏｓηｃｏｓξ
Ａ１３＝－（ｃｏｓＢ０ｃｏｓξ－ｓｉｎＢ０ｃｏｓηｓｉｎξ）ｓｉｎＡ－ｓｉｎＢ０ｓｉｎηｃｏｓＡ
Ａ２１＝（－ｓｉｎＢ０ｃｏｓξ－ｃｏｓＢ０ｃｏｓηｓｉｎξ）ｃｏｓＡ－ｃｏｓＢ０ｓｉｎηｓｉｎＡ
Ａ２２＝－ｓｉｎＢ０ｓｉｎξ＋ｃｏｓＢ０ｃｏｓηｃｏｓξ
Ａ２３＝（ｓｉｎＢ０ｃｏｓξ＋ｃｏｓＢ０ｃｏｓηｓｉｎξ）ｓｉｎＡ－ｃｏｓＢ０ｓｉｎηｃｏｓＡ
Ａ３１＝－ｓｉｎηｓｉｎξｃｏｓＡ＋ｃｏｓηｓｉｎＡ
Ａ３２＝ｓｉｎηｃｏｓξ
Ａ３３＝ｓｉｎηｓｉｎξｓｉｎＡ＋ｃｏｓηｃｏｓＡ
矩阵Ｂ与飞行时间有关，其表达式为：

Ｂ＝

１ ０ ０
０ ｃｏｓωｅｔ ｓｉｎωｅｔ

０ －ｓｉｎωｅｔ ｃｏｓωｅ









ｔ

２．２　垂线偏差对初始参数的影响

发射点地心矢径Ｒ０和地球自转矢量ωｅ在发
射坐标系ｏ－ｘＧｙＧｚＧ内的分量为：

ＲＧ０＝

Ｒ０ｘ
Ｒ０ｙ
Ｒ０









ｚ Ｇ

＝

－Ｒ０ｓｉｎμ０ｃｏｓＡ

Ｒ０ｃｏｓμ０
Ｒ０ｓｉｎμ０ｓｉｎ









Ａ

（４）

ωＧｅ＝

ωｅｘ
ωｅｙ
ωｅ









ｚ Ｇ

＝ωｅ

ｃｏｓＢ０ｃｏｓＡ

ｓｉｎＢ０
－ｃｏｓＢ０ｓｉｎ









Ａ

（５）

其中，μ０为发射点大地纬度与地心纬度之差。
考虑到转换矩阵ＣｇＧ，发射点地心矢径Ｒ０和地球

自转矢量ωｅ在发射坐标系ｏ－ｘｇｙｇｚｇ内的分量为：

Ｒｇ０＝

Ｒ０ｘ
Ｒ０ｙ
Ｒ０









ｚ ｇ

＝ＣｇＧＲ
Ｇ
０ （６）

ωｇｅ＝

ωｅｘ
ωｅｙ
ωｅ









ｚ ｇ

＝ＣｇＧω
Ｇ
ｅ （７）

当在惯性坐标系下进行弹道计算时，需要给

出初始速度，该矢量在发射惯性坐标系ｏ－ｘＡｙＡｚＡ
和ｏ－ｘａｙａｚａ内分别为：

ｖＡ０＝ω
Ｇ
ｅ×Ｒ

Ｇ
０ （８）

ｖａ０＝ω
ｇ
ｅ×Ｒ

ｇ
０ （９）

２．３　垂线偏差对飞行过程中受力的影响

在“瞬时平衡”假设下，弹道飞行器在发射坐

标系内的受力主要有推力、气动力、引力、离心惯

性力和哥氏惯性力。

引力加速度计算模型为：

ｇｘ
ｇｙ
ｇ










ｚ

＝
ｇ′ｒ
ｒ

ｘ＋Ｒ０ｘ
ｙ＋Ｒ０ｙ
ｚ＋Ｒ０









ｚ

＋
ｇωｅ
ωｅ

ωｅｘ
ωｅｙ
ωｅ









ｚ

（１０）
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式中，ｒ为地心距。
牵连加速度ａｅ计算模型为：

ａｅｘ
ａｅｙ
ａｅ









ｚ

＝

ω２ｅｘ－ω
２
ｅ ωｅｘωｅｙ ωｅｘωｅｚ

ωｅｘωｅｙ ω２ｅｙ－ω
２
ｅ ωｅｚωｅｙ

ωｅｘωｅｚ ωｅｚωｅｙ ω２ｅｚ－ω
２









ｅ

ｘ＋Ｒ０ｘ
ｙ＋Ｒ０ｙ
ｚ＋Ｒ０









ｚ

（１１）
哥氏加速度ａｋ计算模型为：
ａｋｘ
ａｋｙ
ａｋ









ｚ

＝

０ －２ωｅｚ ２ωｅｙ
２ωｅｚ ０ －２ωｅｘ
－２ωｅｙ ２ωｅｘ









０

ｖｘ
ｖｙ
ｖ









ｚ

（１２）

由式（１０）～（１２）可以看出，地心矢量和地球
自转矢量在以法线为基准的发射坐标系和以垂线

为基准的发射坐标系内的不同直接引起引力加速

度、牵连加速度和哥氏加速度的变化，从而影响飞

行过程中的位置和速度；飞行高度和速度引起推

力和气动力变化，并影响飞行过程中的位置和速

度，进一步引起引力加速度、牵连加速度和哥氏加

速度的变化。

可见，垂线偏差引起位置速度和飞行过程中

各种受力之间的耦合影响，最终产生落点偏差。

２．４　垂线偏差对程序角控制基准的影响

在垂线偏差的影响下，发射惯性坐标系由ｏ－
ｘＡｙＡｚＡ变为 ｏ－ｘａｙａｚａ，俯仰角控制的基准面由
ｏ－ｘＡｚＡ平面变为 ｏ－ｘａｚａ平面，偏航角控制的基
准面由 ｏ－ｘＡｙＡ平面变为 ｏ－ｘａｙａ平面

［８］。由于

两对基准面各不重合，因此在两个坐标系内跟踪

程序角时，将引起飞行弹道形状和方位的不同，从

而引起落点偏差。

２．５　垂线偏差对地心坐标系弹道参数的影响

在计算引力加速度和落点参数时，需要计算

地心坐标系内的弹道参数（地心纬度、经度和高

度），以法线为基准的发射坐标系 ｏ－ｘＧｙＧｚＧ向地
心坐标系转换的转换矩阵ＥＧ为：

ＥＧ＝［ＧＥ］
Ｔ （１３）

式中，ＧＥ＝Ｍ２［－（９０°＋Ａ）］Ｍ１［Ｂ０］Ｍ３［－（９０°－
Ｌ０）］。

以重力垂线为基准的发射坐标系 ｏ－ｘｇｙｇｚｇ
向地心坐标系转换的转换矩阵Ｅｇ为：

Ｅｇ＝［ｇＥ］
Ｔ＝［ＣｇＧＧＥ］

Ｔ （１４）
从式（１３）、式（１４）可以看出，在两个发射坐

标系内，由于飞行过程中的弹道参数不同，经转换

后的地心坐标系下弹道参数也不相同，从而可以

用落点地心纬度和经度计算落点偏差。

通过对垂线偏差影响机理的深入分析，可以

将垂线偏差对发射坐标系、程序角控制基准和地

心坐标系弹道参数的影响称为几何项影响，对初

始参数的影响称为初值项影响，对飞行过程中受

力的影响称为动力学影响。

３　落点偏差计算

为描述弹道落点精度，这里给出落点偏差的

计算方法［１］。

发射点至落点的射程角β和方位角α为：
β＝ａｒｃｃｏｓ［ｓｉｎ０ｓｉｎｃ＋ｃｏｓ０ｃｏｓｃｃｏｓ（Ｌｃ－Ｌ０）］

α＝ａｒｃｓｉｎ
ｃｏｓｃｓｉｎ（Ｌｃ－Ｌ０）

ｓｉｎ{
β

（１５）
式中：Ｌ０，０分别为发射点经度和地心纬度；Ｌｃ，
ｃ分别为落点经度和地心纬度。

则落点相对于目标点的纵横向偏差为：

ΔＬ＝Ｒ（β－β～）
ΔＨ＝Ｒｓｉｎβ～（α－α～{ ）

（１６）

式中，Ｒ为地球平均半径，β～和α～分别为发射点
至目标点的射程角和方位角。

４　仿真分析

通过上述分析可知，垂线偏差对弹道落点精

度的影响不仅与垂线偏差的大小有关，还与发射

点大地纬度、发射方位角等因素有关。

垂线偏差一般为２″～５″，最大可达５０″［９］，仿
真中取 ξ＝１５″和 η＝１５″（需要注意的是，实际应
用中垂线偏差大小是与发射点地形直接相关

的）。

对于射程约为１２０００ｋｍ的飞行弹道（未考
虑再入大气的作用），固定发射点经度（０°），不同
发射点大地纬度（０°～８０°）、不同发射方位角
（－１８０°～１８０°）下垂线偏差引起的弹道落点偏
差如图２和图３所示。

图２　落点纵向偏差
Ｆｉｇ．２　Ｌｅｎｇｔｈｗａｙｓｅｒｒｏｒｏｆｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔ
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图３　落点横向偏差
Ｆｉｇ．３　Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｅｒｒｏｒｏｆｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔ

从图２中可以看出，垂线偏差对弹道落点纵
向偏差影响随发射方位角变化明显，在东偏北方

向和西偏北方向引起的落点纵向偏差较大；随着

发射点大地纬度变高，垂线偏差引起的落点纵向

偏差有逐渐变小的趋势。

从图３中可以看出，垂线偏差对弹道落点横
向偏差的影响随发射方位角变化不明显，但受发

射点大地纬度影响显著，且纬度越高落点横向偏

差越大。

进一步分析可知，垂线偏差对弹道落点横向

偏差的影响主要是由大地方位角与天文方位角之

差引起的，两者之差由式（１）中的第三子式计算
得到，利用该偏差对发射方位角 Ａ进行修正后代
入式（２），从而可对垂线偏差引起的落点横向偏
差进行修正。图４和图５分别给出了对发射方位

角进行修正后垂线偏差引起的弹道落点偏差。

固定发射方位角（０°），不同发射点大地纬度
下的大地方位角与天文方位角之差以及发射方位

角修正前后弹道落点偏差见表１。

图４　修正后落点纵向偏差
Ｆｉｇ．４　Ｍｏｄｉｆｉｅｄｌｅｎｇｔｈｗａｙｓｅｒｒｏｒｏｆｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔ

图５　修正后落点横向偏差
Ｆｉｇ．５　Ｍｏｄｉｆｉｅｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｅｒｒｏｒｏｆｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔ

表１　发射方位角修正前后弹道落点偏差
Ｔａｂ．１　Ｉｍｐａｃｔｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍｏｄｉｆｙｏｆｔｈｅｌａｕｎｃｈａｚｉｍｕｔｈａｎｇｌｅ

发射点大地

纬度／（°）
大地方位角与

天文方位角之差／（″）

方位角修正前落点偏差／ｍ 方位角修正后落点偏差／ｍ

纵向 横向 纵向 横向

０ ０．０ －１７．６ １１１．０ －３．１ １１３．６

１０ ２．６ －５５．７ １３．６ １０．７ １０４．７

２０ ５．５ －１４４．５ －９７．４ －２７．５ ８７．６

３０ ８．７ －１６３．５ －２０４．５ １．２ ８５．１

４０ １２．６ －２８８．０ －３４９．５ －７９．５ ６４．３

５０ １７．９ －３９５．２ －５２６．７ －１５２．２ ４８．７

６０ ２６．０ －４２１．６ －７６８．８ －１４３．２ ５０．１

７０ ４１．２ －４４７．３ －１２１８．６ －１４４．３ ５２．３

８０ ８５．１ －４９７．２ －２５１９．８ －１８０．２ ５２．９

　　从图４、图５和表１中可以看出，对发射方位
角进行修正后，可有效减小垂线偏差对弹道落点

纵向、横向偏差的影响。其中，对落点横向偏差修

正效果尤其显著，横向偏差最大值从２ｋｍ以上减

·４·
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小到４００ｍ以内。对发射方位角进行修正同时也
降低了发射点大地纬度对垂线偏差引起的落点横

向偏差的影响。

综合以上分析可知，垂线偏差对弹道落点精

度的影响较大，必须进行修正。当具备独立天文

测量条件时，天文经度、纬度的测定精度可达到

０３″，天文方位角的测定精度可达到 ０５″［１０］，基
本满足垂线偏差修正精度要求。当不具备独立天

文测量条件时，可基于数值模型计算垂线偏差，目

前全国垂线偏差计算精度西部地区子午分量为

±２５７″、卯酉分量为 ±２４８″，东部地区子午分量
为±１７８″、卯酉分量为±１９６″［１１］，可根据落点精
度要求，决定是否需要在飞行过程中利用其他测

量信息进一步修正该偏差引起的落点偏差。

５　结论

针对垂线偏差对弹道落点精度的影响，本文

系统深入分析了垂线偏差对发射坐标系、初始参

数、飞行过程中受力、程序角控制基准、地心坐标

系弹道参数等的影响机理，建立相应的数学模型，

并将其分类为几何项影响、初值项影响和动力学

影响。最后，针对射程约为１２０００ｋｍ的飞行弹
道，计算给出了不同发射点大地纬度、不同发射方

位角下垂线偏差引起的弹道落点偏差的定量结

果。本文研究工作对提高弹道飞行器落点精度具

有重要参考意义。
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