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绕月轨道阴影区域建模与轨道优化
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摘　要：针对绕月运行轨道建立月球阴影区域与地球阴影区域的数学模型，给出了卫星是否处于阴影区
域的判据；利用黄金分割法搜索出了阴影区域的边界值。将禁忌搜索算法嵌入遗传算法中并结合具体案例，

搜索出了阴影时长最短的最优目标轨道。所给出的绕月轨道阴影区域模型简单且能够满足工程精度需求，

可用于星上自主预报算法；所给出的嵌入式遗传算法能有效避免陷入局部最优并快速收敛。
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　　绕月卫星在月食，尤其是在月全食期间，由于
月球与地球的同时遮挡，其同一周期内阴影时间

可能变得很长，这就对卫星的电源、热控和计算机

等系统的设计带来了新的、难度极大的挑战。因

此对绕月运行轨道的阴影区域进行分析与预报非

常必要。

有众多学者对地影预报问题进行了研究。对

地影建模分析的主要方法及其优劣点总结如下：

将阴影区域按圆锥或圆柱形区域处理（两者的区

别在于是否将太阳作点光源处理），通过求解四

次方程的方法得到卫星进出地影的位置［１－５］，该

方法精度较高但模型复杂且计算量大；用数值迭

代的方法求解卫星进出地影的位置［６］，该方法思

维难度低，但其强依赖于迭代初值，收敛性较差；

根据卫星所在位置对日、地、月三者的视场角半径

与视场面积的方法判断卫星与阴影的位置关

系［７］，该方法模型相对简单，但相对误差较大；将

阴影区域转化为直线与地球球面相切的空间几何

问题，利用几何的方法求解地影相关的问题［８］，

但该方法判据复杂，等等。除此之外，这些建模方

法只考虑了卫星所围绕的中心天体对阳光遮挡所

产生的阴影，而没有考虑其他天体（如月球）可能

产生的影响。

Ｋｕｌｓｈｒｅｓｔｈａ等在文献［９］中，通过寻找太阳
与月球在轨道面内的交叉切线来确定月球阴影区

域。这种方法确定的阴影区域包含了月球阴影的

本影与伴影，与卫星工具包（ＳａｔｅｌｌｉｔｅＴｏｏｌＫｉｔ，
ＳＴＫ）中阴影的确定方法结果一致，精度较高；但
该模型表达复杂，并且没有考虑因地球遮挡产生

的地球阴影的影响，因此不能真实描述绕月运行

轨道最恶劣的光照条件。

本文通过将太阳光做平行光近似对月球阴影

区域进行了重新建模，并分析了该近似处理所产

生的误差影响；考虑了地球遮挡的影响，对地球阴
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影区域进行了数学建模。此外，本文给出了月球

轨道阴影区域的搜索判据，并利用黄金分割法搜

索出了月球阴影和地球阴影区域的边界。文章最

后结合月球超长波干涉仪的具体案例，利用嵌入

禁忌搜索算法的改进遗传算法对目标轨道的选择

进行了优化。

１　阴影区域模型描述及其模型建立

由于日地距离远远大于太阳（地球／月球）直
径，完全可以将太阳光当成平行光来处理。如图

１所示，对于月球阴影来说，β角即为由于进行平
行光近似处理所带来的阴影区域角度误差。由图

易得：

ｓｉｎβ＝
Ｒｓ
Ｌ１
＝
Ｒｍ
Ｌ２
且Ｌ１＋Ｌ２＝１ＡＵ （１）

式中：１ＡＵ为１个天文单位。代入具体数值，可求
得β＝００２７３°。

图１　平行光处理分析
Ｆｉｇ．１　Ｐａｒｅｌｌｅｌｌｉｇｈｔａｎａｌｙｓｉｓ

用二体轨道动力学解算由角度误差所带来的

阴影时长误差，绘制误差时间随轨道高度的变化

如图２所示。由图可知，误差时间随轨道高度的
增加而增加，但当轨道高度达１００００ｋｍ时，误差
时间小于１８ｓ。因此，将太阳光作平行光处理是
合理的。

图２　误差时间随轨道高度变化
Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒｔｉｍｅｖａｒｙｗｉｔｈｏｒｂｉｔｈｅｉｇｈｔ

为方便描述月球与地球阴影区域，建立月心

轨道坐标系：该坐标系的坐标原点位于月球质心，

基本平面为卫星运行的轨道平面，Ｘ轴由月球质

心指向近月点，Ｚ轴垂直轨道平面指向月球北极
方向，Ｙ轴与二者成右手坐标系。该坐标系与月
心惯性系的转换关系可表示如下：

ｒＯ＝ＲＺ（ω）·ＲＸ（ｉ）·ＲＺ（Ω）·ｒＩ （２）
式中：ｒＯ、ｒＩ分别为月心轨道系与月心惯性系下的
矢量表达。欧拉角 ω、ｉ和 Ω分别为绕月运行轨
道的近月点幅角、轨道倾角和升交点赤经。令

ΦＯＩ＝ＲＺ（ω）·ＲＸ（ｉ）·ＲＺ（Ω） （３）
则ΦＯＩ为月心惯性系到月心轨道系的转换矩阵。

月球轨道阴影包含由月球遮挡产生的月球阴

影和由地球遮挡产生的地球阴影两部分，如图３
所示。

图３　月球轨道阴影描述
Ｆｉｇ．３　Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｌｕｎａｒｏｒｂｉｔｓｈａｄｏｗ

图３中日、地、月三者仅为位置上的示意。下
面分别对两阴影区域进行数学建模。

１．１　月球阴影模型的建立

忽略月球的非球形影响，在月球的背阴面，会

形成圆柱形的阴影区域［１０］。

图４　月球阴影分析
Ｆｉｇ．４　Ｌｕｎａｒｓｈａｄｏｗａｎａｌｙｓｉｓ

如图４所示，卫星轨道平面截该阴影区域将
得到以月心为中心的椭圆，该椭圆的短半轴为月

·７２·
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球半径，长半轴由几何关系易得：

ａＭ＝ＲＭ／ｓｉｎα （４）
式中：α为太阳矢量方向与卫星轨道平面的夹角。
由喷气推进实验室（ＪｅｔＰｒｏｐｕｌｓｉｏｎＬａｂｏｒａｔｏｒｙ，
ＪＰＬ）公布的高精度星历 ＤＥ４２１及坐标转换关系
可求得在月心轨道坐标系下太阳相对月球的位置

矢量 ｒＭ＿Ｓ＝［ｒＭ＿Ｓ１ ｒＭ＿Ｓ２ ｒＭ＿Ｓ３］
Ｔ，即相对月心的太

阳矢量方向。那么

α＝ａｒｃｓｉｎ
ｒＭ＿Ｓ３
ｒ( )
Ｍ＿Ｓ

（５）

至此，由上述推导与计算可以得出描述阴影

区域边界的三个量：椭圆中心 －月心、短半轴 Ｒｍ
和长半轴ａｍ。

令月心太阳矢量在轨道面内的投影与偏心率

矢量ｅ的夹角为εＭ，该夹角即为椭圆拱线方向与
月心轨道系Ｘ轴的夹角。因此，在月心轨道坐标
系下，月球阴影区域的方程可描述为：

［ｘ·ｃｏｓ（εＭ）＋ｙ·ｓｉｎ（εＭ）］
２

ａ２Ｍ
＋　　　

［－ｘ·ｓｉｎ（εＭ）＋ｙ·ｃｏｓ（εＭ）］
２

Ｒ２Ｍ
≤１ （６）

１．２　地球阴影模型的建立

对于地球阴影来说，建模方法与月球阴影相

似，卫星轨道平面截由于地球遮挡而产生的圆柱

形阴影将得到椭圆形阴影区域。如图５所示，该
椭圆的短半轴为地球半径ＲＥ，长半轴由几何关系
易得：

ａＥ＝ＲＥ／ｓｉｎγ （７）
式中，γ为相对地心的太阳矢量与轨道平面的夹
角。γ角具体的求解方法与１．１节中α角的求解
方法类似，在此不再赘述。

图５　地球阴影分析
Ｆｉｇ．５　Ｅａｒｔｈｓｈａｄｏｗａｎａｌｙｓｉｓ

需要注意的是，地球阴影的中心并不在月心，

而在日地连线与轨道平面的交点处。利用星历

ＤＥ４２１以及坐标转换关系可得到月心轨道系下的
地球与太阳矢量分别为：

ｒＥ＝ ｘＥ ｙＥ ｚ[ ]Ｅ
ｒＳ＝ ｘＳ ｙＳ ｚ[ ]{

Ｓ

（８）

那么，日地连线的直线方程可表示为：

ｘ－ｘＥ
ｘＳ－ｘＥ

＝
ｙ－ｙＥ
ｙＳ－ｙＥ

＝
ｚ－ｚＥ
ｚＳ－ｚＥ

（９）

令ｚ＝０，可得椭圆中心为：

ｘｅｌｌ＝ｘＥ－
ｘＳ－ｘＥ
ｚＳ－ｚＥ

·ｚＥ

ｙｅｌｌ＝ｙＥ－
ｙＳ－ｙＥ
ｚＳ－ｚＥ

·ｚ{
Ｅ

（１０）

因此，在月心轨道坐标系下，地球阴影区域的

方程可描述为：

［ｘ·ｃｏｓ（εＥ）＋ｙ·ｓｉｎ（εＥ）－ｘｅｌｌ］
２

ａ２Ｅ
＋

［－ｘ·ｓｉｎ（εＥ）＋ｙ·ｃｏｓ（εＥ）－ｙｅｌｌ］
２

Ｒ２Ｅ
≤１

（１１）
式中，εＥ为该椭圆拱线方向与月心轨道系Ｘ轴的
夹角。

如前所述，本文已经对月球阴影与地球阴影

分别进行了建模。令式（６）与式（１１）的解集分别
为Ａ和Ｂ，即：

Ａ＝ （ｘ，ｙ）
［ｘ·ｃｏｓ（εＭ）＋ｙ·ｓｉｎ（εＭ）］

２

ａ２{
Ｍ

＋

　
［－ｘ·ｓｉｎ（εＭ）＋ｙ·ｃｏｓ（εＭ）］

２

Ｒ２Ｍ
≤ }１

（１２）

Ｂ＝ （ｘ，ｙ）
［ｘ·ｃｏｓ（εＥ）＋ｙ·ｓｉｎ（εＥ）－ｘｅｌｌ］

２

ａ２Ｅ{ ＋

［－ｘ·ｓｉｎ（εＥ）＋ｙ·ｃｏｓ（εＥ）－ｙｅｌｌ］
２

Ｒ２Ｅ
≤ }１ （１３）

那么，月球轨道阴影区域Ｃ即可表示为：
Ｃ＝Ａ∪Ｂ （１４）

２　黄金分割法搜索阴影区域边界

由上述椭圆方程，构造如下函数：

ｆ（ｘ，ｙ）＝
［ｘ·ｃｏｓ（εＭ）＋ｙ·ｓｉｎ（εＭ）］

２

ａ２Ｍ
＋

　　　　
［－ｘ·ｓｉｎ（εＭ）＋ｙ·ｃｏｓ（εＭ）］

２

Ｒ２Ｍ
－１

ｇ（ｘ，ｙ）＝
［ｘ·ｃｏｓ（εＥ）＋ｙ·ｓｉｎ（εＥ）－ｘｅｌｌ］

２

ａ２Ｅ
＋

　　　　
［－ｘ·ｓｉｎ（εＥ）＋ｙ·ｃｏｓ（εＥ）－ｙｅｌｌ］

２

Ｒ２Ｅ















 －１

（１５）

·８２·
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阴影的边界包含于上述方程的零点。将卫星

实时的位置矢量 ｒ转换到月心轨道系下表示为
ｒＯ＝ ｘＯ ｙＯ[ ]０，由于卫星的位置矢量一定在轨
道平面内，因此其在Ｚ轴的分量为零。

对于月球阴影，判断卫星是否处于阴影区域

不仅需要满足上述椭圆方程，月球与太阳还需位

于卫星的同一侧，那么，卫星是否处于月球阴影区

的判据可表达如下：

ｆ（ｘＯ，ｙＯ）≤０

φＭ＝ａｒｃｃｏｓ
ｒＭ＿Ｓ·ｒＯ
ｒＭ＿Ｓ · ｒ( )

Ｏ
＞π{ ２

（１６）

同理，卫星是否处于地球阴影区的判据可表达

如下：

ｇ（ｘＯ，ｙＯ）≤０

φＥ＝ａｒｃｃｏｓ
ｒＭ＿Ｓ·ｒＭ＿Ｅ
ｒＭ＿Ｓ · ｒ( )

Ｍ＿Ｅ
＜π{ ２

（１７）

式中，ｒＭ＿Ｓ、ｒＭ＿Ｅ分别为太阳与地球相对于月球的
位置矢量。

黄金分割一维搜索算法简单，收敛速度均匀，

且由于它一次将搜索区间分为三份［１１］，相较二分

法来说收敛速度更快。下面利用黄金分割法搜索

阴影区域的边界值。

事实上，在轨道确定的情况下，卫星的位置矢

量ｒ与真近点角θ间有着一一对应的关系，那么，
对位置矢量的搜索可以转化为对真近点角的搜

索。下面以月球阴影区域边界搜索为例，给出黄

金分割一维搜索方法流程［１２］。

Ｓｔｅｐ１：首先，将一个轨道周期内的真近点角
进行Ｎ等分，计算每一等分点所对应的卫星位置
矢量并将其转换到月心轨道系下，由式（１６）和
式（１７）判断其是否处于阴影区内。那么，阴影区
域的边界位于相邻两个使式（１６）或式（１７）变号
的真近点角之间。需要说明的是，若 ｆ（ｘＯ，ｙＯ）的
符号由正变负，则说明该边界为进入阴影区域的

边界值，反之则为出阴影区域的边界值。这样，可

以得到每一次卫星进出阴影区域的真近点角范围

［θ０，θｆ］。
Ｓｔｅｐ２：对搜索区间进行黄金分割：

θｉ＝θ０＋０．３８２（θｆ－θ０）

θｉ＋１＝θ０＋０．６１８（θｆ－θ０{ ）

计算θｉ、θｉ＋１及其对应的卫星位置矢量，由阴
影区域判据判断ｆ（ｘＯ，ｙＯ）的符号。

Ｓｔｅｐ３：判断使 ｆ（ｘＯ，ｙＯ）符号发生变化的相
邻两个真近点角，将其分别赋值给θ０与θｆ。

Ｓｔｅｐ４：重复步骤２～３，直到精度 ｔｏｌ＝θｆ－θ０
满足要求为止。

黄金分割搜索算法的流程图如图６所示。

图６　黄金分割算法流程图
Ｆｉｇ．６　Ｆｌｏｗｄｉａｇｒａｍｏｆｇｏｌｄｅｎｓｅｃｔｉｏｎｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ

利用黄金分割搜索算法可以快速地搜索出卫

星进出阴影区域的边界值：θＭ＿ＩＮ＜θＭ＿ＯＵＴ和 θＥ＿ＩＮ＜
θＥ＿ＯＵＴ，角标 Ｍ和 Ｅ分别表示月球阴影与地球阴
影。那么，绕月运行卫星在同一周期内所经历阴

影区域用真近点角描述为：

Δθ＝

θＭ＿ＯＵＴ－θＭ＿ＩＮ＋θＥ＿ＯＵＴ－θＥ＿ＩＮ，θＭ＿ＯＵＴ＜θＥ＿ＩＮ或θＥ＿ＯＵＴ＜θＭ＿ＩＮ
θＭ＿ＯＵＴ－θＥ＿ＩＮ，θＥ＿ＩＮ＜θＭ＿ＩＮ＜θＥ＿ＯＵＴ＜θＭ＿ＯＵＴ
θＥ＿ＯＵＴ－θＭ＿ＩＮ，θＭ＿ＩＮ＜θＥ＿ＩＮ＜θＭ＿ＯＵＴ＜θＥ＿ＯＵＴ
θＥ＿ＯＵＴ－θＥ＿ＩＮ，θＥ＿ＩＮ＜θＭ＿ＩＮ＜θＭ＿ＯＵＴ＜θＥ＿ＯＵＴ
θＭ＿ＯＵＴ－θＭ＿ＩＮ，θＭ＿ＩＮ＜θＥ＿ＩＮ＜θＥ＿ＯＵＴ＜θ













Ｍ＿ＯＵＴ

（１８）
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　　由平近点角与真近点角和时间的关系：

Ｍｅ＝２ａｒｃｔａｎ
１－ｅ
１＋槡 ｅｔａｎ

θ( )２ －ｅ １－ｅ槡
２ｓｉｎθ

１＋ｅｃｏｓθ
（１９）

Ｍｅ＝
μ２

ｈ３
（１－ｅ２）

３
２ｔ （２０）

可得绕月卫星在同一周期内所经历阴影区域的时

长为：

ｔ＝ｈ
３

μ２
·

２ａｒｃｔａｎ １－ｅ
１＋槡 ｅｔａｎ

Δθ( )２ －ｅ １－ｅ槡
２ｓｉｎΔθ

１＋ｅｃｏｓΔθ
（１－ｅ２）

３
２

（２１）

３　禁忌搜索算法对遗传算法的改进

传统遗传算法一个明显的缺点便是“早熟”，

由于编码存在汉明悬崖问题（汉明悬崖是指某些

相邻整数的二进制代码之间有很大的汉明距离；

汉明距离是指两个等长字符串对应位置的不同字

符的个数［１３］。例如十进制１２７和１２８的二进制
编码分别为０１１１１１１１和１０００００００，其汉明距离为
８，而一般相邻整数间的汉明距离为１或２），而且
一般变异率较小，因此，传统遗传算法的爬山能力

较弱，寻优结果容易陷入局部最优。而禁忌搜索

算法的产生源于对人类的记忆功能的模仿，它使

用禁忌表将刚搜索过的数据域隔离开来，有效地

扩大了搜索范围，保证了搜索的全局性；然而，禁

忌搜索算法对于初始解的依赖程度很高，若初始

解不合理，极有可能导致算法不收敛。

若将禁忌搜索算法与遗传算法结合起来，利

用禁忌搜索算法不重复搜索的特性，便可以解决

传统遗传算法因爬山能力弱而导致陷入局部最优

的问题。嵌入禁忌搜索的遗传算法计算流程如图

７所示。
由图７可以看到，这种混合优化算法是将禁

忌搜索算法嵌入到遗传算法中，用禁忌搜索算法

代替了遗传算法中的变异操作，这样编码中的汉

明悬崖问题便不复存在，遗传算法的全局搜索能

力也得到了增强［１４］。具体地，在遗传算法执行完

交叉操作后，对每一个染色体生成一个０～１之间
的随机数ｒ，若ｒ≤Ｐｍ（Ｐｍ为变异概率）

［１５］，则对该

染色体进行变异操作，否则跳过该染色体。需要

进行变异的染色体即为禁忌搜索算法的初始

解［１６］，对该初始解进行邻域移动操作，选择最优

解集更新禁忌表，重复移动与更新禁忌表的操作，

直到满足禁忌搜索算法的终止条件。对每一个需

要变异的染色体进行该禁忌搜索操作，便完成了

一次完整的遗传算法搜索［１７］。

图７　嵌入式遗传算法计算流程
Ｆｉｇ．７　Ｔａｂｕｓｅａｒｃｈｅｍｂｅｄｄｅｄｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４　仿真校验

本节结合某月球轨道超长波天文观测微卫星

任务为例验证所述阴影模型以及优化算法的有

效性［１８］。

该微卫星预计于２０１８年５月２０日发射，卫
星设计寿命为１年。然而在２０１８年７月２７日将
出现一次月全食，卫星在进入目标轨道两个月后

将进入月全食时期。届时卫星所经历的连续阴影

时间在其寿命期内将会出现一次极小值。为使卫

星在此月全食期间经历的时长尽可能短，需要对

目标轨道参数进行优化。由于燃料的限制以及特

定的任务需求，卫星轨道参数的可选范围列于表

１中。

·０３·
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表１　仿真轨道参数
Ｔａｂ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｒｂｉｔｅｌｅｍｅｎｔｓ

轨道参数 参数取值

轨道初始时刻
２０１８年７月２７日
２０：００：００．０００ＵＴＣＧ

升交点赤经／（°） ３００

近月点幅角／（°） １００

近月点高度／ｋｍ ２５０

轨道倾角／（°） ［８，２０］

远月点高度／ｋｍ ［７０００，１００００］

在本例中，仿真参数为轨道倾角与远月点高

度，仿真时长为相应的一个轨道周期。在任务条

件限制内，改变远月点高度和轨道倾角，结合本文

给出的阴影区域模型，得到不同轨道在月全食期

间一个轨道周期内的阴影时长，利用给定的嵌入

式遗传算法搜索得到阴影时长最短的最优轨道

参数。

由本文给出的阴影区域模型，以真近点角为

搜索变量，画出轨道最长阴影时间随远月点高度

和轨道倾角的等高线图，如图８所示。

图８　最长阴影时间等高线图
Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｌｏｎｇｅｓｔｓｈａｄｏｗｔｉｍｅｃｏｎｔｏｕｒｍａｐ

由图８可知，在给定约束条件内，最长阴影时
间随着远月点高度的增加以及轨道倾角的变大而

减小，而且远月点高度的影响大于轨道倾角的影

响。因此在实际任务中，利用有限的燃料来降低

远月点高度比增大轨道倾角带来的优势更大。

选取轨道倾角与远月点高度作为优化参数，

定义寻优变量如下：

ｉ＝［８°，２０°］
ｈａ＝［７０００ｋｍ，１００００ｋｍ{ ］

给定轨道倾角ｉ和远月点高度 ｈａ后，轨道唯

一确定，那么卫星在月全食期间一个周期内所经

历的阴影时长也可由本文给定的模型唯一确定，

不妨设阴影时长ｔ与轨道倾角ｉ和远月点高度 ｈａ
的数学关系为（非解析解）：

ｔ＝φ（ｉ，ｈａ）
则待优化的目标函数即可表示为：

Ｊ＝φ（ｉ，ｈａ） （２２）
最短阴影时长的最优目标轨道搜索迭代的过

程如图９所示。

图９　最长阴影时间随遗传代数的变化
Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｌｏｎｇｅｓｔｓｈａｄｏｗｔｉｍｅｏｆｅｖｅｒｙｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

采用嵌入式遗传算法搜索最优目标轨道的收

敛速度比较快，迭代约１０次即可寻找到最优解。
寻优后的远月点高度为 ７０００ｋｍ，轨道倾角为
１８１８３２°，在此目标轨道下，卫星所经历的阴影
时长为１９７１３５ｓ，约为５４７６ｈ。寻优结果与等
高线图完全一致。

５　结论

本文针对绕月卫星轨道，建立了月球阴影与

地球阴影的数学模型。该阴影区域的数学模型简

单且不失精度，能够有效地预报绕月卫星进出阴

影的时间，对绕月卫星目标轨道的选择帮助很大；

同时，由于该方法的高效性，可将其作为星务软件

的一部分用于轨道阴影预报，这有利于星上的自

主管理。本文给出的嵌入式遗传算法综合了禁忌

搜索算法和遗传算法的优势，具有两大主要优点：

不需要初始猜测，在实际应用中工作量小；在搜索

时不存在汉明悬崖问题，对传统遗传算法因爬山

能力不足而容易陷入局部最优的状况有所改善。

最后，本文结合了某超长波天文观测卫星的

具体案例，对最优阴影时长的轨道进行了搜索。

结果表明，本文给出的阴影模型以及优化算法能

·１３·
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够有效地解决绕月目标轨道阴影时长计算以及轨

道优化问题。
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